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PHƯƠNG TRÌNH - BẤT PHƯƠNG TRÌNH vồ TỶ 




§ 1. PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ cơ BẢN 

I. Phương trình bậc bốn quy vê bậc hai 

1. Dạng: ax 4 + bx 3 + cx 2 + dx + e = 0 vớĩ - = (-'] *0. 


a \b) 

Phương pháp giải: Chia hai vế cho X 2 * 0, rôì đặt t = x + — vớĩ a = - • 

X b 

2. Dang : (x + fl)(x + b)(x + c)(x + d) = e vơ'i a + c = b + d. 

Phương pháp giải: Viết lại [(x + a)(x + c)] • [(x + b)(x + d)] = e 

<=> [x 2 + (a + c)x + «cj • l^x 2 +(b + d)x + bd~j = e và đặt t = X 2 + (a + c)x. 

3. Dang : (x + fl)(x + b)(x + c)(x + d) = ex 2 ] vơ'i rt.ỉ> = c.d. 

Phương pháp giải: Đặt t = x 2 +ab + a + b~^ c + d . x thị phương trình 


, a + b-c-d ) (, a + b-c-d 

<=> í H -— 1 -X • í-—— 

2 2 


• t - n + - c —— -X = ex 2 (có dạng đẳng cấp) 

7 V 2 ) 


4. Dang : (x + rt ) 4 +(x + ỉ>) 4 =c 

Phương pháp giải: Đặt X = í - ~~~ =>(t + aý +(t-aý =c vớĩ a = ■ 

ĨZ I 1 ^ I i ì .i i i .1 — hl X Ĩ-i^ I Q / 1 — í-7 — /1 /-ríi í-> 


5. Dang : Ịgx + frx + cx + dx + e = OỊ , vơ'i b + 8 a d = ấabc. 

b 

Phương pháp giải: Đặt x = t--—- 

4 a 

6. Dang : |x 4 = ax 2 +bx + c (1) 

Phương pháp giải: Tạo ra dạng A 2 = B 2 bẩng cach thêm hai vế cho một 
lượng 2k.x 2 + k 2 , tức phương trinh (1) tương đương: 

(x 2 ) 2 +2kx 2 +k 2 =(2 k + a)x 2 +bx + c + k 2 <=>(x 2 +k) 2 =(2 k + a)x 2 +bx + c + k 2 . 


Cẩn vế phải co' dạng binh phương 


7. Dang: X + ax = bx +cx + d 


2k + a>0 

A VP =b 2 -A(2k + a)(c + k 2 ) = 0' 


Phương pháp giải: Tạo A 2 = B 2 bẩng cach thêm ở vế phải 1 biểu thưc để 

( Y ( a 2\ 

tạo ra dạng binh phương: X 2 + ^-x + k = X 4 + ox 3 + 2k + -— X 2 + kax + k 2 . 

\ 2 ) 1 4 

Do đo'ta se' cộng thêm hai vế cua phương trình (2) một lượng: 
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2k + — x 2 + kax + k 2 , thì X 2 +--x + k = 2k + — + b X 2 + (ka + c)x + k 2 + d. 
4 1 2 4 


Lúc này cần số k thỏa: 


2k + — + b>0 
4 


í n 2 ^ 

A vp = (ka + c) 2 -4 2k + -— + b (k 2 +d) = 0 

V 4 y 


II. Phương trình vô tỷ cơ bản 

<— „ \B> 0 

• \Ịa = B <=> <! ■ 


{A = B 2 

= 0 <=> B = 0 hoặc 


VÃ=Vẽ <=> 

s[Ã = B<^> A = B 


A>0 hay B > 0 
A = B 


III. Một sô phương trình vô tỷ cơ bản thường gặp 

1. Dạng: |VÃ--Vb + Vc =o| (1) 

Bướcl. Đặt điều kiện. 

Bước 2. Chuyển vế để hai vế đều dương, tức (1) <=> SỈÃ + 7c = -v/b 
B ước 3. Bình phương hai vế A + C + 2\ /\c = B 2\ /\c = B- A-C. 

2. Dạng: |^/Ẫ + # = ^/c| (2) 

Bước 1. Lũy thừa: (ỰÃ + #) 3 = (^/c) 3 <^>A + B + 3 ỰÃB(ỰÃ + ỰẼ)=C (2') 
Bước 2. Thế v/\ t vB - vC thì (2') ^A + B + 31ỈABC = c. 

3. Dạng: ^/Ã + ^/B = \/c + \/d (3) với A + C = B + D hoặc AC-BD. 

Bướcl. Đặt điều kiện. 

Bước 2. Biến đổi (3 )<>nM - vC \7Ĩ VÕ và bình phương hai vế. 

^ Lưu ý: Biến đổi của 3 dạng trên là biến đổi hệ quả, do đo' khi giải xong cẩn 
thay thế nghiệm lại đế bài va' kiểm tra nhẩm tranh thu nghiệm ngoại lai 


Ví du 1. Giải phương trình: \Ỉ2x - l + x 2 -3x + l = 0 

(*) 


Đại học khôi D - 2006 


Phân tích . Phương trình có dạng tôhg quát: \Jmx + n =ax 2 +bx + c, ( m, 0) ta 


đêu giải được theo dạng \[Ã = B. Nêu sau khi lũy thừa ra được nghiệm hữu tỷ thì sẽ 
tiến hành chia Hoócner để phân tích thành tích số (đâu rơi, nhân tới, cộng chéo). Còn 
nếu ra nghiệm vô tỷ ta sẽ tiến hành sử dụng chức năng table của máy tính bỏ túi để 
tìm lượng nhân tử chung bậc hai, sau đó chia đa thức để đưa vê dạng tích sốbậc hai 
nhân bậc hai mà dễ dàng tìm được nghiệm, 
rò* Lời giải 1 . Xem đây là phương trình dạng sfÃ = B. 
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/— -— , „ _ Ị-x 2 + 3x -1 > 

(*) <=> sỊ2x -1 = -X 2 + 3x - 1 <=> 

[2x - 1 = (-X 2 +3x- 1 ) 


ị-x 2 + 3x -1 > 0 Ị-x 2 + 3x - 1 > 0 X = 1 

V - 6x 3 + llx 2 - 8x + 2 = 0 ** Ị(x - l) 2 (x 2 - 4x + 2) = 0 ^ X = 2 - ^2 


Kết luận: Phương trình đã cho có 2 nghiệm x = l, X = 2- 4Ĩ. 

Lời giải 2 . Đặt ẩn phụ đưa về hệ phương trình gần đối xúng loại II. 



suy ra: 


ịy 2 =2x-l ịy 2 -2x + \ = ữ 

\y + x 2 - 3x + 1 = 0 \x 2 - 3x + y + 1 = 0 


(y 2 -x 2 ) + (x-y) = 0 <^(y -x)(y + x-\) = 0 y = x hoặc y = 1 -X. 


Với y = X, suy ra: y2x -1 = X <=> 


X - 2x +1 = 0 


<^>x = l. 


Với y = 1 - X, suy ra: y 2x -1 = 1 - X <=> 


X 2 - 4x + 2 = 0 


< > X - 2 \: 


Kết luận: Phương trình đã cho có 2 nghiệm X = 1, X = 2 - sịĩ. 

Ví du 2. Giải phương trình: X 2 - 4x - 3 = Vx + 5 (*) 


P/tÂH hc/t . Đểkiểm tra phương trình có nghiệm hữu tỉ hay vô tỷ, ta nhập vào Casio: 
X 2 - 4X - 3 - yjx + 5 và bâín shiỷt solve 1 (1 là sô'nguyên bất kỳ nằm trong khoảng 
đỉêu kiện) được kết quả X = 5.192582404 là vô tỷ. Khi đó định hướng tìm lượng nhân 
tử bậc hai bằng chức năng table. Trước tiên ta lưu biến X— bằng cách nhập 
alpha) shiỷtRCL (-). Kê'đến ta chuyển vê chê'độ table bằng cách bấm moảe Setup 7 
và nhập f(X) = A 2 - AX bằng cách bấm: alpha 0 X 2 - alpha (-) anpha), rồi bấm = . 
Nếu Casio fx - 570 VN plus hoặc vina calc, ta sẽ bấm tiêp tục dấu =, còn fx - 570 ES 
thì không can (tức không nhập g(X)), cho Start là -9, End là 9, Step là 1 thì Casio cho 
X F(X) 

ta bảng giá trị 14 4 6.1925 và ta chỉ quan tâm đến dòng có giá trị là sô'nguyên, 

15 5 1 

tức dòng 15 có X = 5, F(X) = 1, đó chính là hệ sô'b, c của nhân tử X 2 - bx - c, tức có 


x 2 -5x-1. Lúc này ta sẽ quyết định lũy thừa 2 vê'theo công thức \[Ã = B được 
phương trình bậc bôh, sau đó lấy phương trình bậc bốn này chia cho lượng X 2 - 5x -1 
sẽ thu được bậc 2 và viết lại tích của 2 bậc hai. 
rờ° Lời giải 1 . Xem đây là phương trình dạng sfÃ = B. 

|x ; ' 4x 3>0 íx<2-# V x>2 + # 

(*)<=>! _<=>! 

(x 2 -4x-3) 2 =x + 5 X 4 -8x 3 + 10x 2 + 23x + 4 = 0 
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X < 2 \7 V .V> 2 ! X7 5 • v29 , y , 

<=> X =--r- hơặcx = -l. 

(x 2 - 5x -1) • (x 2 - 3x - 4) = 0 2 


^ 5 I v 29 

Kết luận: Phương trình đã cho có 2 nghiệm: X = -1, X = — - 

Lời giải 2 . Đặt một ẩn phụ đưa về hệ đối xúng. 

^ f „ Í(v-2) 2 =x + 5 íi/ 2 -4t/-x-l = 0 

[x 2 -4x-3 = t/-2 [x 2 -4x-y-l = 0 

=> (!/ 2 -x 2 )-3(y-x) = 0^(y-x)(i/ + x-3) = 0^ y ' = x ■ 

y = 3 - X 


Với J/ = X, suy ra: yx + 5= x- 2<=> 


:-3) = 0o H • 
y = 3 - X 

x>2 5 + -V 

, _ „ <^>x = —r 

X 2 -5x-1 = 0 2 


Với y = 3 - X, suy ra: «v/x + 5 = 1 - X <^> I 


X -3x-4 = 0 


•w> X = —1. 


Kết luận: Phương trình đã cho có 2 nghiệm: X = -1, X = 


5 I V 29 


Bình luân . Trong lời giải 1, để nâng lũy thừa, ta thường sử dụng hằng đẳng thức 3 
sô' dạng (a + b + c ) 2 =fl 2 +ỉ> 2 +c 2 +2.(at> + ỉ>c + ca) để khai triễn. Tuy cách giải 1 giúp 


chúng ta tách các đa thức bậc cao thành tích sô' nhưng tính toán khá phức tạp, dễ dẫn 
đến những sai lãm và mất nhỉêu thời gian. Do đó người giải toán thường tìm những 
phương pháp đơn giản, ngắn gọn hơn và điển hình đó là lời giải 2 của 2 ví dụ. Phương 
pháp đặt ẩn phụ sẽ tìm hiểu kỹ bài học sau với dấu hiệu nhận dạng nhất định. 

Ví du 3. Giải phương trình: 2(x 2 - X + 6) = 5sỊx 3 + 8 (*) 

Đề thi thử Đại học 2013 - THPT Chuyên Phan Bội Châu - Nghệ An 


Phân tích . Khác với hai ví dụ trên, biểu thức trong căn thức là bậc 3, ta vẫn giải theo 

công thức \[Ã = B, để thu được phương trình bậc bốn. Lúc đó với sự hỗ trợ của máy 

tính Casio, ta sẽ phân tích được thành tích sô'dạng bậc 2 nhân bậc 2. 

Lời giải 1 . Điều kiện: X 3 + 8 > 0 <=> (x + 2)(x 2 - 2x + 4) > 0 <=> X > -2. 

(*) <=> 8.(x 2 - X + 6) 2 = 25(x 3 + 8) <^> 8x 4 - 41x 3 + 104x 2 - 96x + 88 = 0 

— 6x — 4 = 0 /= 

<=>(x 2 -6x-4)(8x 2 -18x + 28) = 0 <=> „ _ <=>x = 3±yl3. 

8x 2 - 18x + 28 = 0: VN 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có 2 nghiệm là X = 3 ± \ 13. 

Lưu ý: Ta có thể giải bằng phương pháp đặt ẩn phụ sau khi biến đổi phương 

trình về dạng: 2(x + 2) + 2(x 2 - 2x + 4) = 5Ậx + 2)(x 2 - 2x + 4) (1) 

/&» Lời giải 2 . Đặt u = \Ịx + 2 > 0, V = \Ịx 2 -2x + 4 > \Ỉ3. 
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(1) <=> 2u 2 + 2v 2 = 5uv <=> 2 • 1 — 1 -5-- + 2 = 0o- = 2 hoặc - = ị- 

y v ) V V V 2 

„ \u = 2v \Ịx + 2 = 2\Ịx 2 - 2x + 4 r4x 2 - 9x +14 = 0 „ , / 

Suy ra: <=> _ _<=> ox = 3±v 

_ 2 “ = ơ [2sjx + 2 = ựx 2 -2x + 4 |_x 2 -6x-4 = 0 

/5” Lời giải 3 . Chia hai vế cho lượng dương: X 2 - 2x + 4 = (x -1) 2 + 3 > 3. 


(1)0 2- X + 1 -5- x + 2 - + 2 = 0o ' ỊẼ_ 2x + 4 

X - 2x + 4 V X - 2x + 4 r+ 2 


x + 2 1 

Ị X 2 - 2x + 4 2 


x + 2 = 4(x 2 -2x + 4) / 

<=> < ■> X 3 • V 

4(x + 2) = x 2 -2x + 4 


w 4. Giải phưong trình: sjỹ - X 2 + x\/x + 5 = \ 3 2x X ’ 


p/ui« 1 íc/f . Phương trình có dạng cơ bản: 


- A > 0 hay B > 0 , 

« . _ ‘ , khi đó có 

\A = B 


2 phương án chọn A > 0 hay B > 0. Dựfl uồo đặc điổíĩ c«fl bài toán, ta nên chọn 
phương án nào đơn giản nhất, tức chọn B = 3 -2x -X 2 > 0 và có lời giải như sau: 


Lời giải . Phương trình (*) <=> 


3-2x-x >0 


7 - X 2 + XsỊx + 5 = 3 - 2x - X 2 


-3 < X < 1 


x + b =- 


-3 < X < 1 
X + 2 

o-— >0 

X 


. 2 (do X = 0 không là nghiệm của phuong trình) 


-3 < X < 1 
<=> \ -2 < X < 0 


X 3 +x 2 -lóx-16 = 0 x = ±4 


-2 < X < 0 

<=><fx = -l <=> X = —1. 


Ịx 2 (x + 5) z =(x + 2) l* _1UA_1U - U IL*“ 
Kết luận: Phưong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = -1. 



Phân tích . Phương trình có dạng cơ bản 'ĨÃ - \[b = \/c, ta sẽ đặt đĩêu kiện, chuyển 
vếsao cho 2 vế đêu dương và bình phương hai vế để đưa vê dạng \[Ã = B. 

/&» Lời giải . Điều kiện: X>1. Khi đó: (*)< >2\'3x • 1 \fx T • 2\ 2x - 1 


<=> 4(3x +1) = X - 1 + 4(2x -1) + 4 J(x - l)(2x -1) 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. LỄ Văn Đoàn 


4y 2x -3x + l = 3x + 9<^> 


23x 2 -102x-65 = 0 


<=> X = 5. 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 5. 


Ví du 6. Giải phương trình y4x 2 - 7x - 2 = 2yx 2 - X +1 -1 


Phân tích . Phương trình có dạng giôhg ví dụ trên, ta dám lựa chọn hướng bình 
phương 2 vếlên là do sau khi lũy thừa, bậc cao nhất 4x 2 sẽ triệt tiêu và có lời giải sau: 

Lời giải . Điều kiện: X < - -Ị hoặc X > 2. 

(*) <=> \Ì4x 2 ~7x~ 2 +1 = 24 X 2 - X +1 <=> (%/4x 2 -7x- 2 +1) 2 = 4(x 2 - X +1) 

.. . L-2 õ ... „ Í3* + 5>0 .. .. 29 • 4v67 


<^>2v4x -7x-2 = 3x + 5<^> 


3x + 5 > 0 

7x 2 -58x-33 = 0 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là X = 


29 • 4x 07 


Ví du 7. Giải phương trình: 4x 2 — X — 2\[x 2 + 4x 2 + 2x = 0 


p/uhĩ tíc/; . Phương trình có dạng tương tự như ví dụ trên, nhưng khi bình phương 
lên thì sẽ không triệt tiêu được bậc cao nhất. Nhận thấy rằng biểu thức trong các căn 
thức có chung một nghiệm X - 0 nên ta sẽ dùng phương pháp chia khoảng và 
tách căn. Nghĩa là đi tìm đtêu kiện, dựa vào các khoảng điêu kiện để áp dụng các công 
thức tách căn hợp lý, tức: \A.B =s[Ã.\Ịb khi /4 > 0, B >0 và VÃ B=4(-A)-(-B) 

= V A.\ P< khi A<0, B < 0. Từ đó, ta có lời giải chi tiết như sau: 

-vv íx 2 -x>0, x 2 >0 w [x> 1 

Lời giai. Điêu kiên: ! <=> X = 0 hoăc 

X 2 + 2x > 0 x<-2 


Khi đó (*) <=> gx(x-V) + ựx(x + 2) = 2yx 2 (1) 

• Trường hợp 1. Nếu X = 0 thì (1) luôn đúng nên X = 0 là 1 nghiệm của (1). 

• Trường hợp 2. Nếu X > 1 thì (1) <=> 4x • 4x-l + \fx ■ 4x + 2 = 2\fx ■ \fx 
<=> \Ịx-l + 4x + 2 = 2sỊx <=> (4x-1 + ^/x+~2) 2 = (2 4x) 2 

<^>2yx 2 +X-2 =2x-l<^>x = -^, (dơ:x>l). 

• Trường hợp 3. Nếu X < —2 => XítU < 0; X + 2 < 0 nên: 

(1) <=> 4~x ■ 4-X +1 + /7 ■ 4~x - 2 = 24~x ■ 4-x <=> 4 1-x + 4~x- 2 = 24~x 
<=> (4l-x + 4-X-2) 2 = (2^/-x) 2 <=> 2-4X 2 + X-2 = 1 -2x: vô nghiệm. 


Kêt luận: Phương trình đã cho có 2 nghiệm là X = 0; x = -~- 
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Ví du 8. Giải phuong trình: sỊx +1 + sÌ3x +1 = sỊx -1 

(*) 


Phân tích . Phương trình có dạng cơ bản sfÃ + \ /> = \Jc, khi đó hướng xử lý là lập 
phương hai vế và thường sử dụng hằng đẳng thức (a + b) 3 =a 3 +b 3 +3 ab(a + b), rồi 

thay thế ĩỊÃ + ĩỊb = ĩỊc vào phương trình thu được sau khi lập phương và giải 


phương trình hệ quả dạng yịfĩx) = g(x) <^> /(x) = [y(x)] 3 . Từ đó có lời giải sau: 

Lời giải . Tập xác định: D = □. 

(*) o(ỉịx + ĩ + Sj3x + 1 ) 3 = ậĩx^l) 

<^4x + 2 + 3.ự(x + l)(3x + l)-(^/x+ĩ + ^/3x + l) = x-l 

<=> ự(x + l)(3x + V).{ỉỊx + ĩ + ịỊ3x +1) = -(x +1) (1) 

Thế: yỊx + 1 + %/3x + l = yỊx-1 vào (1), suy ra: %J(x + l)(3x + l)(x-1) = -(x +1) 
o(x + l)(3x + l)(x-1) = —(x +1) 3 o(x + 1).[(3x + l)(x-1) + (x +1) 2 ] = 0 

<=> (x + l)4x 2 = 0 <=> X = -1 hoặc X = 0. 

• Vói X = —1 thì phưong trình (*) sai nên loại nghiệm x = -l. 

• Vói X = 0 thì phưong trình (*) đúng nên nhận nghiệm X = 0. 

Kết luận: Phưong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 0. 



Phân tích . Phương trình có dạng: 'JÃ + \7> = sfc + \7) với A + C = B + D, cụ thể: 
(10x + l) + (2x-2) = (9x + 4) + (3x-5) = 12x-l, nên ta sẽ chuyển vế đưa vê dạng: 

\/1 \C-\I) \ lì và bình phương hai vế. Nhưng do khi chuyển vế và bình 

phương là ta đã giải phương trình hệ quả, vì vậy khi giải xong ta cân thay thếnghiệm 
vào phương trình đâu đê bài nhằm nhận, loại nghiệm thích hợp. 

Lời giải . Điều kiện: X > ^, thì (*) <=> Vl0x + 1 - \ 2x 2 = \/9x + 4 - v3x -5 

>(v 10x I 1 - v2x -2ý = ( v'9x i 4 - V3x 5)' 
<^12x-l-2^ĩỗx+ĩ)(2x^2)=12x-l-2^9x + 4px^5) 

<=> ^(10x + l)(2x-2) = x (9x i 4)(3x -3) <=> 7x 2 -15x-18 = 0 <=> X = 3,x = -Ệ- 
Kết luận: So vói điều kiện và thế vào (*), phuong trình có nghiệm X = 3. 

Ví du 10. Giải phuong trình: V 4x ! 1 I V X • 7 = 2y2x - 3 + \Í5x - 6 (*) 

Phân tích . Nếu biến đổi 2\2x - 3 = \Ỉ8x-l2 thì phương trình đã cho đưa vê giôhg 
như thí dụ trên với (8x -12) + (x + 7) = (5x - 6) + (4x +1) = 9x - 5 và có lời giải sau: 
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Điều kiện: 2x — 3 > 0. Khi đó: (*) \Ịx + 7 — v8x — 12= y5x - 6 - y4x +1 
=>(v/x + 7 -v/8x-12) 2 = (v/5x- 6 -v/4x +l) 2 

<=> J(x + 7)(8x -12) = J(5x-6)(4x + l) <=> 12x 2 - 63x + 78 = 0 <=> X = X = 2. 


Kết luận: So với điều kiện và thế vào (*), phương trình có nghiệm x = ~" 


Ví du 11. Giải phương trình: 



+ \/x + 1 — VA' ỉ 3 4- vx — X + 1 


Đề t/ú t/íủ Đại học năm 2014 - THPT Hậu Lộc 2 - Thanh Hóa 


Phân tích . Phương trình có dạng yỊÃ + \fẽ = v/c + V / ) với A.C = B.D, cụ thể ta có 
— • (x + 3) = (x + l)(x 2 - X +1) = X 3 +1, nền sẽ ỉhểl hề dạng 4Ã - v/c = \ /) - \ /ì 



- v/x + 3 = v/x - X +1 - v/x + 


nồ ỉhn/z phương để giải phương trình hệ quả. Từ đó có lời giải sau: 

Lời giải . Điều kiện: X>-1. 


(*)<=> 


-h X + 3 — 2, -• v/x 4- 3 —X — X4-14-X4-1 — 2 v/x - — X 4-1 • v/x 4-1 

X H- 3 1x + 3 

<=>X 3 +1 = (x + 3)(x 2 -x4-l)<=>x 2 -2x-2 = 0<=>x = l- v/3 hoặc X = 1 + \Ỉ3. 
Kết luận: So với điều kiện và thế vào (*) nghiệm cần tìm là X = 1 ± s. 

BÀI TẬP RÈN LUYỆN 

BT1. Giải phương trình: 2x 2 - 6x -1 = v/4x + 5. 

BT 2. Giải phương trình: 2x 2 + 5x -1 = 7v/x 3 -1. 

BT 3. Giải phương trình: v/9x 2 -42x + 49 -1 = 3v/x 2 -6x + 6. 

BT 4. Giải phương trình: v/2x 2 + lOx + 8 + v/x 2 -1 = 2x + 2. 

BT 5. Giải phương trình: v/2x 2 - 3x +1 + v/x 2 + X - 2 = V 3.r r - 4.V - 1. 

BT 6. Giải phương trình: v/xTT + v/x + 2 + v/x + 3 = 0. 

BT 7. Giải phương trình: v/2x 2 -1 + v/x 2 -3x-2 = v/2x 2 + 2x + 3 + v/x 2 -x + 2. 

BT 8. Giải phương trình: v/x + 3 + v/3x +1 = 2\[x + v/2x + 2. 

Ị _3 X 2 __j_ 3 í- /-■ Ị—z -- 

BT 9. Giải phương trình: -——-+ v/x + l = v/x + 3 + v/x 2 - 4x + 3. 

V x + 3 

..,.Í8x 3 -1 rr—r rr~ĩ 7—T cr-T 


BT 10. Giải phương trình: —— - v/2x-l = v/4x 2 + 2x +1 - v/2x + 3. 
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§ 2 . GIẢI PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 
BẰNG CÁCH ĐƯA VE TÍCH 




I. Sử dụng phép biến đôi tương đương 

Dùng các phép biến đổi , đổng nhâ't kết hợp vơ'i việc tấch , nhóm, ghép thích 
hợp để đưa phương trinh đã cho vế dạng tích số đơn giản hơn và biết cach 
giải, chẳng hạn như: A.B - 0 <=> A — 0 hoặc B = 0... 

Một SỐ biến đổi thường gặp: 

• /(x) = ax 2 + bx + c = a. (x - X 1 )(x - x 2 ) với X 1 , x 2 là 2 nghiệm của /(x) = 0. 

• Dùng các hằng đẳng thức cơ bản, lưu ý các biên đổi thường gặp sau: 

+ u + V = 1 + uv <=> (u - 1) - v(u - 1) = 0 <=> (u -1)(1 -v) = 0<=>u = v = l. 

+ au + bv = ab + vu <=> a(u - b) - v(ụ -b) = 0 <=> (u - b)(a - v) = 0. 

Ví du 12. Giải phương trình: (x + 3)\jĩ0-x 2 = x 2 - X -12 (*) 


Phân tích . Thấy vế phải phân tích được thành tích số: X 2 -x-12 = (x + 3)(x-4) 
dựa vào f(x) = ax 2 +bx + c = a.(x-x 1 )(x-x 2 ) với X x , x 2 là 2 nghiệm của phương 
trình f(x) = 0, nên sẽ có nhân tử x + 3 với vế trái và có lời giải sau: 

Lời giải . Điều kiện: 10 - X 2 > 0 <=> \ 10 < X < \ 10. 


(*) <^>(x + 


-X =(x + 3)(x-4)<^>(x + 3). 


- X - (x - 4) 


= 0 


x + 3 = 0 


x>4 


I ,-— «• X = -3 hoặc { ’ _ <=> X = -3. 

VlO-x 2 =x-4 [2x -10x + 6 = 0 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = -3. 


Ví du 13. Giải phương trình: sfx + ^/xTT— \Ịx 2 + X = 1 


(*) 


Phản tích . Với điêu kiện X > 0 thì phương trình <r>4x+ \Ịx + l = 14 -\fx- \Ịx + ĩ và 
có dạng u + v = l + uv <=> (w — l){v - 1) = 0 <=> u = V = 1 và có lời giải sau: 


Lời giải . Điều kiện: X > 0. 

(*) <=>\/x + %/x + l =l + \/x ■ yỊx + 1 <>(\fx 1) • (vx ; 1 - \/x • yjx + l) = 0 

<=>(\fx - 1)(1 - \fx+ T) = 0 <íí >sỊx = 1 hoặc ^/x+ĩ = 1 <=>X = 1 hoặc X = 0. 
Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có 2 nghiệm X = 0, X = 1. 

Ví du 14. Giải phương trình: X + 2\7-x = 2\fx-l + \ -X ’ - 8x - 7 +1 (*) 

Phản tích . Sử dụng phân tích sỊ-x 2 +8X - 7 = Ậx-1 )(7-x) và ghép từng cặp lại 

với nhau sẽ xuất hiện nhân tử chung và đưa được về tích số. 

/•&» Lời giải . Điều kiện: 1 < X < 7. 
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X 4- 5x 4- 6 
X 

rồi nhóm với cụm \Jx 2 +3x = sỊx(x + 3) sẽ xuất hiện nhân tử và có lời giải sau: 

Lời giải . Điều kiện: X > 0. 

(x 4 - 2)(x 4 - 3) ^ 

X 

<> \lx ■ 3 ■ ^-j x + 2 • 2(vx : 2 -x) = 0 

l y x ) 

^ựx + 3- X ~^ĩ +2 + 2{\Ịx + 2 - x) = 0 <=>(\Ịx + 2 -x) =0 

\Ịx ^ yỊx 





Phân tích . Nếu quy đông và phân tích . X + — + 5 

V X 


yỊx 4- 2 = X Tx 2 -x-2 = 0 fx = 2 

Vx + 3 = IsỊx |_x + 3 = 4x [x = ±1 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có 2 nghiệm X = 1, X = 2. 


12 













khangviet.com.vn - ĐT: (08) 3910 3821 


Phân tích . Nếu quan sát kỹ, phương trình chỉ chứa 2 căn thức v2x + 3, 7* + 5 sau 
khi phân tích 72x 2 + 13x +15 = 7(2x + 3)(x + 5) và nhóm nhân tử chung phù hợp sẽ 

xuất hiện phương trình tích sốvà có lời giải sau: 

Lời giải . Điều kiện: 3x + 2 > 0. 

(*) <=> (X\j2x + 3 — 3x) — 7(2* + 3)(x + 5) + 72x + 3 — 3( \ỊX + 5 +1) 

<=> x(\l2x + 3 — 3) = 7 2x + 3(\Ị X + 5 +1) — 3(7^ + 5 +1) 

<=> x(\ 2x + 3 - 3) = (\fx + 5 + l)(72x + 3 - 3) <=> (72x + 3 - 3)(x - 7x + 5 -1) = 0 
\ 2x • 3 3 x = 3 
7x + 5 =x-l _x = 4 

Kết luận: So với điều kiện, phuơng trình đã cho có 2 nghiệm là X = 3, X = 4. 


w 18. Giải phuong trình: 3x 2 + 3x + 2 = (x + 6)v3x 2 - 2x - 3 (*) 


P/iÂH 1 íc/f . Do b/ềủ fMc fro/7g oà ngoài dấu căn cùng là bậc hai, nên ta nghĩ đến việc 
phân tích biểu thức ngoài dấu căn theo biểu thức trong dấu căn, cụ thể ở đây tôi viết: 
3x 2 +3x + 2 = (3x 2 -2x-3) + 5(x + l) và xuất hiện thêm hạng tử có chứa (x + 1), 

nên phân tích: (x + 6)73x 2 - 2x - 3 = [(x +1) + 5] • \/3x 2 -2x-3, rồi phân phối và 
ghép hạng tử phù hợp sẽ đưa được vê phương trình dạng tích, từ đó có lời giải 1. 

^ , 1 -^ĨÕ l + x/ĩỗ 

Điêu kiện: -6 < X <-3— hoặc X >-3- 

3 3 

Lời giải 1 . Tách ghép đua về phuong trình tích số. 

(*) <=> (3x 2 - 2x - 3) + 5 • (x +1) = (x +1) • 73x 2 - 2x - 3 + 5 ■ \j3x 2 -2x-3 

<=> (\f 3 jc 2 - 2x - 3) 2 - 5\l3x 2 - 2x - 3 + 5(x +1) - (x + l)73x 2 - 2x - 3 =0 

<=> 73x 2 -2x - 3(\ 3x’ - 2x - 3 - 5) + (x +1)(5 - 73x 2 -2x-3) = 0 


(V3x 2 - 2x - 3 - 5)(v3x 2 - 2x - 3 - X - 1) = 0 


/3x - 2x - 3 = 5 
/3x 2 - 2x - 3 = X + 1 


3x 2 - 2x - 28 = 0 1 + 785 1 - V So 

r _ _ X = —3— V x = — 3 — 

<=> Jx>-1 3 3 

[2x 2 -4x-4 = 0 [x = 1 + 73 V x = 1-73 
Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm phuong trình là X = 1 + 73, X = 


1 + 785 


<•&» Lời giải 2 . Đặt ẩn phụ không hoàn toàn. 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. LỄ Văn Đoàn 


Đặt í = %/3x 2 -2x-3 > 0 => f 2 = 3x 2 - 2x - 3 <=> 3x 2 = t 2 + 2x + 3. Khi đó: 
(*) t~ 4- 2x + 3 + 3x + 2 = (x + 6).í t —(x 4-6).f 4-5(x 4“ 1) = 0 (1) 


Xem (1) là phương trình bậc 2 với ẩn là t và có biệt số: 

A f = (x + 6) 2 — 20(x + l) = x 2 -8x +16 = (x —4) 2 , suy ra: t = x + l hoặc t — 5. 


Do đó: 


^3x 2 -2x-3 = 5 , .. 

_ và giải tương tự như cách giải 1. 

V 3x 2 - 2x - 3 = X 4- 1 


Bình luân . Phương trình có dạng ax 2 + bx+c = (mx + rì).Jax z + px + q, ta sẽ giải 
bằng phương pháp đặt ẩn phụ không hoàn toàn nếu biệt sô' A là sô'chính phương. Bản 
chất của phương pháp cũng là một hình thức đưa vê tích sô'. 

rê* Lời giải 3 . Liên hợp sau khi sử dụng Casio tìm được nhân tử chung của 
phương trình là 3x 2 - 2x - 28. 

(*) <=>(* + 6)(%/3x 2 -2x-3 - 5) = 3x 2 - 2x - 28 


<=> 


(A, f .)(3x ; -2.v-28)_„ ĩ 28o 

V3x 2 - 2x - 3 + 5 


3x 2 - 2x - 28 = 0 
x + 6 

. 43x 2 - 2x-3 + 5 


= 1 


3x 2 - 2x - 28 = 0 


<=> 


s[òjâ~-ĩx-3 = x + l 


và giải tương tự như cách 1. 


Nhân xét . Đối vói bài toán trên, tôi không tìm được lượng nhân tử chung bằng chức 
năng table của Casio. Khi đó ta sẽ tìm hai nghiệm và dựa vào định lý Viét để tìm ra 

nhân tử chung như sau: nhập 3X 2 + 3X 4- 2 - (X + 6)43X 2 - 2X - 3 và bấm shift 
solve -100 được nghiệm là x = -2,739848152, gán nghiệm này vào biến A, tức 
bâ'm Ans —> A, (Ans / shift / RCL / (-)). Tìm nghiệm thứ hai bằng cách nhập lại 


phương trình và bấm shift solve 100 ta được nghiệm X = 3.406514819, rồi cũng lưu 
nghiệm này vào biến B: Ans— (Ans/ shỉỷt Ị RCL/ °,,,). Khi đó ta tính tôhg, tích 


2 28 

của A và B được A + B = 0,6666666667 = 4 và AB = -—Ị- nên theo Viét thì A, B là 

3 3 

2 28 

2 nghiệm của X 2 -SX 4- p = 0, tức có nhân tử X 2 - -^x - hay 3x 2 - 2x - 28. 

w du 19. Giải phương trình: X 2 - 4x 4- (x - 3)\jx 2 - X - I -1 = 0 (*) 

Phân tích . Do biểu thức trong và ngoài dấu căn cùng là bậc hai, nên ta nghĩ đến việc 
phân tích biểu thức ngoài dấu căn theo biểu thức trong dấu căn, cụ thể ở đây tôi viết: 
X 2 —4x-l = (x 2 - x-l)-3x và xuất hiện thêm hạng tử có chứa 3x, nên sẽ phân 

tích: (x - 3)4 X 2 - X - 1 = x4x 2 - X -1 - 3\Ịx~ - X -1 và ghép hạng tử phù hợp sẽ xuất 
hiện nhân tử chung và đưa được vê phương tình tích sô'. Từ đó có lời giải 1. 
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1 •*„. „2 1 ^ ,, , 1 — sfB , x 1 + \ỊE 

Điêu kiện: X -X-1>0<^>X< — —hoặc X> ——— • 

2 2 

Lờ/ giải 1 . Tách ghép đưa về tích số. 


(*) <tộ. ị(x 2 - X -1) + x^Ịx 2 -x-1 - (3x + 3%/r^x^T) = 0 

<^> (%/x 2 - x-1) 2 + x\Ịx 2 — X — 1 - 3(x + a/x 2 - X -1) = 0 

<=> %/x 2 - X - l(Vx 2 - X -1 + x) - 3(x + a/x 2 - x-1) = 0 

\/x 2 - X - 1 = —X 


< Xvx 


- X -1 + x) • (%/x 2 — X — 1 - 3) = 0 


4? - X -1 =; 




-x>0 

-X -1 = 0 <=> 

X 2 - X -1 = 9 


X = -l 

1 ± VĨT • thỏa mãn điều kiện. 


X = - 


Kết luận: Phương trình đã cho có 3 nghiệm là X = -1, X = 


1- 


X = - 


1 + 


<•&» Lời giải 2 . Đặt ẩn phụ không hoàn toàn 

Đặt t = 44^-4-ĩ> 0, suy ra: f 2 =x 2 - x-l<=>x 2 =í 2 + X + 1. Khi đó: 
(*) <z>t 2 + x + l-4x + (x-3)i-l = 0 <^>f 2 +(x-3)i-3x = 0 (1) 

Xem (1) là phương trình bậc hai với ẩn là t và có biệt số: 

ị — —ỵ 

A f =(x-3) 2 + 12x = x 2 +6x + 9 = (x + 3) 2 , suy ra: • 


Với t = \Ịx 2 — X — 1 và giải ra cũng được kết quả như trên. 

Lời giải 3 . Ghép để liên hợp sau khi tìm nhân tử X 2 - X -10 bằng Casio. 

\Ịx 2 - X -1 - 3 


(*) (x - X -10) + (x - 3) 


= 0 


/ 2 „ 1 (x — 3 ).(x 2 — X — 10) 

<v>(x -X- 10) + -- , 7 v -- = 0 


\lx 2 - X - 1 + 3 


<=> 


X 2 - X - 10 = 0 

- 


X 2 -X -10 = 0 

. x-3 <=> 

t - <=> 

1+ ry=- 0 

V X 2 - X - 1 = -X 

V X - X -1 + 3 

_ 


1 + %/iĩ 


X = ■ 


X = -1 


Ví du 20. Giải phương trình: 2x - 6x +10 - 5.(x - 2)yx + 1=0 


(*) 


Phân tích . Khác với các thí dụ trên, biểu thức trong căn thức là bậc nhất và có dạng 
tôhg quát là ax 2 +bx + c = (dx + e).ựax + p. Khi đó sẽ phân tích biểu thức ngoài dấu 
căn theo biểu thức tích mang dấu căn bằng đông nhất thức, nghĩa là biểu diễn 
2x 2 - 6x +10 = m.(x - 2) 2 + n.(\Ịx + 1) 2 = mx 2 + (n - ấm).x + (n + ấm) và so sánh hệ 
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SÔ' trước X 2 , X và hệ sô'tự do được m = n = 2. Khi đó, ta có 2 hướng xử lý thường gặp 
là tách ghép đưa vê tích sốhoặc đặt 2 ẩn phụ đưa vê phương trình đẳng cấp, hoặc chia 
cho lượng dương để đưa vê phương trình bậc 2. 

Điều kiện: X> -1. Khi đó: (*) <=>2(x- 2f + 2{4x + ĩf -5(x-2)^/x+ĩ = 0 (1) 

Lời giải 1 . Tách ghép đưa về tích số. 


(1) <^> |~2(x - 2) 2 - (x - 2 )4x + ĩ\ + \2{4 x + Ĩ) 2 - 4(x - 2)4x + ĩ 
<=>(x-2) 2(x - 2) - yỊx +1 + 2sịx +1 %/x +1 — 2(x — 2) 

2(x - 2) - \fx + ĩ • |~(x - 2) - 2sfx + ĩ I = 0 <=> 


= 0 


= 0 




<=> 


\J X + 1 — 2(x — 2) 
2\Ịx +1 = X - 2 


jx>2 

[x +1 = 4(x 2 - 4x + 4) 
[x>2 

Ỉ4(x + l) = x 2 -4x + 4 


<=> 


j X > 2 

[4x 2 -17x4-15 = 0 
[x>2 

|x 2 -8x = 0 


<=> 


x = 3 
x = 8 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có 2 nghiệm X = 3, X = 8. 
Lời giải 2 . Đặt 2 ẩn phụ đưa về phương trình đẳng cấp. 

Đặt a = x-2, b = 4x + ĩ > 0. Do X = -1 là nghiệm nên b = \fx + ĩ > 0, thì: 

Yn-^n 


(1) <=> 2rt 2 4- 2b 2 - 5ab = 0 <=> 2 • 




-5' 




4- 2 = 0 <=> 


a = 2b 
2 a = b 


Thế vào và giải tương tự như trên cũng được nghiệm là X = 3, X = 8. 
'S- Lời giải 3 . Chia cho lượng dương đưa về phương trình bậc 2. 


Do X = -1 là nghiệm nên chia hai vế cho (\Ịx + 1) 2 > 0 thì: 


(1) <=> 2 ■ 


X-2Ì _ x-2 _ 0 x-2 

r—- -5• Ị=== 4-2 = 0 r== 

vx + l vx + l 


2 =2 hoặc x 2 


\fx + ĩ 


1 

2 


Giải tương tự như trên cũng được X = 3, X = 8. 

Lời giải 4 . Ghép bậc nhất ax + b với căn thức để nhân lượng liên hợp sau 
khi sử dụng Casio nhẩm được 2 nghiệm X = 3, X = 8. 


(*) <=> (x - 2)1 (x + 7) - 5 n/x+T 


4-x -11x4-24 = 0 


(x-2)(x -11x4-24) 2 n 

«• -- , . v - — --4-(x 2 - llx-l-24) = 0 


5yjx 4- 1 4- X 4- 7 


<^>(x 2 -11x4-24)- 


x-2 


V X + 1 ~h X ~h y 


4-1 


= 0 o 


X -11x4-24 = 0 
5%/x 4- 1 4-X4-7 = 2 — X 


Giải tương tự như trên, ta cũng được kết quả X = 3, X = 8. 
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II. Kỹ thuật nhân lượng liên hợp đê đưa vê tích sô 

Nhân lượng liên hợp là một hình thức trục căn thức bằng hằng đẳng thức 
để sau khi liên hợp xuất hiện nhân tử chung và kết thúc bằng việc giải phương 
trình tích số. Ta thường bắt gặp những loại cơ bản sau: 


Biểu thức 

Biểu thức nhân liên hợp 

Thu được 

%/Ã + \ /> 

sỊ~Ã + yõ 

A-B 

\ỊÃ ± sỊẼ 

\ /\ X /ỉ 

\Ị~Ã +/> 

A-B 2 

yfÃ±B 

x/Ẫ + # 

+ 

II CQ 

+1 

\ị 

A + B 

ịfÃ ĩ ±ịỊAB + yÍB ĩ 

sịÃ+B 

ịíÃ 7 t 1Ỉ\A : /ỉ' 

A + B 3 

tfÃ ĩ ±BZỊÃ + B 2 


rtr Phân tích bài toán và hướng tư duy đi đến lời giải (tương tự cho ĩịf(x)) 


Giả sử phương trình có dạng: 


x/7(^) - = 0 


xác định trên D. 


> Hướng 1 . Nếu lây f(x) - g(x) và phân tích biểu thức h(x) thành nhân tử 
mà có nhân tử chung với f(x) - g(x) thì ta tiến hành ghép hai căn thức lại 
với nhau và liên hợp. Chẳng hạn đề thi học sinh giỏi tỉnh Quảng Nam 2014 
có câu giải: V 3.V - 2 - yfx +1 = 2x 2 - X - 3, ta sẽ ghép: (3x - 2) - (x +1) = 2x - 3 
và phân tích 2x 2 - X - 3 = (2x - 3)(x +1) có nhân tử chung 2x - 3 nên sẽ tiến 
hành nhân lượng liên hợp. Trong trường hợp ghép /(x) - g(x) không xuất 
hiện nhân tử chung với h(x), ta sẽ tư duy sang một trong nhũng hướng sau: 

> Hướng 2 . Nếu chỉ nhẩm được một nghiệm X = x o —» ghép hằng số. 

Sử dụng máy tính bỏ túi, nhập: v /'(X ) - ^g(X) + h(X) và bấm shift solve, để 
tìm nghiệm X = X 0 . Để kiểm tra phương trình còn nghiệm hay không, ta sửa 

lại cấu trúc: ị^Ị/ịX) - s Ịg( X) + hị XỴ) : (X - x o ) và bấm shift solve, nếu máy 
tính báo Can't Solve thì chúng tỏ phương trình không còn nghiệm. Còn nếu 
phương trình có thêm một nghiệm nữa, ta sẽ chuyển sang hướng 3. 

Khi đã nhẩm được duy nhất một nghiệm x = x o thì ta sẽ ghép căn với hằng 

SỐ m, n để liên hợp và hai số này tìm bằng cách cho X = x o vào hai căn 
thức, với: m = ự/(x o ), n = ^g(x o ) (giá trị của căn thức tại X = x o ). Lúc này, sẽ 

ghép: Uf(x) - m] + [n- Jg(x)] + h(x) + m-n = 0 và liên hợp từng cụm sẽ 
xuất hiện nhân tử chung với h(x) + m — n. Chẳng hạn như đề thi Đại học 
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khối B năm 2010 có câu: sj3x + l - V 6 - -V + 3x 2 - 14x -8 = 0. Nếu ghép từng 
căn thức lại với nhau để liên hợp thì sẽ không xuất hiện nhân tử chung với 
biểu thức ngoài dấu căn. Ta sẽ sử dụng máy tính và dự đoán đuợc nghiệm 

là x = 5 nên sẽ ghép hai hằng số III - V 3.5 + 1 =4 dạng: (\'3.v I 1 4) và 

n = \Ịồ-5 = 1 dạng: (1 - - x) rồi liên hợp sẽ xuất hiện nhân tử X - 5. Biểu 

thức ngoài căn là: 3x 2 - 14x - 5 = (x - 5)(3x -1): cũng có nhân tử X - 5. 

> Hướng 3 : Nhẩm được hai nghiệm đẹp X = Xj, X = x 2 —> ghép ax + b. 


Để liên hợp triệt để, ta sẽ ghép căn vói biểu thức bậc nhất ax + b cho từng 
căn thức để liên họp. Hai số hằng số a, b của bậc nhất này tìm bằng cách 

; „ /—— _ ._ \Jf(x 1 )=ax 1 +b 

giải hệ: Đối vói căn 7/(x) ta sẽ giải hệ: ị : => a, b và sẽ làm 

[ự/(x 2 )=«x 2 +fc 

tưong tự vói căn thức Jg(x ). Thí dụ giải: 2v3x + 4 + 3\Ịỏx + 9 = X 2 + 6x +13. 


Do ta đã nhẩm được hai nghiệm: X = 0, X = -1 nên sẽ ghép bậc nhất ax + b 
cho từng căn và liên hợp. Cụ thể tìm ax + b để ghép vói căn \j3x + 4 bằng 


, , í v3.0 i 4 - i?.0 • b ịb = 2 „ , , r 1———- 

cách giải hệ: < _ =>1 nên ghép: 2 V3x + 4-(x + 2) 

[ > /3.(-l) + 4=fl.(-l) + 6 l« = 1 L 

và tưong tự đối vói Vsx + 9 sẽ tìm được lượng ghép: 3. r75x + 9 - (x + 3) 


/à” Xử lý sau khi nhân lượng liên hợp 

Mong muốn của việc nhân lượng liên họp là tạo ra phưong trình tích số 
dạng (x -x o ) ■ /(x) = 0 hoặc dạng («x 2 +bx + c)./(x) = 0. Một vướng mắc mà học 
sinh thưòng vấp phải là khi nào giải phưong trình /(x) = 0, khi nào đánh giá 
/(x) luôn dưong hoặc luôn âm và sử dụng phưong pháp nào để đánh giá ?! 

Để trả lời câu hỏi đó, ta cùng tham khảo một số ý tưởng sau: 

• Đối vói phưong trình /(x) = 0, ta nên kiểm tra xem còn nghiệm hay không 
bằng nhập f(x) vào máy tính và bấm shitt solve. Nếu phưong trình có 
nghiệm X Ể tập xác định hoặc vô nghiệm, thì khi đó ta tìm cách chúng 
minh vô nghiệm dựa vào các phưong pháp thông thưòng như sau: 

+ Tìm miền giá trị (tìm GTLN, GTNN của hàm /(x)), suy ra /(x) luôn 
dưong hoặc luôn âm trên tập xác định của bài toán. 

+ Sử dụng các đánh giá co bản hoặc bất đẳng thức cổ điển... 

• Đối vói phưong trình /(x) = 0 còn nghiệm, thưòng giải bằng phưong pháp: 

+ Đưa về phưong trình vô tỷ (V /1 = B, yJÃ = v />,...) nếu /(x) = 0 đon giản. 
+ Kết hợp đề bài tạo hệ tạm (đề dạng sfÃ + v/ĩ = k ) và giải hệ này tìm X. 

+ Kết hợp vói các phưong pháp khác để giải (đặt ẩn phụ, hàm số,...). 
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1. Liên hợp với phương trình có nghiệm hữu tỷ hoặc dễ xác định nhân tử. 
★ Nhóm I : Ghép hai căn thức đê liên hợp và phân tích biểu thức còn lại 


Ví Au 21. Giải phương trình: ^3x-2 - \Ịx + l = 2x 2 - X - 3 (*) 

Học sinh giỏi tỉnh Quảng Nam năm 2014 


^ Lời giải . Điều kiện: X > ^ • 


^ ^ ( v3a- - y.v • 1)(\3-V 2 + yỊx + 1) _ 2 x 2 _ r _ 3 


<=> ■ 


2x-3 


:-2 + sỊx +1 


: — 2 4- 'sị X 4-1 

-(2x-3)(x + l) = 0 


<=> (2x — 3) • 


: — 2 4- X 41 


— (x +1) 


= 0 <=> 


3 

x = -~ 

2 


: — 2 4- \Ịx 41 


Ta có: Vx > \ thì f(x) = x + l>ị + l = ^->l 
3 3 3 


= x + l (1) 


( 2 ) 


Xét hàm SỐ g(x) = \Ỉ3x - 2 + \fx + ĩ có: g'(x) = ú - + / >0, Vx > ^ 

2s]3x-2 2 \Ịx + 1 3 

r o A 1 1 


Do đó hàm SỐ g(x) đồng biến trên 


2 . 

— ;+co 

3 


nghịch biến trên 


2 . 

— ;+00 

3 


max 

[H 


=h 


f 2> 

v3y 


nên hịx) = —— = . — 

V 3x-2 + Vx + l 

<1 hay /z(x)<l (3) 


Từ (1), (2), (3), suy ra phương trình f(x) = hự) vô nghiệm hay (1) vô nghiệm. 
Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 3/2. 

Bình luân . Sau khi liên hợp, để xử lý f(x) trong (2x-3).f(x) = 0 tôi đã nhập vào 


máy tính Casio . —-- - (X +1) và bấm shift calc, thây Casio hiển thị canh 

v3X - 2 í n/X ! 1 

solve. Chứng tỏ rằng phương trình này vô nghiệm nên tìm cách chứng minh bằng 
cách tìm mỉên giá trị của hai hàm f(x) và g(x) như trên. Hiển nhiên 2 hàm này 
không có chung mỉên giá trị nên sẽ vô nghiệm, phù hợp với dự đoán bằng Casio. Câu 
hỏi đặt ra là khi nào sử dụng hàm sô'để đánh giá phương trình vô nghiệm ?!! 

—> Khi tính đạo hàm f'(x) dễ dàng hoặc tách ra dạng g{x) = h(x) mà việc tìm mỉên 
giá trị của hai hàm không mấy khó khăn thì ta nên sử dụng phương pháp hàm sô ■ _ 

Ví du 22. Giải phương trình: \fx~+ĩ +1 = 4x 2 + V3x (*) 

Đề thi thử Đại học khối D năm 2013 - THPT Lê Xoay - Vĩnh Phúc 
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Phân tích . Khi ghép hiệu hai biểu thức trong căn 3x-(x + l) = 2x-ĩ và biểu thức 
4x 2 -1 = (2x - l)(2x +1) thì thấy có nhân tử chung, do đó tiến hành ghép 2 căn thức 

lại với nhau đểliên hợp theo hằng đẳng thức: sỊÃ-\Ịb = Í2 ỈẴ. — 'Ịb)(4a^+ 4Ẽ) _ 

\Ịa + \Ịb 

_ T V? • ?. ? T^vVs 1 • ^ 


<&> Lời giải . Điều kiện: X > 0. 


(*) <^>(4x 2 -1) + (n/3x - Vx+~ĩ) = 0 (2x-l)(2x +1) + ì= = 0 

v3x I V -V i 1 


<=>(2x-l)- 2x + l + 


1 ì 1 

— , =0o2x-l = 0ox = ^~- 

'X + V X + 1 J 2 


Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x = 2 


Ví du 23. Giải phương trình: 3.(2 + \Ịx-2) = 2x + \Ịx + 6 (*) 

Rọc Viện Kỹ Thuật Quân Sự 


Phần tích . Rút gọn được (*) <=> 2.(3 - x) = %/xTó - 3\jx - 2 = yjx + 6 - \/9x -18 và 
ghép (x + 6)-(9x-18) = -8x + 24 = 8.(3-x) sẽ có nhân tử 3-x với vế trái nên sẽ 
ghép 2 căn thức lại với nhau đểliên hợp và có lời giải sau: 

íx-2>0 

Lời giải. Điều kiên: ị <=> X > 2. Khi đó: 

ở [x + 6>0 

(*)<=>2.(3-*) = >/s+ 6->/9s-18 ^2.(3-x)= - 


X + b + \ yx -- 


f 4 > X = 3 (TM) 

»(3-x)- 1- 7 -- ■=-!= = =0 <=> '-— 

V vx • 6 ! v9x 18 ) _vx • 6 • v9x 18-4 (1) 

(1) lOx -12 + 2Ậx + 6)(9x -18) = 16 \9x’ + 36x +108 = 14 - 5x 


v ^14 
<^1 5 


v ^14 

5 


9x 2 + 36x +108 = (14 - 5x) 2 16x 2 - 176x + 304 = 0 




Kết luận: So với điều kiện, phương trình có 2 nghiệm là X = 3, X = 


II-3V5 


Ví du 24. Giải phương trình: \f2x 2 + X + 9 + \/ 2x 2 - X + 1 = X + 4 (*) 


p/uh? líc/t . Do &z'ể« thức trong hai căn thức luôn dương nên vếtrái là tôhg của các số 
dương. Đểphưcmg trình có nghiệm thì vếphải cũng phải luôn dương, tức đỉêu kiện là 
x + 4>0<=>x>-4 và đây được gọi là điêu kiện kéo theo mà ta hay thường bỏ sót. 
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Nhận thấy: (2x 2 +x + 9)-(2x 2 -x + l) = 2(x + 4) nên ta sẽ ghép hai căn thức lại với 
nhau để liên hợp sẽ có cùng nhân tử X + 4 với vếphải và có lời giải sau: 

Lời giải . Điều kiện: X + 4>0<=>X>^1. 

^ (\ 2x ’ ; X • 9 I V 2x - X ; 1) (v2x ! X t 9 V 2r X • 1) 

^2x 2 + X + 9 - ^2x 2 - X +1 =x + 

(do: s/ĩx 2 +X + 9 'Ịĩx 2 -x + 1 <=> 2x ^ -8 <Í5> X =É -4, Vx > -4) 

2(x + 4) — „ /I . ì r >^ 2 _L V I Q . /0^2 V I 1 —0 /"I \ 


= x + 4<=> v2x +X + 9 - v2x -x + 1 =2 (1) 


/2x 2 + X + 9 - V 2x 2 - X + 1 


Kết hợp (1) với (* *), được hệ phưcmg trình: 


J2x 2 + x + 9-y2x 2 -x + l = 2 


J2x 2 + X + 9 + 42x 2 -x+l=x+4 


Cộng lại vế theo vế, suy ra: 2y 2x 2 + x + 9= x + 6<=> 4(2x 2 + X + 9) = (x + 6) 2 

8 

<=> 7x 2 - 8x = 0 <=> X = 0 hoặc X = ^: thỏa mãn điều kiện. 


Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phương trình là X = 0, x = y 

Bình luân . Nếu không tìm chính xác đỉêu kiện thì vô tình nhận thêm nghiệm X = -4, 
mà nghiệm này không thỏa phương trình. Ngoài ra, khi liên hợp thu được phương 
trình f(x) = 0 và kết hợp với đê bài được hệ phương trình, tôi gọi đây là phương pháp 
đưa vê hệ tạm để giải phương trình vô tỷ. Vẩn đê đặt ra là khi nào ta sử dụng hệ tạm 
sau khi liên hợp?! —> Thường thì đê bài có dạng ^Ịf(x) - ^g(x) =ax + b. 

Một điêu can lưu ý nữa là khi nhân thêm dạng ự/(x) - ^Ịg(x), (hay ax + b±4m) 
ta cân xét lượng này có khác 0 hay chưa hoặc đối với bất phương trình thì xét xem nó 
dương hay âm đểkhi nhân cân đổi dấu của bất phương trình thích hợp (nhân âm đổi 
dấu, nhân dương không đổi dấu). Còn nếu không biết cân chia ra hai trường hợp. 


Ví du 25. Giải phương trình: VX 2 - 9x + 24 - \Ị6x 2 - 59x +149 = 5 - X (*) 


Phân tích . Nhận thấy (6x 2 - 59x +149) - (x 2 - 9x + 24) = 5x 2 - 50 +125 = 5(x - 5) 2 
sẽ có nhân tử chung X - 5 nên sẽ ghép 2 căn thức lại với nhau đểliên hợp. 

Lời giải . Tập xác định: D = M, 

(*) <=> \Ịèx 2 - 59x +149 - n/x 2 -9x + 24 = X - 5 

5.(x-5) 2 .. r 

<=> — ■ =x-5 

\ 6x' - 59x +149 + Jx 2 - 9x + 24 


<=>(x-5)- 


5.(x-5) 


/6x 2 - 59x +149 + 4x 2 - 9x + 24 


- 1=0 
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<=> X = 5 hoặc V6x 2 - 59X +149 +\Ịx 2 -9x + 24 = 5.(x - 5) (1) 

. .. \4x 2 -9x + 24 -sỊốx 2 -59x + 149 =5-x (2) 

Kết hợp (*), (1), có hệ: < ____ ____ Ỵ~' 

k/6x 2 -59x + 149 + ựx 2 -9x + 24 = 5.(x-5) ( 3 ) 


Kết hợp (*), (1), có hệ: ị -. _ 

[vỏx 2 - 59x +149 + vx : 

Lấy (2) + (3), suy ra: %/x 2 - 9x + 24 = 2x -10 <=> 


3x -31x + 76 = 0 


r - . . JL y 

Kêt luận: Phương trình đã cho có 2 nghiệm là X = 5, X = ■ 


Ví du 26. Giải phương trình: yx 2 -x-l + x 2 + 2 = y2x - 3 + 3x 


Phân tích . Nhận thấy (x 2 - X -1) - (2x - 3) = X 2 - 3x + 2 nên sẽ ghép hai căn này lại 


iểliênhựp: I 


(Ụa 2 + Ụab + v/1’: 


ịĩÃ 2 + ểÃẼ+W'. 


3/ A 2 . 3/Td , 3/ D 2 


+ ỤAB + 


sẽ xuất hiện nhân tử chung X 2 - 3x + 2, từ đó có lời giải sau: 

Lời giải . Tập xác định: D = M. Đặt a = %Jx 2 -X- 1; b = v'2x 3 

(*) <=> (sỊx 2 -x-l - v2x 3) + (x 2 -3x + 2) = 0 

X — 3x + 2 . 2 o T \ _ r> 

'w‘ — f - . r - ,, + (x — 3x -t- 2) — 0 

ự(x 2 - X -1) 2 + y(x 2 - X - l)(2x - 3) + ự(2x - 3) 2 

f 1 "1 f x = i 

<=> (x 2 -3x + 2)• ——-— +1 =0<=>x 2 -3x + 2 = 0<^> ' _ 

{a 2 +ab + b 2 ) |_x = 2 

Nhân xét . Trong phép nhân liên hợp của căn bậc ba, để đơn giản bài toán, ta nên 

đặt a = \fÃ, b = sfẼ. Nguyên nhân của việc đặt này là dựa vào hằng đẳng thức 

7 ( bỴ 3 b 2 

quen thuộc: (a±b).(a 2 + ab + b 2 ) = a 3 ±b 3 mà lượng: a 2 +ab + b 2 = a + 2. + ——>0- 

2 1 1 




Ví du 27. Giải phương trình: %Jx + 2 + \lx + 



/&<• Lời giải . Tập xác định: D = M. 

(*) <Í5> (ỉịĩ^-ĩỊx + ĩ) + (v2x’ +1 - ‘ìỊĩc + 2) = 0 (1) 

Đặt a = %j2x 2 , b = \fxTl, m = ^/2x 2 + ĩ, n = sfx + 2. Khi đó: 


/IX.. 2x 2 -x-l . 2 x 2 -x-1 _ 

(!) «■ 4 - - , , 2 + -0 ; -£ - 4 = 0 

a +ab + b m + mn + n 
(2x 2 - X - 1) • 1 —— + 


= 0 <=> X = 1 hoặc X = -2- • 
2 


V a 2 + ab + b 2 m 2 + mn + n 2 ) 

Kết luận: Phương trình đã cho có hai nghiệm là X = -0,5 và X = 1. 
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Ví du 28. Giải phương trình: 


X 2 + Vx 2 + 4x + 3) = 2x (* *) 


Nhân xét . Mục đích CUỐI cùng của nhân lượng liên hợp là xác định lượng nhân tử 
chung để đưa được vê phương trình tích số. Nhưng trong một số trường hợp, ta liên 
hợp để độc lập đi biến X nhằm chuyển bài toán từ tình thế phức tạp, sang tình thế đơn 
giản hơn. Cụ thể đối vói bài này, thấy (x + 3) - (x +1) = 2 đã độc lập được biến X nên 

sẽ liên hợp, tức nhân hai vếcho V X i 3 + \Ịx + l * 0 và có lời giải sau: 

Lời giải . Điều kiện: x>0 ?! 

(*) <=> X 2 + x (x I l)(x • 3) = x.(%/x + 3 + sỊx + l) 

<=>(x 2 -X\Ịx + 3)+ Ậx + l)(x + 3) - XyỊx + 1 =0 

<=> x(x - yjx + 3) + \Ịx + ĩ(\/x + 3 - x) = 0 <=> (x - Vx + 3 )(x - Vx+Ĩ) = 0 


(thỏa mãn điều kiện). 


/x + 3 =x 1 • v5 , v 1 • V 

,_ <=>x = ——— hoặc X = — —2 

fc+ĩ = x 2 2 


Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phương trình là X = X = ^ 


Ví du 29. Giải: (Vx 2 + X + 1 + ^4x 2 +x + 1).(a/5x 2 +1 -sỊlx 2 +l) = 3x 2 (*) 


Phân tích . Nhận thấy (5x 2 +1) - (2x 2 +1) = 3x 2 có nhân tử chung với vếphải nên ta 
tiến hành liên hợp và có lời giải sau: 

Lời giải . Tập xác định: D = R. 

• Nhận thấy X = 0 là một nghiệm của phương trình. 

_ Vx 2 +X + 1+ y4x 2 +X + 1 _ 2 n. 2 
y5x 2 ! 1 I \2.v +1 

Cí> \Ịểx 2 +X + 1 + \Ịx 2 + X +1 = ^5x 2 +1 + \Ịlx 2 +1 (1) 

Do X * 0 thì Jx 2 + X + 1 ^ \jểx 2 + X +1 và y/ỏx 2 +1 * yỊlx 2 +1 nên: 


(!)»■ 


/4x + X +1— \ X + X +1 


5x 2 +1 - V2x 2 4-: 


/4x + X +1 — vx + X + 1 


5x 2 ì 1 - \ 2.V ’ +: 


c?> v4x 2 + X + 1 - yx 2 + X + 1 = v5x 2 + 1 - \J2x 2 +' 


Kết hợp (1), (2), suy ra: 


/4x 2 + X +1 + sjx 2 + X +1 = y5x 2 +1 + V2x 2 + 1 (3) 
Ì4x 2 + X + 1 - Jx 2 + X + 1 = J5x 2 + 1 - yllx 2 + 1 (4) 


Lây(3) + (4) =>%/4x 2 + X +1 = ^5x 2 +1 <=>x 2 -x = 0<=>x = 0 (loại) hoặc X = 1 (TM) 
Kết luận: Phương trình đã cho có hai nghiệm X = 0, X = 1. 
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Ví du 30. Giải phương trình: sỊx +1 - IsỊÃ-x = Ệẩẫ = 

' ,n«2 , 10 


Đ'ê thi thử Đại học 2013 - THPT Chuyên Nguyễn Trãi-Hải Duong 


Phân tích . Có \X I 1 2\4 .Ỹ ^/x-i-ĩ -\16 4.V và (x + l)-(16-4x) = 5.(x-3) 
nên sẽ ghép 2 căn thức với nhau đểliên hợp và có lời giải sau: 

Lời giải . Điều kiện: -T < X < 4. 

(*) <Í5> \ịlx 2 +18.(%/xTT- Vl6-4x) = 5.(x - 3) 

_ 5.(x-3)>/2x 2 +18 , [x = 3: TMĐK 

<=> , 7 — =5.(x-3)<=> —~ ,-- —— 

V-V • 1 ! V16 4x _v2x 18 ựx • 1 • \/l6-4x (1) 

(1) <tí> 2x 2 + 3x +1 = TẬx +1)(4 - x) <tí> 4\/-x 2 + 3x + 4 = 2x 2 + 3x +1 (2) 

3 

Nhân xét . Sử dụng Casio dò được 2 nghiệm của phương trình là X = -1, X = /íflj/ 

luôn có nhân tử (x + l).(2x - 3) = 2x 2 - X - 3, nên ta có ba hướng xử lý như sau: 

Hướng 1 . Xem đây là dạng \[Ã = B và bình phương được phương trình bậc 
bốn, lúc đó sẽ chia Hoócner khi biết trước 2 nghiệm. 


( 2 ) <=> 


2x + 3x +1 > 0 

4x 4 + 12x 3 + 29x 2 - 42x - 63 = 0 


X<-1 V X > — _ 

<=H 2 


(x + l)(2x - 3)(2x 2 - 7x + 21) = 0 


<=> X = -1 hoặc X = —: thỏa mãn điều kiện. 

2 

Hướng 2 . Tách ghép và liên hợp dựa vào nhân tử 2x 2 - X - 3. 

(2) <=> (2x 2 -X-3) + 4. (x +1)- \Ị-x 2 + 3x + 4 =0 (3) 

Xét X +1 + yỊ-x 1 + 3x + 4 = 0 <=> X = -1 và thế vào (3) thây X = -1 là một 
nghiệm của phương trình (3). 

Xét X + 1 + \J .r’ + 3x + 4 0 <=> X -1, tức X e (-1;4]. Khi đó: 


(3) <=> (2x 2 - X - 3) + - 


4.(2x 2 -x-3) 

X 4- 1 4- \/—X 4- 3x 4- 4 


x = -l 


(2x 2 -X- 3) • 1H- . — =0o 2 x 2 -X- 3 = 0 3 • 

^ X 4-14- y—x + 3x + 4 y ^ — ~2. 

> 0,v X e (—1;4]. 

Hướng 3 . Đưa về tổng các số không âm hoặc dạng a" = b" với dấu hiệu là có 
hằng SỐ chẵn trước căn thức. 

(2) <^> 4 + 2.2.\/— X + 3x + 4 4- (— X 4- 3x + 4) = X + 6x + 9 
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<=>(2 + V-x 2 + 3x + 4) 2 = (x + 3) 2 <=> 


2 + y — X + 3x + 4 — X + 3 
2 4- a/ — X 4- 3x 4- 4 = —X — 3 


's/ —X 4- 3x + 4 — X 4 " 2 3 

<=> ,- oj: = -1 V x = 

y-x 2 +3x + 4+ x + 5 = 0:VZV 0 Vxe[-1; 4 ] 2 


w du 31. Giải phương trình: \Ịĩx + 4 -2\ 2 .V = 


6x-4 


p/uhĩ hc/t . Nhận thấy (2x - 4) - (8 - 4x) = 6x-4 có nhân tử chung với vế phải nên 
ta sẽ tiến hành ghép 2 căn thức với nhau đểliên hợp và có lời giải sau: 

Lời giải . Điều kiện: -2 < X < 2. 

(*) < > yx ; ' i 4.(v2x ‘ 4 \8 4x)-6x 4<> x = 6x-4 


iX + 4 + vỡ — 4x 


<^>(6x-4) 


^ x = ị 

:-l =00 3 


2x + 4 + V 8 - 4x 


2x + 4 + - 


ì - 4x = \Ịx 2 + 4 (1) 


(l)^>-2x + 12 + 2J(2x + 4)(8-4x) =x 2 +4<^>4V8-2x 2 =x 2 +2x-8 


-2 < X < 2 
<^ịx <-4 V X > 2 

/(x) = X 4 + 4x 3 + 20x 2 - 32x - 64 = 0 


x = 2 

<=> 1 X = 2. 

1 /( 2 ) = 0 


Kết luận: Phương trình đã cho có 2 nghiệm là X = / , X = 2. 

Nhân xét . Qua những ví dụ từ 20 đêh 31, nhận thấy rằng nếu ghép hiệu hai biểu thức 
trong căn thức lại với nhau mà có nhân tử chung với biểu thức bên ngoài căn. Khi đó 
hướng xử lý là ghép các căn tương ứng và liên hợp theo hằng đẳng thức. Sau đây ta sẽ 
tìm hiểu hướng giải quyết đối với phương trình có nghiệm duy nhất. 

★ Nhóm H : Sử dụng Casio, tìm nghiệm duy nhất X = x o —> ghép hằng số. 


Ví du 32. Giải phương trình: /3x +1 - \ 6 X + 3x 2 - 14x -8 = 0 (* *) 

Đại học khôi B năm 2010 

Phân tích . Khi ghép hiệu của hai biểu thức trong căn với nhau thì sẽ không có nhân 
tử chung với biểu thức bên ngoài căn. Khi đó sử dụng Casio để dự đoán nghiệm của 
phương trình bằng cách nhập: sj3X + ĩ - V 6 - X + 3X 2 - 14X - 8 và bấm shift solve 2 
= (2 số nguyên trong khoảng điêu kiện) thì cho ta nghiệm X = 5. Để kiểm tra còn 
nghiệm hay không ta sửa lại cấu trúc (v3X + 1 - \ 6 X + 3X 2 - 14X - 8): (X - 5) và 
tiếp shift solve 2 = thì cho kết quả Can't solve, chứng tỏ phương trình đã hết nghiệm. 
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Phân tích . Sử dụng chức năng shift solve của Casio, thấy x = 2 là nghiệm duy nhất 
của phương trình nên sẽ ghép căn thức với hằng số: ( V 3x + 3 - m), (V5 - 2x - ri) với 
m, n xác định m = \Ị3x + 3 = \Ỉ3.2 •• 3 =3, n = \Ỉ5-2x = \Ị5-2.2 = 1 và có lời giải: 


sằ* Lời giải . Điều kiện: 


= y3.2 + 3=3, n = v5 — 
3x + 3 > 0 _ 5 

' „ <=> -1 < X < ^- • 

5-2x>0 2 


(*)^>(ự3x + 3-3) + (l-V5-2x)-x 3 +3x 2 +10x-24 = 0 

3(x - 2) 2(x - 2) 2 . 

< > - = (x - 2)(x - X -12) = 0 

v3x + 3 + 3 1 +v5-2x 


<=>(x-2)- 


===== -+ _ -(x 2 - x-12) =0 

3x + 3 + 3 V 5 — 2x +1 


3 2 

OX = 2 hoặc — F ^—- + '— = X 2 -X- 12 (1) 

v3x + 3 + 3 \|5 - 2x +1 


Xét hàm SỐ f(x) = X -X-12 trên đoạn -1;^ có f'(x) = 2x-l = 0<=>x = M 

33 /1) 49 

Mà /(-1) = -10,/ ệ =~,f ịr =--M' Suy ra: max/(x) =-10. 

z z z _1-Z 


26 









khangvietbook.com.vn - ĐT: (08) 3910 3821 


Do đó: VP =f(x)<- 10, mà VT = —= —=—+ 2 —>0, Vxe -1;^ , 

u V 3x + 3+3 sl5-2x+l L 2 . 

nên phương trình (1) vô nghiệm. 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 2. 


+ 6x 3 -7x 2 -3 = 0 (*) 


Phân tích . Sử dụng Casio, nhận thấy phương trình có nghiệm duy nhất X = 1 nên sẽ 

ghép hằng sốđểliên hợp và những hằng số này là giá trị của các căn thức tại vị trí 

X = 1, tương ứng và có lời giải sau: 

Í2x-1>0; 3x + l>0 1 

<•&» Lời giải. Điêu kiên: ỉ <=> X > - • 

[3x 2 -4x + 2 > 0 2 

(*) <=> (a/3x 2 - 4x + 2 -1) + (-v/3x +1 - 2) + (%/2x -1 -1) + 6x 3 - 7x 2 +1 = 0 
3 x 2 -4x + 1 3x-3 2x-2 . 3 _ 2 „ 

y3x 2 -4x + 2 + 1 v3x + l + 2 \ 2.v í 1 ! 1 

« ỊỊ=S^Ị>- + 

\ 3x 2 — 4x + 2+1 y3x + 1+2. ylx + 1 + 1 

. ,v í 3x-l .3.2. . , . , n 

<>(x 1)- . - —+ , -+ . — + 6x +6x-l =0 

W3x 2 -4x + 2 +1 V 3x i 1 i 2 v2x + l + l , 


3x -1 | 3 | 2 

/3x 2 — 4x + 2 + 1 sỉ 3x + 1 + 2 s/ĩx + 1+1 


+ 6x 2 + 6x -1 = 0 (1) 


Xét hàm SỐ /(x) = 6x + 6x -1 trên ^; +CO 1 có f'(t) = 12x + 6 > 0, Vx > ^ • 

^ r1 ^ 7 

Do đó hàm SỐ /(x) luôn đồng biến trên 2-;+co , suy ra: /(x) > / 2. = . 

\_2 yl v^y 2 

,,, , . 3x-l 3 2 1 

Mà ^ = L , == + T >°' Vx -o 

V 3x 4x -2-1 V 3x • 1 • 2 ự2x + l + l 2 


Do đó VT (1) = /(x) + y(x) > 0, suy ra phương trình (1) vô nghiệm. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 


Ví du 35. Giải phương trình: yx 2 +: 



Phân tích . Sử dụng Casio nhận thây phương trình có nghiệm duy nhất X = 1, do đó sẽ 
ghép hằng sô' đế liên hợp như các ví dụ trên. Để ý: (*) <=> \Jx 2 +15 - sỊx 2 + 8 = 3x - 2 

và có sịx 2 +15 -%/x 2 + 8 >0, Vx nên để(*) có nghiệm thì 3x-2>0. Việc tìm điêu 
kiện chính xác như thếnày sẽ làm cho việc đánh giá sau khi liên hợp dễ dàng. 
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Điều kiện: X > — • 

3 

Lời giải 1 . Sử dụng liên hợp. 

(* *) <=> yỊx 2 +15 - 4 = Vx 2 + 8 - 3 + 3x - 3 <=> ỵ2 ~ 1 -= ~ 1 +3(x-l) 

vx 2 +15+4 vx 2 +8+3 


(x — 1) ' 


Jx 2 +15+4 y X 2 +8+3 


-3=0 


x + 1 x + 1 

<=>x = l hoặc - - - -= 3 

Jx 2 +15 + 4 ýx’ i 8 I 3 


VT m =(x + l) 


= (x +1) • - 


. X ’ I 8 vx ; ' • 15 1 


Wx 2 +15+4 4x r +8+3j (\Ịx 2 + 15 + ấ)(\Ịx 2 +8+3) 

2 í X +1 > 0 ^ 

Mà vói X > ^, suy ra: j Ị— - r— - nên VT <0<3 = VP. 


Mà với X > suy ra: i r- - r—- nên VT m < 0 < 3 = VP h . 

3 y Ịự^78_ự77Ĩ5-l<0 (1) (1) 

Do đó phuong trình (1) vô nghiệm. 

Kết luận: Phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 

/ã” Lời giải 2 . Phuung pháp hàm số. Có: (*) <=> yx 2 +15 - \Ịx 2 +8 - 3x + 2 = 0 


Xét hàm SỐ /(x) = yx 2 +15 - yx 2 + 8 - 3x + 2 vói X > ^ có: 

3 


/'(*)=- 


X 2 +15 yx 2 + < 


_ .. vx 2 +8 - vx 2 +15 _ - w _. 2 

: 3 — X. -3<0,Vx>^- 

J(x 2 +8)(x 2 +15) 3 


Do đó /(x) nghịch biến trên Ị^;+ooJ và có /(1) = 0, nên X = 1 là nghiệm 
duy nhất của phuong trình đã cho. 


Ví 36. Giải phuong trình: yịx-9 + 2x 2 + 3x = V5.V 1 +1 (*) 

Học sinh giỏi Tp. Hà Nội 2013 


Phân tích . Sử dụng Casio, nhận thấy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 
Do đó ta sẽ ghép hằng sô' để liên hợp và có lời giải 1 như sau: 

Điều kiện: 5x-l>0<=>x>ị- 

5 

Lời giải 1 . Nhân luọng liên hợp thông thuòng. 

(*) <=> (ỷ/x - 9 + 2) + (2 - ^5x -1) + 2x 2 + 3x - 5 = 0 
x-1 5(x -1) 

<-> - , - 22 — + (x - l)(2x + 5) = 0 

(n/x 9)’ 2yx 9 ! 4 V5x 1 • 2 
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<=> (x — 1) 1 — - ;—— - + 2x + 5 = 0»X = 1:TMĐK. 

(Ụx-9 -l ) 2 +3 V 5x -1 + 2 

1 5 _ 5 2 _ _ 1 

Do , — - ;—— - + 2x + 5>-^ + ^ + 5>0, Vx>^- 

(\jx-9 -l ) 2 +3 v5x -1+2 2 5 5 

Nhân xét . Khi phương trình vô tỷ có nghiệm duy nhất, ta ghép thêm hằng sô'để liên 
hợp tạo ra (x-x o ).f(x) với f(x) luôn dương mà dễ nhìn nhận thì bài toán được giải 

quyết nhanh chóng. Đôi với loại ghép hằng sô'này, đểkhắc phục việc đánh giá phức 
tạp f(x) sau liên hợp, ta có thể sử dụng phiỉơng phấp truy ngiỉợc dâu nhằm đảm bảo 
f(x) luôn dương đôi với phương trình có nghiệm duy nhất như sau: 

• Bước 1. Chuyển vếsao cho hệ sốbậc cao nhất của đa thức là dương 

(*) <=> \fx-9 - sỊEx-ĩ + 2x 2 + 3x -1 = 0 

• Bước 2. Xác định biểu thức ngược dấu (dấu X bị âm dạng -ax khi bỏ căn): Ghép 

-■ /-- 1 

và liên hợp cụm: \X 9 ! 2 - (.V 1) • — , —, hiển nhiên cụm 

(\ -V — 9) - 2v.v 9 ! 4 

1 ^ _ 

—== — 2 — - luôn dương nên không thay đối thứ tự. Còn đối với cụm: 

ạĩ^9f- 2^9+4 

2 - \ỊSx -1 =——^—===== = (x — 1 )- 7 —-, bị ngược dấu nên sẽ truy ngược lại 

2 ! \5x 1 2 ! \5x 1 

(đôĩ (m - \ /ì) thành \fÃ(\fÃ-m)), tức: 'J5x-l-(yị5x-l-2) = ^ 1 J_ 

SÍ5X-1 + 2 

với cụm vừa thu được luôn dương. Khi đó sf5x-ĩ(\j5x-ĩ-2) = 5x-l-2\f5x-ĩ 

xuất hiện thêm số 2 trước \Ị5x-ĩ nên sẽ nhân hai vế cho 2 và có lời giải 2 như sau: 

Lời giải 2 . Ta có: (*)< >2\.x-9 -2\ỊEx -1 + 4x 2 +6x-2=0 

<^>2ịĩjx-9 +2) + ^5x-l('j5x-l -2) + 4x 2 + x-5 = 0 

x-l 5 (x-1)\Ị5x-1 

-+ - , = - + (x- l)(4x + 5) = 0 

(ĩỊx-9) 2 ~2 ỉỊÕc-9 +4 ự5x-l+2 

»(x-l)- - — - + -ịỄẫ^— + (4x + 5) =0»X-1 = 0»X = 1. 

(vx 9 1)' i 3 V5-V 1 i 2 

Ví du 37. Giải phương trình: sfx-2 + sỊế-x + \ 2 .V 5 = 2 x 2 -5x (*) 

Đề nghị Olympic 30/04/2013 - Chuyên Nguyễn Thị Minh Khai - Sóc Trăng 

-vv 5 

Điều kiện: — < X < 4. 

2 

Phân tích và lời giải 1 . (Liên hợp thông thường): Sử dụng Casio, tìm được X = 3 
là nghiệm duy nhất của phương trình, nên sẽ ghép thêm hằng sô' với căn thức dạng: 
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(\Jx-2 - m), (-v/4 -X-ri), (y2x -5 -p) để liên hợp với m, n, p là giá trị của các 
căn thức tương ứng tại x = 3, tức 

m = \Ịx-2 =1, n = yjể-x = 1, p = \Ì2x-5 = 1. 

(*) <=> (yỊx - 2 -1) + (\/4 - X -1) + (\/2x - 5 -1) = 2x 2 - 5x - 3 

2(x - 3) 




x-3 3-x 

\Ị X — 2 + 1 yj4 — X + 1 

r 1 


<^>(x-3) 
x = 3 


r-5+1 
1 2 


■ = (x-3)(2x + l) 


<=> 


7 —7 — / ■ —7 + u —7 “ (2* +1) 

— 2 + 1 >/4 — X +1 y2x — 5 + 1 

1 2 „ „ 1 
-j==^- + 1 -——— — = 2x +1 + —== 

V A' 2 ỉ 1 y2x -5 + 1 V 4 

(1) vô nghiệm do Vx e 


= 0 


(1) 


i* 


có ị 


1 2 

-<- + - = 3 


s/4 - X + 1 

VT = ———-+ 

(1) ^2 + 1 

=2x + l + -=L—>2x + l>2.ị + l = 6 

(1) VT7+1 2 


-5 + 1 1 1 


Kết luận: So với điều kiện, phưong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 3. 

Phân tích và lời giải 2 . (Truy ngược dấu): Sau khi chuyển vê'sao cho hệ sô' đa 
thức luôn dương thì (*) <=>2x 2 -5x- \Jx-2 - ^4-x- y2x-5 =0 nếu ghép và liên 


hợp bình thường thì (1 - \/x - 2) = 


3-x 


(a), ạ-4ĩ^~x) = 


x-3 


Ị \”}r V ^ ưv f — , ( b ) va 

1 + yx — 2 1 + y4 — X 

(1 -yj2x-5) = ỉù= ( c ) f/zát/ Ỉ7ÍỔ/ (a), (c) Ỉ7Í ngược dâu so với biểu thức 

1 + y2x — 5 

(b) do đó ta sẽ truy ngược lại theo dạng m - 4Ã = sfÃ(\ỊÃ - m) và có lời giải 2. 

(*) <=> 2x 2 - 5x - y/x-2 - \Ịa X - yjlx - 5 = 0 

<v>4x- 2(\/x - 2 -1) + (1 - -v/4 - x) + yị2x -5(\j2x -5 -1) + 2x 2 - 8x + 6 = 0 
(x- 3)\[x-2 ^ x-3 | 2(x 3)\ 2x - 5 

ựx-2+1 l + ^/4^ 

\Ịx-2 


<=> ■ 


: + 


5+1 


- + 2(x-3)(x-l) = 0 


<=>(x-3)' 
X = 3 


n/x-2 . 1 

- 1 -—= 

ựx-2+1 1 i v4 . 


r + 


-5 


-5+1 


+ 2(x-l) 


= 0 


<=> 


•Ịx-2. , 1 . 2ự2x-5 =0 :VN 0 Vxe 

■ + 2 (x - 1 ) 


;4 


0 < v ■ - í--+ • + 2(x -1) " 12 

vx 2 ! 1 1 ! V 4 X \2x 5 í 1 

Kết luận: So với điều kiện, phưong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 3. 
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Điều kiện: X-1>0<=>X>1. 

Lời giải 1 . Sử dụng Casio tìm được nghiệm duy nhất X = 2, nên liên hợp. 

(*) <=>(;ỷ/x + 6 -2) + (\fx-l -1) = X 2 -4 


- x 2 _ _ + -LJ— = (x-2)(x + 2) 

sj(x + 6) 2 + 2.ỉỊx + 6 +4 V X - 1 + 1 

<=>(*-2)- - — -+ -==-X -2 =0 (1) 

(yx + 6 +1) 2 +3 ựx-1+1 
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_ 1 1 1 2 .. 

Do , ---+ , -x-2<- + l- x- 2 = -- -x<0, Vx > 1 nên: 

(ĩỊx + 6 + 1) 2 + 3 sỊx -1 +1 3 3 

(1) <=> X - 2 = 0 <=> X = 2. 

Kết luận: So với điều kiện, phưong trình có nghiệm duy nhất x = 2. 

• Để khắc phục việc đánh giá khó khăn này, ta xét việc truy ngược căn bậc 3: 

Phân tích và lời giải 2 . Chuyên vế thì (* *) <=>4x 2 -4-4\/x + 6 -ấyỊx-1 =0 và 
nhận thấy cả 2 căn thức đêu ngược dấu. Do tích chất nghiệm duy nhất của phương 
trình nên đối với căn thức bậc ba ta truy ngược dấu dạng ỷỊÃịịỊÃ 2 - m 2 ) thay thế 
cho việc liên hợp thông thường là m - sỊÃ và có lời giải 2 như sau: 

(2) <=> yịx + 6 + \Ịx-ĩ =x 2 - ĩ 

4x 2 - 5x + 6 + \Jx + 6 ■ v (.v I h)' -4 + 4*Jx^ĩ(^Ịx^ĩ-l) = 0 

-(- 2)(4x + 3) + -ịãv2ẸVtìỂ^± ,4(y2)^ĩ_ n 
%J(x + 6) 2 + 4Ĩjx + 6+16 Vx-1+l 

, , (.V • 14)\ ; x i 6 4vx 1 „ - ,, _ 

<=>(x-2) 4x + 3 + ; C_t22f -+ - — = 0<=>x-2 = 0<=>x = 2. 

(V-V • 6 • 2Ỵ’ • 12 vx 1 ! 1 

>0,Vi>1 

Kết luận: So với điều kiện, phưong trình có nghiệm duy nhất X = 2. 

Ví du 40, Giải phưong trình: X 3 - 2x 2 - a/x 2 - 2x + 5 = 2\ 4x-5 - 5x - 4 (*) 


Điều kiện: 


X - 2x + 5 > 0 _ 5 

_ < > X > - • 

4x + 5 > 0 4 


Phân tích và lời giải 1 . Sử dụng Casio sẽ tìm được nghiệm duy nhất X = 1, do đó 

sẽ ghép hằng sô'để liên hợp và có lời giải 1 như sau: 

(*) <=> X ’ - 2x 2 + 5x - 4 + (2 - a/x 2 -2x + 5) + 2(3 - \Ị4x + 5) = 0 

_ , . , -x 2 +2x-1 -4x + 4 

(x — l)(x — X + 4) -ỉ — , -h 2 • — . —-— 0 

Vx z -2x + 5 + 2 y4x + 5+3 


<=> (x -1) • X 2 - X + 4 


/x 2 - 2x + 5 + 2 y 4x + 5 + 3 


Ta có: J(x-1) 2 +4 + 2> J(x-1) 2 =|x-l|>x-l=> — . x — >-1 (2) 

Ậx-lỷ + 4 + 2 

Mặt khác: Vx>~, suy ra 8 -<^<=>— 8 ->-§ (3) 

4 V4X + 5+3 3 y4x + 5 + 3 3 
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Từ (2), (3), suy ra: f(x) > X 2 - X + 4 - ^ f X - \ + -j->0, Vx>-^ (4) 

7 7 3 ^ 2 J 12 4 

(1) <=> X -1 = 0 <=> X = 1. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 

p/tân tíc/t và lời giải 2 . 

n.nrrrz,.nrrrz os_8(x-i)^4x+5 tu . 8ự4x+5 ^ 5 


pẫ^ o,vx.-f 

Í4X + 5+3 4 


Tnn/ / W c 2ựixT5(^xT5-3) = ^-^_— m °^ X _ +J _>0, Vx>-^ 

■ " ■ V 4x + 5+3 v4x + 5+3 4 

và có 2\[ĩx + 5(>/ix + 5 - 3) = 2(4x + 5) - 3.2%/ix + 5 díf đi 3\.4x + 5 so với đê nên sẽ 
nhân hai vê'cho 3. Còn với (2- \Ịx 2 -2x + 5) sẽ đổi thành (ax + b)~ \lx 2 - 2x + 5 

ơà //en /íọp cần tạo ra lượng /n.(x-l) nền sẽ c/zọn fl = l đế/c/n' Zfển //ọp má/ X 2 . Khi 
AA , ỉ,\ . o ÕZ , c 1 _ {2b + 2)x + b —5 N ——Si, t— „„ ^1\ 


, ,, o—TT , Ẽl (2ử + 2)x + ử -5 ... 5 , ,., 

đó (x + p)-yx -2x + 5 ' = và mong muôn tạo ra /n.(x-l) 

-1 Y 4-/l 4- a/y“ — 9vJ-R 


X + ỉ> + yx 2 - 2x + 5 
m = 2Z/ + 2 


nển đông nhất hệ sô'được hệ ị " và giải hệ này tìm được b = l hoặc b = -3. 

[-;;/ =0-5 

Để đơn giản tôi chọn b = 1 uá có lời giải 2 như sau: 

(*) <=> 3x 3 - 6x 2 + 15x +12 - 3\/x 2 - 2x + 5 - 6\fĩx + 5 = 0 

<=> 3(x +1 - \! x 2 -2x + 5) + 2-\/4x + 5(-v/4x + 5 - 3) + 3x 3 - 6x 2 + 4x-1 = 0 

_ 12(x-1) , 8(x-1)n/4x + 5 , , 


<=>--- = = + ■ 

X +1 + \Ịx - 2x + 5 


Ix + 5+3 


+ (x - l)(3x - 3x +1) = 0 


, ( 12 8\4x • 5 _ 2 ~ lì .. , 

<=>(x-l)- - . =+ — -+ 3x -3x + l = 0<=>X = 1. 

vx + l + yx 2 -2x + 5 v4x + 5+3 , 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 


Ví du 41. Giải phương trình: (5x - 4)y2x - 3 - (4x - 5)v3x -2=2 (*) 

Chọn đội tuyển VMO năm 2015 - Tỉnh Đông Nai 


Phân tích . Sử dụng Casio tìm được phương trình có nghiệm duy nhất X = 6. Nếu liên 
hợp trực tiếp thì phương trình thu được sẽ phức tạp, khó đánh giá. Nhưng biến đổi 

phương trình thành Ậ2x - 3)(5x - ấ) 2 - Ậ3x-2)(ấx-5) 2 = 2 thì nó có dạng cơ bản 

sfÃ - sJẼ = \fc và chuyển vê'sao cho hai vê'đêu dương rồi lũy thừa, lúc đó chỉ còn lại 
1 căn thức. Hiển nhiên việc tách ghép đểliên hợp sẽ dễ dàng hơn và có lời giải sau: 

-vv 3 

Lời giải . Điều kiện: x -2 

(*) <=> (5x - 4)ự2x-3 = 2 + (4x - 5)v3x 2 và bình phương hai vế thì 
<=>50x 3 - 155x 2 + 152x-48 = 48x 3 - 152x 2 + 155x-46 + 4(4x-5) v 3x 2 
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<=> 2x 3 -3x 2 -3x-2-4(4X- 5)^/3x-2 = 0 
<=> (4x - 5)y3x 2.(v3.v 2 -4) + 2x 3 - 15x 2 + 20x-12 = 0 (2) 

3(x - 6)(4x - 5)\Ỉ3x - 2 , 


3X-2+4 


- + (x - 6)(2x -3x + 2) = 0 


, 3(4x-5W3x-2 2 _ . _ „ . 

<=> (x - 6) • - . = - + 2x - 3x + 2 = 0 <^> X = 6 • 

V 3.V — 2+4 
3(4x- 5)^3x-2 2 


Do ^ + 2x 2 -3x + 2 > 0, Vx > -^ • 

V3X-2+4 2 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 6. 

Bình luân . Trong hiến đôĩ từ (1) sang (2), tôi đã sử dụng kỹ thuật truy ngược dấu 

của biểu thức 4(4x - 5)(4 - yj3x - 2) thành (4x - 5)*j3x — 2.(\ 3.V - 2 - 4) để thu biểu 

thức luôn dương sau liên hợp. _ 


Ví du 42. Giải phương trình: (x + T)\[x + 2 + (x + 6 )4x + 7 =x 2 + 7X+ 12 (*) 


Điều kiện: X > -2. 

Phân tích và lời giải 1 . Sử dụng Casio sẽ tìm được nghiệm duy nhất X = 2, do đó 
sẽ ghép hằng sốđểliên hợp. Nhưng lưu ý, biểu thức (hoặc hằng sổ) tích trước căn thức 
sẽ không tham gia vào liên hợp, tức ghép (x + l).(^/x+~2 - m), (x + 6 ).(yJx + 7 - n). 

(*) <=> (x + l)(\[x + 2 - 2) + (x + 6)(\/x + 7 - 3) - (x 2 + 2x - 8) = 0 
x-2 , „ x-2 , „ 


<=>(x + l) 
<^>(x-2) 


Ịx + 2. +2 

X + 1 


■ + (x + 6) • 


'X + 7 +3 


--(x-2)(x + 4) = 0 


X + 2 + 2 yx + 2+3 


-x-4 =0<^>x = 2. 


Do x>-2, 

suy ra: X + 2 > 0, 

X + 6 > 0 và lúc này, ta luôn có: 


X + 1 

x + 6 

-h T 

. ( x + 2 

4 — 

X + 2 

( x + 6 

X + 6 

~\jx + 2 +2 

1 Ị - Pc 

y X + 7 +3 

y yjx + 2 +2 

2 

/ 

\\ịx -\~7 +3 

2 

1 

X + 2 X + 2 

x+6 x+6 

1 

x + 6 

1 


V X + 2+2 2 2 3 2 ựx + 2 + 2 6 sỊx + 2+2 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 2. 

^ ? , , / (ỵ + l)(x — 2) 

/&<• Phân tích và lời giải 2 . Nếu liên hợp dạng (x + l)(yx + 2 - 2) = — ===== - - - 

yX+2+2 

với X +1 chưa xác định được dấu khi x>-2 nên sẽ suy nghĩ đến việc tạo ra lượng 
luôn dương (x-2)(x + l) 2 sau khi liên hợp. Để làm được điêu đó, tức cụm này phải 
có nhân tử (x - 2)(x +1) khi liên hợp và ta xem cụm này có hai nghiệm X = -1, X = 2 

nên sẽ ghép vào biểu thức liên hợp bậc nhất dạng (ax + b)~ yỊx + 2 để liên hợp (sau 
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khi liên hợp ra bậc hai mới có khả năng xuất hiện 2 nhân tử (x-2)(x + l)), với hai sô' 

, ,, , {khi x = 2=>\[x3-2='Jl + 2= 2 = ax + b = 2a + b 1,4^ 

a, b thoa hệ < _ _ =>a = -, b = — ■ Do 

[khi X = —1 => s/x + 2 = n/—1 + 2=1 = ax + b = -a + b 3 3 

IY1 4^ Ị -— 1 ^ 

đó ghép (x +1) • ^ X + -^ j - vx + 2 và để đơn giản, ta nên nhân hai vế cho 3 sẽ biên 

thành (x + 1) (x + 4) - 3\Ịx + 2 = — — — x 'B - = —— 3)(-^ + l) _ fì ư ợ C 

X + 4 + 3v X + 2 X + 4 + 3y X + 9 


lượng: - — + ^ = >0, Vx > -2. Còn với: (x + 6)(3 - yfx + 7 ) = - 


X + 4 + 3\/ X + 


(x + 6)(x-2) 
3 + \l X + 7 


có lượng X + 6 > 0 với X > -2, nên truy ngược lại bằng cách đổi: (x + 6)(3 - yx + 7) 
í/zồn/z (x + 6 )4x • 7(\X I 7 3) ( ' v 2 y~ v + 6 )^^ ±z. có ( ■ • 7 >0,Vx>-2. 


a/x + 7 + 3 %/x + 7 + 3 

Tử những phân tích này , ta tó lời giải 2 như sau: 

(*) (x + l)(x + 4 — 3*\/x + 2) + (x + 6)^x + 7 (a/x + 7 — 3) + X + 3x —10 = 0 

(x + 1)2( ^~ 2) +(x + 6)ựx + 7- *~ 2 +(x-2)(x + 5) = 0 

x+4+3yx+2 ■%/x + 7 +3 

<=>(x-2) -(x + ự^ + (x + 6)^7+7 + ^_ + 5 ()< _ >v 2 


X + 4 + 3v X + 


X + 7 +3 


> 0, V X > - 2 


Kết luận: So vơi điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 2. 


Ví du 43. Giải phương trình: (x + l)\/4x + 5 + 2(x + 5 


Điều kiện: 4x + 5 > 0. 

✓ã- Lờ/ giải 1 . Liên hợp thông thường khi biết X = 1 là nghiệm duy nhất. 

(*) <=> (x + T)(\fĩx + 5 - 3) + 2(x + 5)(\Ịx + 3-2) = 3x 2 + 7x-10 

4(x + l).(x-l) 2(x + 5)(x-l) 1 n\ _ n 

<=> ——— + —— - -- - (x - l)(3x +10) = 0 

V 4x + 5 + 3 's/x + 3 + 2 


^(x-1)- 4(a + 1 ) + 2( - t + 5) -(3x +10) =0<=>X = 1. 

V 4x + 5 + 3 a/x + 3 + 2 


Do V„-ụ|^t 5ì0 . Khi đó: &=Q> . g£±a 


4 x+5>0 


Ix + 5 + 3 vX + 3+2 


--(3x + 10) 


4x + 5 4x + 5Ì 2(x + 5) 5x + 25 5 


Ix + 5 + 3 


X + 3 + 2 


i4x + 5 + 3 


4x + 5 4x + 5 2(x + 5) 5x + 25 5 2x +10 5 _ 

<—- 1 - + --= —— - - - <0 

3 3 2 3 J4x + 5+3 3 J4x + 5+3 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 
Lời giải 2 . Truy ngược dấu. 

(*)<=> 2(x +1). (x + 2) — y/ểx + 5 + 2(x + 5)\/x + 3.('\/x + 3 — 2) + 2x +6x~8 = 0 


_ 2(x + l) 2 (x-l) 2(x + 5)(x- l)yx + 3 

X + 2 + \Ị4x + 5 \jx + 3 4- 2 

2(x 4-1) 2(x + 5)\Ịx 4- 3 


<=> (x — 1) 


X 4- 2 4- sfĩx~+5 \Ị X 4- 3 4- 2 


+ 2(x - l)(x + 4) = 0 
+ 2(x + 4) 


= 0<^>X = 1. 


Do 


)Jx]Ã +2ix+i)>0i Vl >_ị 

X 4- 2 4- *\Ị 4x + 5 yx + 3 + 2 4 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 

Sai lâm thường găp : Đối với cách giải 1, sai lầm thường gặp của học sinh là 

đánh giá 4 (* + 1 ) + 2(* + 5) -(3 x + 10)<Ế( x + i) + ^.( x + 5)-( 3x + 10) 

v4x + 5 +3 yx + 3 + 2 2 2 

2x + 23 5 5 

= —— <0, Vx > -—• Bởi lẻ với X > - — thì dấu của X +1 chưa xác định âm 

3 4 4 

hay dương nên đánh giá như vậy là chưa chặt. 


w du 44. Giải phương trình: \ 3.V ! 2 + x\/3x-2 = 2\2x' +" 


(*) 


Lời giải . Điều kiện: X > ^ • 


(*) (</3x + 2 - 2) + 2 + x(y3x - 2 - 2) + 2x = 2\ 2x +1 


<=> 


<=> 


= 0 


(^/3x + 2-2) + x(ự3x-2-2) + 2 (x I 1) \2x ; ’ ! 1 

3(x-2) + 3x(x-2) 2x(x-2) _ n 

•ự(3x + 2) 2 +2^3x + 2+4 ự3x-2+2 X t 1 1 \2.v' i 1 


<=> (x-2) 

<íí>(x-2) 

<»(x-2) 


3 ^ 3x 2x 

y(3x • 2)' I 2\3x i 2 • 4 ■s/3x-2+2 x + l + ^2x 2 +l 

3 + x(3\ 2.v I 1 - 2\ 3.v 2 + 3x -1) _ n 

n/3x + 2 +1) 2 + 3 (v3x 2 • 2)(.v • 1 • \2.v’ • 1) 


= 0 


- + - 


4 18x 2 -12x + 17 

3\2x’ - 1 • 2v3x--2 


+ 3x-l 


x + 2 + 1) +3 


X — 2 + 2)(x +1 + y 2x +1) 


/<*) 


= 0 


„ 2 • 18x 2 -12x4-17 >0 A 0 

<=>x-2 = 0<=>x = 2. DoVx>^=>4 ’ nên /(x) >0. 

3 • 3x -1 > 0 
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Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x = 2. 



Phân tích . Sử dụng Casio nhập X 1 - X + \ 2X' - X + 3 - V 21X -17 và bấm shift 
solve thì cho ta x = 2. Đểkiểm tra phương trình còn nghiệm hay không, ta sửa lại cấu 

trúc (X 2 -X + \ 2X -X + 3 - \ 21X -17): (X -2) và bấm shiỷt solve, cho ta thêm 
được một nghiệm nữa x = l. Do đó phương trình sẽ có 2 nghiệm với nhân tử chung 
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dạng (x-2)(x-l) =x 2 -3x + 2 nên sẽ ghép bậc nhất cho từng căn để liên hợp. Cụ 

thể: sỊĩx 2 - X + 3 - (ax + b) , (cx + d) - \21x 17 với a, b, c, d thỏa các hệ: 


khi X = 1 => V 2x 2 - X + 3 = V 2 


' + 3= 2 = ax + b = a + b 


[khi x = 2=>^2x 2 -X+ 3 =yỊ2.2 2 -2 + 3 = 3 = ax + b = 2a + b [ b = 1 

ị khi x = 1 => \21.v -17 = \ 21.1 -17 =2 = cx + d = c + d ịc + d = 2 ịc = 3 

[khi x = 2=> yj21x-17 = x/21.2-17 =5 = cx + d = 2c + d {2c + d = 5 \d = -l 

Khi đó có tách ghép và có lời giải như sau: 

Lời giải . Điều kiện: 21x-17>0. 

(*)<=> \j2x 2 - x + 3 - (x + 1) + (3x-l)~ n/21x-17 +(x 2 -3x + 2) = 0 
_ X 2 - 3x + 2 , 9(x 2 -3x + 2) , 2 _ l 0 v_ n 


X -3x + 2 


/2x 2 -x + 3+x + 1 3x 1 • Ý21x 17 


+ (x - 3x + 2) = 0 


<=> (x 2 - 3x + 2) • 


/2x 2 - X + 3 + X +1 3x -1 + \ 21x 17 


+ 1 =0 ( 1 ) 


Do Vx>—, suy ra: — -H- 

21 X2x’ - X • 3 IX-I 3x-l + ự21x-17 


+1 > 0 nên: 


(1) <=> X 2 - 3x + 2 = 0 X = 1 hoặc X = 2. 

Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có hai nghiệm X = 1, X = 2. 


Ví du 47. Giải phuong trình: 2\ll 


— X + 6x +13 


3x + 4>0 ^ 4 

Điêu kiện: 1 _ _<=>x>-—- 

5x + 9 > 0 3 


khi X = 0 => v3x + 4 = \ 3.0 + 4 = 2 = ÍĨX + b = a.o + b = b 


đó: < ___ =>ị và 

[khi X = -1 => \/3x + 4 = yỊ3.(-l) + 4 = 1 = ax + b = rt.(-l) + b = -a + b [b = 2 

ị khi X = 0 => x/5x + 9 = x/5.0 + 9 = 3 = cx + d = c.0 + d = d jc = l 

[khi X = -1 => x/5x + 9 = ^5.(-l) + 9 = 2 = cx + d = c.(-l) + d = -c + d \d = 3 

Lời giải . Ta có: (*) <=> 2 v3x I 4 (x I 2) +3 x/5x + 9 - (x + 3) =x 2 +x 

-2(x 2 +x) 3(x 2 +x) , 2 . . _ 

<^> = -— - = — -(x +x) = 0 

y3x + 4 + X + 2 y5x + 9 + X + 3 

( 2 3 ^ x=0 

■tí>(x 2 +x) -- + =4-- + 1 =0<^>x 2 +x = 0-tí> 

V x/3x + 4 + X + 2 v5x + 9 + X + 3 J X —— 1 
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4 2 3 

Do Vx>--Ẹ, suy ra: —=^ -+ -i 1 > 0. 

3 V 3x + 4 + X + 2 V 5x + 9 + X + 3 




















Ví du 52. 


Giải phương trình: (8x + 



Phân tích . Sử dụng Casio được nghiệm duy nhất x = 2 Nhận thấy trong phương 

trình đêu có hạng tử 2x, do đó để giảm độ phức tạp, ta có thể đặt ẩn phụ trước để qui 
vê 1 căn thức, rồi liên hợp sau, cụ thể đặt t = \2x + 3 =>2 x = t 2 -3. Khi đó phương 
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trình (*) <=> (4í 2 + l)y2/' +1 - f 3 - 6f 2 - í -17 = 0 và lúc đó nghiệm t = 2, nên ghép 
căn thức với hằng sốđểliên hợp và có lời giải sau: 

<&> Lời giải . Điều kiện: 2x + 3 > 0. Đặt t = \2x ị 3 > 0 => 2x = t 2 - 3. Khi đó: 


(*) <=> (4f + l)V2t +1 - t ỏ - 6t- = t +17 

<=> (4f 2 +1) \j2t 2 +1 - (í +1) +3f 3 -2f 2 -16 = 0 

<=> + (í _ 2)(3 í 2 + 4í + 8) = 0 


ir + 1+t+i 


o(t-2) 


+1+Í+1 


- + 3f 2 +4f + 8 = 0<=>f-2 = 0<=>f = 2=>x = — ■ 


Kết luận: So với điều kiện, phuơng trình có nghiệm duy nhất x= 2 

Bình luân . Nếu sau khi đặt t = \Í2x + 3 > 0 và dự đoán được nghiệm duy nhất của 
phương trình là t - 2 —» ghép hằng sô' (4f 2 + 1)(\2/' +1 - 3) - (t - 2 )(f 2 - 4f - 7) và 
liên hợp thì rất khó đánh giá cụm còn lại hoặc nếu truy ngược dấu lại cũng chẳng giải 
quyết được cụm còn lại. Hiển nhiên, cả 2 cách này cũng bó tay khi nếu không đặt ẩn 
phụ ?! (bạn đọc có thểkiểm chứng lại). Đểkhắc phục điêu đó, trong cách giải trên tôi 

đã đổi (4 í 2 I 1)(\2/’ +1-3) thành (4f 2 +l). V 2/ ’ +T-(f + 1) để đảm bảo sau khi 

liên hợp dễ đánh giá như trên. Vấn đê đặt ra là tại sao biết được phải trừ đi t + 1 ?! 

—> Mấu chốt là ở điêu kiện t > 0, nếu xem phương trình có nhân tử là t.(t - 2) 
(tức ghép bậc nhất ax + b khi xem phương trình có 2 nghiệm t = 0, t = 2) sẽ tìm được 
lượng ghép đó là t + 1, (dành cho bạn đọc). Hơn nữa, khi làm như vậy, ta đã vô tình 
trừ đi (4í 2 +l)(í + l) =4f 3 +4f 2 +f+ 1 nên sẽ cộng thêm chính lượng này được: 
3f 3 -2f 2 -16 = (í-2)(3í 2 + 4í + 8) có 3f 2 +3f + 8>0, Ví, (do: A<0,« = 3>0). 


Ví du 53. Giải phuong trình: (8x 3 -6x + l)V4x 2 +21+ 16x 4 -12x 2 +2x = 21 (*) 

Chọn đội tuyển VMO năm 2014 - Tỉnh Nghệ An 

Phân tích . Sử dụng Casio tìm được nghiệm duy nhất x = l. Nhận thấy trong phương 
trình đêu có hạng tử 2x, do đó để giảm độ phức tạp, ta có thể đặt ẩn phụ trước, rồi 
liên hợp sau, cụ thể đặt t = 2x và có lời giải sau: 

Lời giải . Đặt t = 2x. Khi đó biến đổi phuơng trình đã cho về dạng: 

(*) <=> (í 3 -3 1 + l)\Ịt 2 + 21 + f 4 - 3f 2 + f = 21 

<=> (í 3 -3 1 + T)\ịt 2 +21 + f(f 3 - 3f +1) = 21 
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<=> (t 3 -3 t + !)■(# + 21 + 1) = 21 21 f 3 3t -^ = 21 

é 2 + 21 -t 

<=> f 3 - 3f +1 = \Jt 2 + 21 - f <=> (f 3 - 3f - 2) + (f + 3 - \/f 2 + 21) = 0 

<^(í-2)(í + l) 2 +- 6(f ~ 2) =0o(f-2) (f + l) 2 +-* 

í + 3 + ví 2 + 21 L f + 3 + ựf 2 + 

<=> f = 2, suy ra: t = 2x = 2<=>x = l. 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 



Ví du 54. Giải phương trình: (28 - 4x 3 )%/2x 3 -15 = 2x 4 - 3x 3 - 14x + 16 (*) 



Phân tích . 28-4x 3 =4(7-x 3 ); 2x 4 -14x=2x<x 3 -7); -Ặx 3 -15 = Ạ(x 3 -7) -1 

nểtt để đơn giản, ta có thể đặt í = x 3 -7=>x 3 =f + 7<=>x = \Ịt + 7 và có lời giải sau: 

[ŨC 

Lời giải . Điều kiện: 2x 3 - 15 > 0 <=> X > ?/-y • 

(*) 2x(x 3 -7)-3(x 3 -7) -5 = 4(7-x‘) N 2(x 5 1) (1) 

Đặt t = x 3 -7 <v>x = yịt + 7 và do 2x 3 -15 > 0 => 2f = 2x 3 -14 > 1 <=> í > ị • 

2 

(1) <=> 2í$77 + -I/v2/ 1 - 3f = 5 <=> 2tậỊt + 7 - 2) + l/(\ 2/ 1 -1) + 5(í-1) = 0 

«■ -+ 8 ^ - 1) + 5(f - 1) = 0 <^> t = 1 => X = 2. 

m + 7ý +2ĩft + 7 +4 \ 2/ 1 • 1 


Do: — -+ , — + 5>0, Ví > 2-- 

•ự(f + 7) 2 +2^77 + 4 V2Í-1+1 2 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 2. 



Ví du 55. Giải Vx 2 +91 =ỵ\[ỹ + 2x 2 \[x-2 +X-93 -2 +x 4 +2x 2 \Ịx-2 + X-93 

Đề nghị Olympic 30/04/2014 - THPT Phân Châu Trinh - Đà Nằng 



Lời giải . Điều kiện: 


/x 4 +2x 2 Vx-2 +X-93 -2>0 


Đặt t = gx i + 2x 2 y/x-2 + X - 93 > 0. 

Suy ra: f 2 = X 4 + 2x 2 \Ịx-2 + X-93 = (x 2 + \Ịx-2) 2 -91. 

rp , , ^ , , Â , _ _ , Í (* 2 + n/Ĩ 3 ?) 2 = í 2 + 91 Ịx 2 + 4x- 2 = é 2 +91 

Ta đó ta có hệ phương trình: -Ị -.— _ <=> < _ _ 


(x-f)(x + f) + 


[vx 2 + 91 = y f - 2 + f 2 [í 2 + Ví-2 = Vx 2 +< 

, (*-Q(* + 0 _ n / r ,>m 

4x^2+4^2 #791 + ^791 u j 
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<=>(x-í)- x + t + 


= Oox = t. 


Suy ra: \Ịx 2 + 91 = ựx-2 + X 2 <=> (\/x 2 +91 -10) = (\Jx-2 -1) + (x 2 - 9) 
(x-3)(x + 3)_ x-3 , 


Ịx 2 +91+10 \fx-2 + 1 


+ (x-3)(x + 3) 


<^>(x-3) 


X 2 +91 + 10 VI 20 


/x 2 +91+10 VI 20 
- ĩ== , -(x + 3)<- 


- (x + 3) = 0^x = 3: TMĐK. 


Jx-2+1 


--(x + 3) <0,Vx>2. 


Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 3. 

Bình luân . Trong bài giải trên, tôi đã đặt ẩn phụ để đưa vê hệ phương trình đối xứng 
loại II, ta sẽ tìm hiểu dấu hiệu nhận dạng và hướng đi cụ thể ở những bài học sau. Hơn 
nữa, qua bài này tôi muôh gửi một thông điệp rằng: khi gặp hệ phương trình đối xứng 
loại II chứa căn thức thì sau khi lấy vế trừ vê'sẽ liên hợp luôn nhận được X = y, hoặc 
có thể sử dụng phương pháp hàm sô'cũng nhận được lượng nhân tử X = y. 


w Au 56. Giải phương trình: 


X +1 + X + 3 


Phần tích . Đối với bài toán phương trình có dạng căn thức dưới mẫu, đâu tiên ta nên 
quan sát xem có mối liên hệ nào giữa các biểu thức dưới mẫu với các căn thức khác 
hoặc biểu thức trên tử không. Nếu chúng biểu diễn cho nhau được thì ta nên rút gọn 
lại và dự đoán hướng đi tiếp theo. Trong đó công cụ thường gặp nhất là phân tích tam 
thức bậc hai thành tích f{x) = ax 2 +bx + c = a.{x-x l ){x-x 2 ) với X x , x 2 là 2 nghiệm 
của f(x) = 0 hoặc bậc ba thì chia Hoócner, hoặc hằng đẳng thức, hoặc biểu thức liên 

• 3\ịx +1 + X + 3 — ( \j X + T) + 3\jx +1 + 2 — ("N /x +1 +1 )('\/x +1 + 2) 
hợp. Cụ thể: < • x-3 = (\fx + ĩ) 2 -2 2 = (yjx +1 -2)(\Jx + l + 2) 

• x = (^/x+I) 2 -l 2 =(^/xTĨ-l)(^/x+I + l) 


-l 2 =(Jx + l- 


và thấy các biểu thức có mối liên hệ với nhau. Từ đó có biến đổi và lời giải sau: 

Íx + 1>0; 9-x>0 í-l<x<9 /—- 

/&<• Lời giai. Điều kiên: «• ị => 3 yjx + l + x + 3>0. 

ở ì X + 0 X * 0 


^ ^ (vx • 1 2)(\ A' ! 1 i 2) _ 2 \ 9 ,v 

(\fx + 1 + 1 )(slx + 1 + 2 ) (yỊx + 1 - 1 )(sjx + 1 + 1 ) 


<=> (yjx +1 - 2)(v.v +1 -1) = 2 \ 9 - X <=> X + 3 -3 \Ịx +1 - 2\ 9 - X = 0 

<=> \ X I I (\ X ! 1 - 3) + 2(1 - \ 9 X) = 0 Q + 2( - r ~£L = 0 

Jx+ 1+3 1 + 9 — X 
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<^>x-8 = 0<^>x = 8: thỏa mãn điều kiện. 

Do: 7/Érb + ĩdbĩ >0 ' VXB [ _1;9 ] \ H • 

yX + 1 + 3 1 + y9 — X 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 8. 

Ví du 57. Giải phương trình: (x - = %/2x -1 - 5 w 

X-3+VX-1 2 

Lời giải . Với X > 1, thì ta có: 

• x-3 + Vx-l = (Vx-l) 2 +\Jx-l -2 = (yfx-ĩ — V)(\Ịx — 1 +2) 

< • (x - 6 )a/x -1 + 8 - 2x = [(x -1) - 5] -v/x-1 - 2(x -1) + 6 

= (4x^ĩf - 2(\X ĩ) : ’ - 5«v/x-T + 6 = (VÃT + 2)( VĨTT- 3)( VỸ ĩ 1) 

_ ịx>l fx>l 

Điêu kiện: ị ,—_ <=> ị ' • Khi đó: 

ị ựx 1 1/0 [x*2 

. . . . (v^T i 2)(vX ĩ” 3)(ýA _ ĩ 1) v 2x 1 5 , - _ v 2x 1 5 

(*) <=> —-- , --_= --- = —---<=> slx — 1 — 3 = —--- 

(V -V 1 l)(vx li 2) 2 2 

Do sử dụng Casio, tìm được nghiệm duy nhất X = 5 nên có tách ghép: 

<=> -v/x-ĩ - 2 = (^/2x -1- 3) -2 ^ 2(\Ịx-Ĩ-2) = (-v/2x -1 -3) 

_2(^_ 2(*-^ f 1_1_ì_ n 

JTĨ + 2 yÈTĨ + 3 { U^Ĩ + 2 ^1 + 3) 

x-5 = 0 [x > 1 

<=> . -- ,- <=> X = 5 V ị ,- : vô nghiệm. 

v2x-l I 1 - VX- 1 >0 ị2.v • 2v2.v 1 X 1 

Kết luận: So với điều kiện, phưong trình có nghiệm duy nhất X = 5. 

Vi du 58. Giải phưong trình: - — ■ = v_-±——- - (*) 

3.V ! 3 ! 4v2x 1 X 


Phân tích và lời giải . Điêu kiện: X>1, suy ra: 3x + 3 + 4^2x -1 > 0. Ta có: 
(3x + 3) + 4\/2x-ljr(3x + 3)-4 -n/2x- 1~| = (3x + 3) 2 - I(n2.v 1 = 9x 2 - 14x + 25 


/V ^ f Ị — 9x — 14x + 25 . f 1 \ 

nên ta luôn có: (3x + 3) - 4y2x -1 =- - • Do đó phưong trình: 

3x + 3 + 4"y2x — 1 


(*) 3x + 3 - 4\f 2x -1 = 


(\fx-l - l)(2x-4) 


<=> 3x 2 + 3x - 4x\/2x -1 = (2x - 4)a/x -1 - 2x + 4 


<=> 3x + 5x - 4 - 4xy2x - 1 - 2(x - 2)\Ịx -1 = 0 
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Do các hằng sô'trước căn thức đêu là những sô' chẵn, nên ta sẽ định hướng phân tích 
vê dạng tôhg các sốkhông âm hoặc A n = B” dựa vào hằng đẳng thức: 

o 4x 2 - 2.2x.\2x -1 + (2x - 1) - (x - 2) 2 + 2.(x - 2 ).\Ịx -1 + (x -1) =0 

(2x - -Jlx-lf - (x - 2 + \Ịx-lf = 0 <=> (2x-\Ị2x-l) 2 = (x - 2 + a / x - 1) 2 
2x \2x 1 - X 2 • vx 1 \Ịx-ĩ + sj2x - 1 = X + 2 (1) 

2x - \j2x-l = 2-x-yjx-l 3x - 2 + \fx-l - \Ỉ2x-ĩ = 0 (2) 

Do sử dụng Casio, nhận thấy phương trình (1) vô nghiệm với mọi X > 1 nên sẽ tìm 
cách chứng minh phương trình này vô nghiệm, tức: 

(1) <=> 3x - 2 + 2Ậx - l)(2x -1) = X 2 + 4x + 4 <=> 2Ậx-T)(2x-l) = X 2 + X + 6 

,--- .——— p— Cauchy 

Do Vx>l, suy ra: 2Ậx-l)(2x-l) <2yx.2x = 2y2.x < x 2 +2<x 2 + x + 6 
nên phương trình (1) vô nghiệm. 

Sử dụng Casio, tìm được nghiệm duy nhất X = 1, nên tách ghép liên hợp (2) như sau: 

(2) <=> sỊx-1 + \j2x - l(^2x -1 -1) + (x -1) = 0 (sử dụng kỹ thuật truy ngược) 

^ ,ỈZ T I 2(x-l)^2x — 1 , _ n 


<r> \ X 1 ị 


< > vx 1 • 1 t 


Zx -1 +1 


+ (x -1) = 0 


+ slx -1 = 0 <=> yx -1 = 0 <=> X = 1. 


2y(-V 0(2 X 1) 

v2x 1 • 1 


Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 


X 2 - x + 1 (*) 


(*) <=> a/16x 2 - 4x + 4 - V9x 2 - 4x + 4 = 3y2x 2 - X 3 - 2x > 0 


Điều kiện: 3\2.v' -X 3 - 2x > 0 <=> 35x 3 — 54x 2 < 0 o X = 0 hoặc X < • 

35 


TH 1 . Với X = 0 thì phương trình (1) luôn đúng nên X = 0 là một nghiệm. 


• TH 2 . Với X e 1 0;^ nên chia hai vế của (1) cho X >0, ta được: 

(I)«jl6-4ÍĨ-Ị]-,|9-4ÍĨ-V|=3>|vĩ 


X X 2 J V 1 X X 2 ) V X 


2 ,2 1 í 3 +1 

Đặt í = 3 — -1, suy ra: f 3 = — -1<=> — = —-— 
yx X X 2 


(2) Ví 6 +15 - Ví 6 + 8 = 3í - 2 > 0 (điều kiện: 3í - 2 > 0) 

o(yỊt 6 + 15-4) + (3-é 6 +8) = 3t-3o -J=L - 


#+8) = 3í - 3 <=> = 1 - = 1 = 3(f -1) 

y í 6 +15+4 Ví 6 + 8+ 3 


46 







khangvietbook.com.vn - ĐT: (08) 3910 3821 


o(t -!)■ 


(t 3 + l)(t 2 +t + l) (t 3 +l)(t 2 +t + l) 


/í 6 +15+4 


— 3 = 0<=>f = l=>x = l. 


Do luôn có: # +15 + 4 > # +8+3 


+ 8+3 


(í 3 + l)(f 2 + f +1) (í 3 + l)(f 2 + í +1) 


+ 15 + 4 


+ 8 + 3 


Suy ra: 


(í 3 + l)(p + í +1) _ (í 3 + l)(f 2 + f +1) 


--V — fT = _ ~ 3 < 0, 

#+15+4 #+8+3 3 

• TH 3 . Với xe(-co;0), chia hai vế cho X < 0, ta đuợc: 

(1)<Z>-|-ì l## -4x + 4 +í-ỉ]#x 2 -4x + 4 #3.#x 2 - X 3 -2 


^\h 4 r~Ậ )~\ 16 ~ 4 r~Ậ] = 3 Ể ~ 1 (3) 

y {X X J y {X X ) V X 

(2 ,2 lí 3 + l_ 

Đặt t = ? — -1, suy ra: t 3 = — - 1 <=> — = —— • Do X < 0 => t 3 < -1 <=> í < -1. 
ỵx X X 2 

(3)<=>#+8-#+15-3f + 2 = 0 (4) 

Xét hàm SỐ f(t ) = # +8 - #"+15 - 3f + 2 trên (- 00 ; -1), có: 


/'(f) = -3 + 3f- 


<0, Vf <-l. Do đó hàm số f(t) nghịch biến 


trên (- 00 ; -1), suy ra: f(t) = # +8 - # +15 - 3f + 2 > f(-l) = 2 (5) 

Từ (4), (5), suy ra phuong trình (4) vô nghiệm. 

Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phuong trình là X = 0, X = 1. 


w du 60. Giải phuong trình: X 2 + 6x +1 = (2x + l)yx 2 + 2x + 3 (*) 

Học sinh giỏi tỉnh Long An năm 2014 


Tập xác định: D = M. 

tíc/t UÀ lời giải 1 . Sử dụng Casio, thấy phương trình có nghiệm xấu. Khi đó để 
xuất hiện nhân tử sẽ trừ đi a> 0: (2x +1)(# 2 + 2x + 3 - a) = X 2 + 6x +1 - 2 ax - a và 

liên hợp: (2x +1) • -###—#— = X 2 + (6 - 2rt)x +1 - a. Đồng nhất hệ sô' ta được 


ỵX 4- + 3 + u 

, „ Í2 = 6-2rt ífl = 2 , , lv . , 

hệ: \ <=>( <=> a = 2 và có lời giai 1 như sau: 

\3-a =l-a 3 - 4 = 1 - 2 


(*) <=> (2x +1)(# 2 + 2x + 3 - 2) = X 2 + 2x -1 <=> 


(2x + l)(x 2 + 2x -1) 
Jx + 2x + 3 + 2 


= x +2x-l 
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(x 2 +2x-l) 


x = -l± V 2 
<=> í2x -1 > 0 


2.X +1 

[x + 2.X + 3 + 2 


-1 = 0 « 


X +2x-l = 0 
\lx 2 + 2x + 3 = 2x -1 


■=-l±ylĩ 


|_[x 2 +2x + 3 = (2x-l) 2 |_ 3 

? r- 3 i VÌ5 

Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phương trình là X = -1 + V2, X = —-y- 

✓è" Lời giải 2 . 

Do X = - ^ không là nghiệm nên (*) + 2 + 2x + 3 - 2 = — - 2 

X 2 + 2x -1 X 2 + 2x -1 X 2 + 2x -1 = 0 x ^ 

<=> -; -=-—-—--<=> , - - - <=> 

+2X + 3 + 2 2 * + 1 v2x 2 + 2x + 3 = 2x -1 . 

L 3 

Bình luân . Vê nguyên tắc tôhg quát, ta nên trừ đi hai vế cho ax + b và liên hợp vế 
trái, quy đông vếphải, rồi đông nhất tìm a, b. Nhimg do hệ sô'X 2 bằng nhau nên để 
đơn giản có thê thêm hằng sô' a. Từ nhận định này, ta có lời giải 3 bằng phưong 
pháp đặt ẩn sô'phụ không hoàn toàn (nên làm khỉ A là sô'chính phiỉomg): 

Lời giải 3 . Đặt t = \Ịx 2 + 2x + 3 > \ỊĨ => X 2 = f 2 - 2x - 3 thì 
(*)<r>f 2 -(2x + l )-1 + 4x-2 = 0 có A ( =(2x-3) 2 =>t = 2 hoặc t = 2x-l. 


■ =- = -—--- Ị— - - - - CP 

X 2 +2X + 3 + 2 2x + l yj 2x 2 +2x + 3=2x-l X = 


Suy ra: 


Ịx + 2x + 3—2 
/x 2 + 2x + 3 = 2x -1 


<=> X = -1 ± \fĩ hoặc X = ^ + là các nghiệm. 


Ví du 61. Giải phương trình: yx 2 - X +1 = 


X 3 + 2x 2 - 3x +1 
X 2 +2 


Phân tích . Nêu biến đổi (x 2 +2) \ịx 2 -X +1 -(ax + b) =x 3 + 2x 2 -(3 + a)x + l-b 

và liên hợp vê'trái thì vê'trái là bậc 2, vếphải là bậc 3 nên không thể đông nhất. Nhimg 
nếu chia đa thức bên vếphải, rồi ghép căn thức với phần nguyên để liên hợp thì xuất 
hiện nhân tử chung và có lời giải sau: 

Lời giải . Tập xác định: D = M, 

, . n 7 „ 5x + 3 r n 7 , 5x + 3 


(*) <=> \jx 2 -x + l= x + 2- 5* + ^ <=> \Ịx 2 - X + 1 - (x + 2) =- 

X +2 L J 


X +2 L 

• Với gx 2 -x+ĩ + X + 2 = 0 \Ịx 2 -X + ' 

• Với V X 2 - X + 1 + X + 2 ^ 0 thì: 


X 2 + 2 


-X - 2: vô nghiệm. 
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-(5x + 3) 5x + 3 _ 3 

(1)<^> r— - + ~Y—r = 0<^x = ~ V 

\Jx 2 -x+l+x+2 X +2 5 


X -x + 


l + x + 2 X 2 +2 


(2) <^> \Ịx 2 - x + l = x 2 -x<z>x = 


I±ự3 + 2ự5 


Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phương trình là X = -1, X = 


Ví du 62. Giải phương trình: V2x 2 + 1 6x + 18 + vx 2 -1 = 2x + 4 (*) 

Đ'ê nghị Olympic 30/04/2013 - Chuyên Thoại Ngọc Hâu - An Giang 


Điều kiện: -2<X<-1 hoặc X>1. 

Phân tích và lời giải 1 . Sử dụng Casio, tìm được hai nghiệm X = ±1, tức có nhân tử 
X 2 -1. Do căn thức sỊx 2 -1 bản thân có nghiệm x = ±l, nên sẽ không biến đôĩ. Lúc 
đó chỉ còn một phương án là ghép trực tiêp \l2Ỡâ + 16x + 18 - (2x + 4) để liên hợp. 
Một đỉêu can lưu ý ở vế trái là tôhg của hai căn bậc chẵn nên là sô' dương, do đó để 
phương trình có nghiệm thì đỉêu kiện kéo théo là 2x + 4 > 0. Từ đó có lời giải 1: 

(*) <=> \/2x 2 + 16x +18 - (2x + 4) + \/x 2 -1=0 

. + J?3T=o 


2x + 16x +18 + 2x + 4 


vx -11- 


2x 2 + 16x +18 + 2x + 4 


0\lx -1=0<=>X = ±1 hoặc v2x +1ỖX + 18 +2x + 4 = 2v’x - 


(*)/(!) : 


/2x + 16x +18 + 


\lx 2 -1 = 


2x + 4 


3 \Ịx 2 -1 = 4x + 8 


/2x + 16x +18 - 2\ịx -1 = -2x - 4 


Í4x + 8>0 Jx>-2 

' [9(x 2 -1) = (4x + 8) 2 ^ [7x 2 + 64x + 73 = 0 


X = 


-32 + 3n/57 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là X = ±1, X = 


-32 + 3^57 


Phân tích và lời giải 2 . Do tồn tại a = 4, b = -l khi sử dụng đông nhất thức cho 
biểu thức trong căn theo tôhg bình phương hai biểu thức ngoài căn, nghĩa là có đông 
nhất 7x 2 +1ÓX + 18 = a.(x + 2) + ỉ>.(x 2 -1) nên sẽ sử dụng phương pháp đặt ẩn phụ. 

(*) ự4(x + 2) 2 - 2(x 2 -1) = 2(x + 2) - 4x 2 -1 (1) 

Do X = -2 không là nghiệm của phương trình nên chia hai vế X + 2 > 0, được: 
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(1) <=> J4 - 2 • ——= 2 - — ^ (2) và đặt t = — ^ > 0 thì phương trình: 


(x + 2) 


(2)o>/4-2 t 2 =2 -to 


X + 2 
Í0 < f < 2 




X + 2 
t = 0 


4- 
í = ^ 
3 


• Với í = 0 


0=> 

\Ịx 2 -1 _ 


X + 2 

4 

- => 

\Ịx 2 -1 


L 4-2f 2 =(2-0 2 
= 0 <=>%/x 2 -1=0<=>X = ±1: TMĐK. 


= ^- <=> 3yx - 1 = 4(x + 2) X = 

3 x + 2 3 

Kết luận: Nghiệm của phương trình là X = ±1, X = 


-32 + 


7 

-32 


: TMĐK. 


w du 63. Giải phương trình: 


r lì 

Ị / 9 Ị 

í lì 

1+- 

k/x + 2x + 2+1 

1-- 

l x) 


Lờ/ giải . Điều kiện: X + 0. 


(*)o\ 

/x 2 

+ 2x + 2 + "\| 

+ - 

2x + 

2 + - 

% 

/x 2 

+ 2x + 2 + \ 

ix 2 - 

2x + 

2 + - 

+=> A 

/x 2 

+ 2x + 2 + y 

lx 2 - 

2x + 

2 + - 

Đặt t = 

\Ịx 

+ 2x + 2 + 

\Jx 2 

-2x 

+ 2 = 

(!)<=> í 

4 

+ - 
í 

- = 5^í 2 - 

5 1 + 

4 = 0 

t 

Suy ra: 

^x + 2x + 2 + 

\Ịx 2 

-2x 

+ 2-- 


X 


4x 


x \Ịx 2 +2x + 2 + Vx 2 - 2x + 2 
4 


= 5 


Vx 2 + 2x + 2 + ^x 2 - 2x + 2 


= 5 




' ' V / V / 

rr~7 2 _ [-•v/6 <r X < \ 6 [-%/6 < X < V 6 

ỵX +4=6 — X <=> _ <=> í _ <=> X = ± 

[x 4 + 4 = x 4 -1 


X + 4 = X - 12x + 36 12x = 32 


★ Nhóm H : Sử dụng chức năng table của Casio tìm nhân tử bậc hai, bậc ba 

Việc xác định được nhân tử của phương trình vô tỷ là rất quan trọng, nó sẽ giúp 
chúng ta định hướng đi cho việc tách ghép phù hợp trong nhân liên hợp. Lúc này, 
Casio là người bạn đông hành, hô’trợ ta trong việc đó rất hiệu quả. _ 


Ví du 64. Giải phương trình: 2. 


X + X + 1 2 A 2 

+ x -4 = 


'V x + 4 


\Ịx 2 +1 


(*) 
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và bấm SHIFT / CACL 191 = 

thì thấy phương trình có nghiệm vô tỷ x = 1.732050808. Từ đó xác định lượng nhân 
tử bậc hai bằng chức năng TABLE của Casio như sau: (casio fx - 570 ES PEUS) 

• Gán biên X —» A (thao tác trên Casio: ALPHA 1)1 SHIET / RCL / (-) 

• Kiểm tra giá trị của hàm f(X) = A 2 - AX (thao tác: MODE SETUP 171 ALPHA 
/(-)/ X 2 / - / ALPHA / (-)/ ALPHA /) / = 1-191 = 191 = 111 =).Khiđó 

X F(X) 

màn hình Casio cho ta: 9 -1 4.732, và quan tâm đến dòng có giá trị nguyên. 

10 0 I 

Thấy dòng sô'10 chứa 0 I 3 tó các sô'nguyên nên phương trình có nhân tử là X 2 -3 

(0 của cột X là hệ sô'b, 3 của cột F(X) là hệ sô'của c trong nhân tử: |x 2 -bX-c . 

Một điêu cần lưu ý nữa, đối với Casio fx - 570 VN PLUS hoặc Vinacal 570esflus: 
ta làm tương tự, nhưng không nhập hàm g(x) vào, tức bấm: MODE SETUP 171 
ALPHA /(-) / X 2 /-/ALPHA / (-)/ALPHA 1)1 = 1 = 1-191 = 191 = 111 = 
Từ định hướng nhân tử này, ta có cách ghép đểliên hợp và có lời giải như sau: 

X 2 + X + 1 

rờ* Lời giải. Điều kiện: -— >0=>x + 4>0<^>x>-4. 

6 x + 4 

(*) <=> ( x - 3) + 2. J— - 1 + 1- —=7 =—- 0 

[ỵ x+4 J { 


Phân tích . Nhập 2.y 


X 2 +X + l 


+ X - 4 - - 



Do 1 + . ^ ^ , - >0, Vx > -4. 

^|(x + 4)(x + X + T) +X + 4 X +1 + 2\Ịx~ +1 

Kết luận: So với điều kiện, phưong trình đã cho có 2 nghiệm X = -\Ỉ3, X = S- 
Bình luân : Sau khi xác định lượng nhân tử X 2 -3, tôi thường hay cô' định nhân tử 
này như lời giải, và chọn biểu thức ghép với 1 căn thức sao cho khi liên hợp xuất hiện 
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nhân tử X 2 -3 và căn còn lại chỉ cần “trả lại" lượng thêm hớt cho phù hợp với đê bài 


sẽ xuất hiện nhân tử. Cụ thể đối với căn 


X + X + 1 


x + 4 
..2 , /1 „2 


, tôi sẽ ghép 


X + X + 1 

x + 4 


-a và 


■ Do có nhân tử là 


, , ,,„x+x + l 2 X +{l-a )x + l-4a 

sau khi liên hợp được tứ sô ——— - a = --——- 

X+4 X+4 

X 2 -3 nên tôi sẽ chọn a = 1. Còn đôĩ với căn còn lại, tôi đã "trả lại" lượng mượn và 

ghép với căn này, sau đó quy đông, rồi liên hợp sẽ có nhân tử X 2 -3 như trên. 


Ví du 65. Giải phương trình: 



x + 9 | 2 

+ X + 2 ^Jx 2 — 3 


X 2 +1 


(*) 


Phân tích . Sử dụng Casio, tìm được nhân tử là X 2 - 7 nên sẽ ghép và liên hợp để xuất 
hiện nhân từ này. Từ đó có lời giải như sau: 

Lời giải . Điều kiện: -9 < X < -\Ỉ3 hoặc X > s. 

Ọp** 2 -?- 8 . 


<=>^-(x 2 -7) + 


<=>Ị(x 2 -7) + __ 

4 4^3 

<=>-Ị-(x 2 -7) + 

4 


kiện: -9<x<-v3 hoặc X>A 

yỊx 2 -3 \x 2 +x + l 

2 ì ( ựx + 9 

I ^- ĩ - ^- 1 I " 

L \Ịx 2 -3) V 4x 2 +x + l) 

4ĩ~-3-2 vx : ' I .V i 2 vx ! 9 


4x + X + 2 

X 2 -7 | _ X 2 -7 __ 

44~3.(4~x — 3 + 2) X + X + 2 + ^(x + 9)(x + X + 2) 

1 _ 1 _ _ 1 _ 

2 -\/x 2 -3.(\Ịx 2 - 3 + 2) X 2 + X + 2 + Ặx + 9)(x 2 + X + 2) 


= 0 


<=> (x 2 -7) 

< > X 2 7 0< > X -v7 hoặc X = V/. 

^1 1 1 

Do ^-+ =— -+- >0, Vxe(rt). 

2 \X : ’ 3.(vx : ' 3 • 2) X 2 +x + 2 + Ạx + 9)(x 2 +X + 2) 

Kết luân : So với điều kiện, phương trình đã cho có 2 nghiệm X = ±4Ỹ. 

Bình luân . Qua hai thí dụ trên, nhận thấy rằng nếu việc xác định được nhân tử trước 
bằng Casio thì rất dễ dàng cho việc tách ghép các căn thức đểliên hợp tạo ra nhân tử đã 
định sẵn. Ta cùng xét tiếp thí dụ sau: 


Ví du 66. Giải phương trình: 2(1 - x)yx 2 + 2x -1 = X 2 - 2x -1 


(*) 


Điều kiện: X 2 + 2x -1 > 0 <=> 


X < -1 - v2 
X > \ 2 1 
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Phân tích . Bài toán dạng ax 2 +bx + c = (dx + e).Jax 2 + fx + g có rất nhtêu cách giải. 
Ta có thể giải loại này bằng liên hợp khi sử dụng Casio tìm được X 2 +2x-5 như sau: 
Lời giải . Liên hợp sau khi xác định lượng nhân tử X 2 + 2x - 5. 

(*) <Í5> (x 2 + 2x - 5) + 2(x - l)(Vx 2 + 2x-l - 2) = 0 

_, 2| - „ , 2(x-l)(x 2 +2x-5)_ n r* 2 +2x-5 = 0 (1) 

Vx 2 +2x-1 + 2 vx 2 +2x-1 =-2x (2) 

(1) < >x 1 t \ 6 hoặc X = -1 - Vó. 

(2) Vx 2 + 2x -1 = -2x: vô nghiệm. 



Phân tích . Sử dụng Casio, tìm được X-2 là 1 nghiệm. Để kiểm tra phương trình 
còn nghiệm hay không, sửa lại (V12X 2 + 46X -15 - Vx 3 - 5X +1 - 2X - 2): (X - 2) 
và bấm shỉỷt solve 9 = thì phương trình cho nghiệm xấu nên tiếp tục sử dụng chức 
năng table tìm được nhân tử x 2 +2x-l. Hiển nhiên phương trình đã cho luôn có 
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nhân tử dạng (x-2)(x 2 +2x-l) = x 3 -5x + 2 và đây là phương pháp tìm nhân tử 
bậc ba mà tôi hay thường sử dụng khi liên hợp phương trình vô tỷ. 

Lời giải . Đặt a = %jl2x 2 + 46x -15, b = 2x +1, c = ịjx 3 -5x + l. Khi đó: 

(*)<=> fer+46x-15-(2x + l) -(ựx 3 -5x + l+1) = 0 

-8x 3 + 40x -16 X 3 - 5x + 2 „ 8(x 3 - 5x + 2) X 3 - 5x + 2 „ 

a 2 +ab + b 2 c 2 - c +1 a 2 +ab + b 2 c 2 - c +1 

( 8 1 ^ X — 2 

<=> (x 3 -5x + 2)- , ° , =0^ ' r-- 

y u -\-ub~\~b c —c + ly X — —1± ỵ2 

> 0, V a, b, c e K 

Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phương trình là X = 2 hoặc X = -1 ± s/ĩ. 


Ví du 69. Giải phương trình: yx 3 +16x 2 +62x-78 =x 2 -7x + 36-——^ (*) 


Phân tích . Sử dụng Casio, tìm được X = 1 là 1 nghiệm. Đểkiểrn tra phương trình còn 

( /- 174 ^ 

nghiệm hay không, sửa lại \Jx 3 + 16x 2 + 62x - 78 - X 2 + 7x - 36 + : (X -1) và 

V x + 5 J 

bấm shỉỷt solve 9 = thì phưcmg trình cho nghiệm xấu nên tiếp tục sử dụng chức năng 
table tìm được nhân tử X 2 -3x-ll. Hiển nhiên phương trình đã cho luôn có nhân tử 
dạng (x - l)(x 2 - 3x -11) = X 3 - 4x 2 - 8x +11, từ đó có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Điều kiện: X * -5. 

(*) <=> (x + 5)\Jx 3 + 16x 2 + 62x - 78 = X 3 - 2x 2 + X + 6 

<=> X 3 - 4x 2 - 8x +11 = (x + 5)ĩjx 3 + 16x 2 + 62x - 78 - 2x 2 - 9x + 5 
<=> X 3 -4x 2 - 8x +11 = (x + 5)\jx 3 + 16x 2 + 62x - 78 - (x + 5)(2x -1) 

<=> X 3 — 4x 2 — 8x +11 = (x + 5). tỊx 3 + 16x 2 + 62x - 78 - (2x -1) 

<=> (x 3 — 4x 2 — 8x +11) + (x + 5). (2x -1) - yỊx 3 + 16x 2 + 62x - 78 =0 

Để đơn giản, đặt a = 2x -1, b = \Jx 3 + 16x 2 + 62x - 78. Khi đó phương trình: 

<=>(x 3 -4x -8x4-11)4- —-117--1 = 0 

a 2 +ab + b 2 

<=> (x 3 -4x 2 -8x +11)• 1+ + =0 

a 2 +ab + b 2 


<=> (X 3 -4x 2 -8x4-11)- 


\2 o 2 

b+“- +^ + 7(x + 5) 

2 4 


, aỴ , 3fl 2 
b + ir 4 - 1 — 

2 4 
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( /7Ỹ 3 

b + ^ + +2x-l) 2 +7(x + 5) 

<=>(x 3 -4x 2 -8x + ll)--- — - 4 ——-= 0 

, a òa 

b + -z +-- 

l 2j 4 

+ , «Y , 12x 2 + 1ỐX + 143 
& + ^ +-“- 

<=>(x 3 -4x 2 -8x + ll)-- -—-—-—-= 0 

í rirP- 

, a ỏa 

b + ir + —- 

2 4 


<^>x 3 -4x 2 -8x + ll = 0<^>x = l hoặc X = 


3 ±753 


12x 2 + 16x4-143 > 0, Vx b + ^ + ỉ2ỵ2 +1 ^ x +143 

vì: 1+ , flỴ ^ J, a ) 2 3a\ n nên lượng: 2--- — ->0. 

& + 7 T >0; + ^ + +->0 + a) , 3a 2 

1 2 J 1 2 J 4 b + — H—-— 

IV y V y 2 4 


Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 1, X = - 


Ví du 70. Giải phưong trình: X 3 + 3x 2 + X + 2 = 2x 2 \Jx + 4 + sỊĩx + 


Phân tích . Sử dụng Casio, tìm được nhân tử X 2 +2x-7 và có lời giải sau: 

✓ã- Lời giải . Điều kiện: X > -4. 

(*)<=> X 2 • (x + 3) — 2\Ịx + 4 + (x + 2) — sj2x +1 =0 (1) 

• Truông hợp 1. Nếu (x + 3) - 2\Ịx + 4 • (x + 2) - -v/2x +1 =0 

<=> X = -1 - 2\Jị2 : không là nghiệm của phưong trình (1). 

• Truông hợp 2. Nếu x=t-l- 2\2 => (x + 3) - 2++ 4 ■ (x + 2) - \2x i 1 ^ 0 

x 2 (x 2 +2x-7) x 2 +2x-7 


( 1 )<> ;; ' “7 ; + ,• = 0 

X + 3 + 2v X + 4 X + 2 + v 2x +1 


«(x + 2x - 7) • - — +- 

V X + 3 + 2v X + 4 X + 2 + v2x + - 


X + 2x — 7 = 0 <=> X = ±2y2 — 1. 

X 2 (x + 2 + \ịlx +1) + X + 3 + 2\Ịx + 4 — 0 


Từ (2), (*), suy ra hệ: 


X + 3x + X + 2 — 2x "yX + 4 + \Ị2x + 11 
X + 2x +x + 3 = — X yịlx + 11 — 2-n/x + L 


X 2 1 2x’vx I 4 I x : ’\2x I 11 ! \2x I 11 + 


2+ + 4 : 
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= X 2 \Ỉ3 > X 2 -1 nên phương trình vô nghiệm, suy ra (2) vô nghiệm. 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 2\fĩ - 1. 



Lời giải . Điều kiện: 3%/3.x 3 - 8x 2 +ll\/3.x + 4 > 0 (1) 

(*) <=>(3x 2 + liyJĩF+ĩ = \ 3.x(3x’ +11) -8x 2 + 4 

<=> (3x 2 + 11 )( y / x 2 +1 - S-x) = 4(1 - 2x 2 ) <=> ( 3x * +ĩĩ) 0~ ĩxl = 4(1 _ 2x 2 ) 

ỵ X + 1 -\- y 3.X 

( 3r 2 +11 'ì „ *—- Ị— 

«(l-2x 2 ) -4 = 0 <=>(1 -2x 2 )(3x 2 +11 -4vx 2 +1 -4v3x) = 0 

V ỵl + 1 + y3.x y 

•»(l-2x 2 )- (x 2 +1 -2.ựx 2 +1.2 + 2 2 ) + 2(x 2 -2x.\3 + 3) =0 (2) 

"l-2x 2 =0 

«* (1 -2x 2 ) "(ựx 2 +1 -2) 2 + 2(x - S) 2 - = 0 k/x 2 +1-2 = 0 

|x-\/3 = 0 
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1 w \x = ±yf3 -\f2 . 

<=> X = ± —= hoặc < ' <^>x = ±- 1 — hoặc X = v3. 

sỊĩ \x = s 2 

^ ^ J2 [- 

Kết luận: Thế vào điều kiện (1), nghiệm phương trình là X = ~Y~' x = v3. 

Bình luân . Trong cách hiến đôĩ và giải phương trình (2), ta sử dụng tôhg hai sốkhông 


âm dạng A 2 + B 2 = 0 <=> 


Cách biến đôĩ này thường áp dụng đối vói các bài 


toán khi hệ sô' trước căn thức là sô' chẵn và biến đổi dựa vào hằng đẳng thức (sẽ tìm 
hiểu kỹ ở bài giải phương trình bằng phương pháp đánh giá). Chẳng hạn giải phương 
trình vô tỷ sau: 4x 2 + 3x + 3 = 4.VV.V + 3 + 2\'2x -1 thì ta sẽ biến đổi vê hằng đẳng 
thức thành: (4 - 2.2.%/x + 3 + X + 3) + (1 - 2\2.v 1 + 2x - 1) = 0 


<=> (2 - ^x + 3) 2 + (1 - sỊĩx - 1) 2 = 0 <=> \ 2 iX + ^ 0 <^>x = l. Sai tâm thường gặp 

1 v2.v 1 0 


của học sinh là sử dụng Casio dự đoán x = l, khi đó sẽ ghép hằng sô' để liên hợp như 
sau: 4x(\fx + 3 - 2) + 2( V 2.V 1 - 1) = 4x 2 - 5x +1 


4x(x-l) 4(x-l) 

<=> — + y - = (x- l)(4x -1) «• 

vx r 3 í 2 \2x 1 • 1 


= - + - =^= -4x +1 = 0 

/x + 3 + 2 V 2x — 1 + 1 


Lúc đó rất khó khăn để đánh giá phương trình còn lại. Thông qua qua ví dụ nhỏ này, ta 
nhận ra toán học sơ cấp có rất nhỉêu cách giải khác nhau, tùy thuộc vào đặc điểm của 
từng bài toán với dấu hiệu nhận dạng mà ta chọn phương pháp giải cho phù hợp sao 
cho nhanh gọn, chính xác và ít sai sót nhất. 


= 2(x- 


Phân tích . Sử dụng Casio tìm được nhân tử X 2 - 2x - 2 nên có lời giải sau: 
(&> Lời giải . Điều kiện: X 3 + X 2 - 8x - 2 > 0 (a) 

(*) <=> ^x 3 + X 2 - 8x - 2 - 2 = (2x - 4) - 2\/x 3 - 20 

_ X 3 + X 2 - 8x - 6 _ (2x - 4) 3 - 8(x 3 - 20) _ 

\/x 3 + X 2 - 8x - 2 + 2 (2x - 4) 2 + 2(2x - 4)^/x 3 - 20 + ấx 3 - 20) 2 


(x + 3)(x 2 -2x-2) 


-48(x 2 - 2x - 2) 


ựx 3 + X 2 - 8x - 2 + 2 (2x - 4) 2 + 2(2x - 4)ĩjx 3 - 20 + Ệx 3 - 20) 

x 2 -2x-2 = 0ox = l±J3 


(2x - 4) 2 + 2(2x - 4)ựx 3 - 20 + ầx 3 - 20) 2 ựx 3 + X 2 - 8x - 2 + 2 
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Với X > -3: 


^1 = 


(2x-4) + ^ 3 ; 20 > 2 + 3 v(* 3 - 20 ) 2 


• (1): VN . 


• Với X < -3 : 


VP M =- 


X 3 + X 2 - 8x - 2 + 2 


2x - 2 - 2\Ịx 3 - 20 < 0 
v x ' • X (Sx 2 > 0 


• (*): vô nghiệm. 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có hai nghiệm X = 1 ± \Ỉ3. 



Ví du 74. Giải phương trình: (x 3 + 3x + 5)\ị2x 2 + 5x = 3x 3 + 5x 2 + 2x + 5 (*) 
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_ _ .. .,. .... \2-x>0 3 2 vò 

/ằ* Lời giai. Điêu kiên: ị <=> X < --— • 

3x 2 - 6x - 5 > 0 3 


(*) <=> (3x 2 -5x- 7)4-2-x = ^3x 2 - ốx - 5 - «^2-x = ■ 


3x -5X - 7 


( 

(3x 2 - 5x - 7) • yjl-x - 

V 


3x - 5x - 7 = 0 


/3x 2 - 6x - 5 + 42 — X 


/3x — 6x - 5 + y2 - X 


3x 2 -5x-7 = 0<?í>x = ——- 


y3x ; ' 6x 3 • v'2 X _ự(2-x)(3x 2 -6x-5) = X-1:VN 0 

, , 5 V 1()Ị) 

Kết luận: So với điều kiện, phuơng trình có nghiệm duy nhất X =-72- 


w du 76. Giải phương trình: (x 2 + 3)4 X 2 - X +1 = X 3 + 3x 2 -4x4-1 (*) 

Đ'ê nghị Olympic 30/04/2014 - Chuyên Lương Văn Chánh - Phú Yên 


Lời giải . Tập xác định: D = M. 


2 —~~T X +3x -4x + l 7x + 8 


(*) <=> VX - X +1 = 


X 2 +3 


-(x + 3)- — 


7x+8 r n —T / -.1 „. 

<=> , I + yx -X +1 -(x + 3) = 0 
X + 3 L 


X +3 
7x + 8 


7x + 8 


x 2 +3 Jx 2 - x + l + x + 3 


/ N 8 

<»(7x + 8) — 1 - = ()«• * 7 

u +3 Vx 2 -x + l+x + 3j sỊx 2 -x + l=x 2 -X (1) 

, 17 3 -v/3 

Đặt t = yx 2 - X + 1 = J X - 4 + - > ^7- => í 2 = X 2 - X + 1. Khi đó: 

vl 2 J 4 2 

(l)<=>t 2 -t-l = 0<2»t = —=> 2x 2 - 2x -1 - >/5 = 0 <=> X = ^ - ^ + ■ 


Kết luận: Nghiệm cần tìm của phuơng trình là X = -ỹ, X = “~"~7—■ 

BÀI TẬP RÈN LUYỆN 

BT11. Giải phuơng trình: -y/lOx + 1 + 444-5 = 444+4 + \2x 2. (x e M) 

BT12. Giải phuơng trình: 444 - 5x + 1 - \Ịx 2 -2 = ^3(x 2 - X -1) - \lx 2 - 3x + 4 

BT13. Giải phuơng trình: v'2x i 3 + a/x + 1 = 44x-ĩ + sj2x-3. (x GM) 

BT14. Giải phương trình: (x - l)%/x 2 + 5 + X = X 2 +1. (xeM) 
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BT15. 
BT16. 
BT17. 
BT18. 
BT19. 

BT20. 

BT 21. 

BT 22. 
BT23. 
BT 24. 
BT25. 

BT26. 

BT 27. 

BT28. 

BT29. 

BT30. 

BT31. 

BT32. 

BT33. 
BT 34. 
BT35. 
BT36. 
BT 37. 
BT38. 


Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 

Giải phương trình: 

Giải phương trình: 

Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 

Giải phương trình: 

Giải phương trình: 

Giải phương trình: 

Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 

Giải phương trình: 

Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 


\[x + 2 + 2x —10 = \Ịĩx - 3. (xeM) 

\ 2x 3-sJx = 2x 6. (ret) 

\jểx 2 + 5x +1 - 2sfx4 -X +1 = 9x -3. (xeK) 

X 4- 42x +1 = 1 + 4 X + 2. (x e M) 

4x + 2 + X 2 = \Ỉ3x - 2 + X + 2. (xeM) 

ự4x + l-ự3x-2 = ^i^- (xeM) 

5 

yịếx +1 - \/x + 2 = ^ ■ (x e M) 

5 

9(v'4.V I 1 v3x 2) X I 3. (xeM) 

\ 2x ; + 3x I 5 + ^2x 2 -3x + 5 = 3x. (x e K) 

\ 2x + X + 1 + \Ịx 2 — X +1 = 3x. (x e M) 

ĩ = =\Ì3x + l-l. (xeM) 

v3x • 10 

, x + yỊx + 1 = v3x i 1. (x e M) 

sỊx + 2 

yj9x 2 -8x +1 + 3\/x 2 - x + 1= 8-x. (xeM) 

- +Jx--=x +. 2x~—■ (xeM) 

X V X \ X 


\Ịx-2 + 4^-x = 2x 2 -5x-1. (xeM) 

\ Ỉ 3 x - 2 + a/x -1 + X 4 -5x 3 +12x 2 -15x + 3 = 0. 

\ịx 2 + 12 + 5 = 3x + \Ịx 2 + 5. (x e M) 

\jx 2 +91 = 4x 2 + 7 + ^Ệ-x-4. (xeM) 

4x-3 + 45-x- 2x~ + 7x + 2 = 0. (xeM) 

«v/5x -1 + 4x + 2 + X 3 - 5x 2 + lOx -13 = 0. (xeM) 


4 3 X +1 + Y 2x — • 1 + 4 X + 3 + 2x + X — 5x ~ 3 — 0. 

3x 3 - 17x 2 -8x + 9 + 4$x-2 -47-X = 0. (xeM) 

43x-2 + 4x + 2 + X 4 - 2x 3 - 3x 2 + 8x - 8 = 0. 

X 2 + 9x + 20 = 2v3x- 10. (x e M) 
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BT39. 


BT40. 

BT41. 

BT 42. 
BT43. 
BT 44. 
BT45. 
BT46. 
BT 47. 
BT48. 
BT49. 
BT50. 
BT51. 
BT 52. 
BT53. 
BT 54. 
BT55. 
BT56. 
BT 57. 
BT58. 
BT59. 
BT60. 
BT61. 
BT62. 
BT63. 


Giải phương trình: 

2( * 1) - x + 20. 


(x 

eR) 

(3-sỊ7 + 2x) 2 




Giải phương trình: 

■ 6x -2x + y/x 1 + 1. 


(x 

eR) 

(ý2x 1 1 • 1) 


Giải phương trình: 

. 8 * 3\2x 1+1. 


(x 

eR) 

v'8.v í 1 1 




Giải phương trình: 

(x-4)(\/x + l + 1) 2 =x 2 . 


(x 

eR) 

Giải phương trình: 

('S ịx -\~7 — ’\/x + 3)(l + ^s/x 2 + lOx + 21) = 

= 4. 

(x 

eị) 

Giải phương trình: 

('s/x + 5 — yịx -\- 2)(1 + *\/x 2 + 7 X +10) = 

3. 

(x 

eR) 

Giải phương trình: 

(s/x +1 + l)(v 1 + X + 2x - 5) = X. 


(x 

eR) 

Giải phương trình: 

2x 2 - llx + 21 = 3\j4x - 4. 


(x 

eR) 

Giải phương trình: 

2sj3x -4+X + 2\/5x -4=16. 


(x 

eR) 

Giải phương trình: 

\Jx 2 + 4 = sỊx - 1 + 2x - 3. 


(x 

eR) 

Giải phương trình: 

\/x + 6 + \lx-l = x 2 -1. 


(x 

eR) 

Giải phương trình: 

■n/x 2 " - 2 ẵỊx - (x - 4)4 X - 7 - 3x + 28 = 

0. 

(x 

eM) 

Giải phương trình: 

3%fx 2 +\/x 2 +8 -2 = a/x 2 + 15. 


(x 

eM) 

Giải phương trình: 

sjx + 6 + x 2 = 7 - \Ịx - 1. 


(x 

eR) 

Giải phương trình: 

\Jx + 3 + ự5x + 3=4. 


(x 

eR) 

Giải phương trình: 

sj2x - 3 + \Ị3x + 1 = 2- X. 


(x 

eR) 

Giải phương trình: 

\Jx + 2 + 6 = \Ị5-x -X. 


(x 

eR) 

Giải phương trình: 

^3x + 2 + 3x + x + 3x = 0. 


(x 

eR) 

Giải phương trình: 

*\jx + 4 + \/2x + 7 + x + 8x + 13 = 0. 


(x 

eR) 

Giải phương trình: 

z]2x + 1 + sl2x + 13 + 4x 2 + 44x + 11 7 = 

= 0. 

(x 

eR) 

Giải phương trình: 

^2x + 3 + (x + 2)^x + 3 = •%/ 6 — X — 3. 


(x 

eR) 

Giải phương trình: 

ĩịlx — 5 + \Ì2x — 3 + X 3 + X = 2(x +1). 


(x 

eR) 

Giải phương trình: 

2Ẳjx 2 - 4x - 4 + X = 2sỊx -1 - 4. 


(x 

eR) 

Giải phương trình: 

>/x + X — 4 + V 2x = X + 2. 


(x 

eR) 

Giải phương trình: 

yj—x 2 +X-1 + \/2x -1 + X 2 + X = 2. 


(x 

eR) 
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BT 64. Giải phương trình: X 3 +2x- (x 2 +1)72X - I = s/ĩĩâ - X. (x e M) 

BT 65. Giải phương trình: 7x 3 + X 2 -1 + 77 + X 2 = 3. (xe M) 

BT 66. Giải phương trình: 7x 2 - 10 + \Ịx — 1 + X 2 = X + 1. (x e M) 

BT 67. Giải phương trình: \j3x-5 + 73-X = 2x + 2. (xe M) 

BT 68. Giải phương trình: ^Ị x ~3 + 4x = 7* 3 +3x 2 +2 - 737 (x e M) 

BT 69. Giải phương trình: X 2 + 2x = X\ 4x - 1 + ĩj3x + 2. (x e M) 

BT 7Ỡ. Giải phương trình: X 2 + \Ịx 2 +5x + 5 = 7773 - 3x - 2. (xe M) 

BT 71. Giải phương trình: (72x 2 - 2x +1 + X -1)(1 + 7l + x) = X\[x. (xeM) 
BT 72. Giải phương trình: (x + V)(2\jx 2 + 3 - X 2 ) + 73x 2 + 5 = 5x + 3. (xe M) 
BT 73. Giải phương trình: (2 + 7* 2 -2x + 5)(x +1) + 4x7x 2 +1 = 2x4X 2 - 2x + 5 
BT 74. Giải phương trình: 3y2Ỉ4 - X 3 + \ 9.X - 4x + 4 = 2x + 2\ 4.V - X - 1. 

BT 75. Giải phương trình: \ 2x - 11 - 72x 2 -16x + 28 = 5 - X. (x e R) 

BT76. Giải phương trình: —T + 6 = 2.1 - + —- —-+x 2 . (xeM) 

p 8 477Ĩ V 3x + 2 

BT 77. Giải phương trình: ' +1 = ^— + .) - — Ằ + ^ ■ (xeM) 

7x 2 +2 2 V X + 3 

BT 78. Giải phương trình: 2\ 3x — 2 - 2(x + l)7x + 2 = 3x 2 - 8x - 4. (xe M) 

BT 79. Giải phương trình: (x + 2)4 X +1 - (4x + 3)v’2x + 3 + 6x + 23 = 0. (xe M) 

BT 80. Giải phương trình: (x + 2)73x + 6 - 24 X 2 + X -1 + 3x 2 -10 = 0. (xe M) 
BT 81. Giải phương trình: (x + l)74x + 5 + 2(x + 5)7x + 3 = 3x 2 + 14x +13. 

BT 82. Giải phương trình: (x + 1)72x73 + 2(3x + 1)74x73 = 16x 2 + 14x + 2. 

BT 83. Giải phương trình: 73x77 + 73x77 = 3x 2 - X + 3. (x e P) 

BT 84. Giải phương trình: 72x 2 + 5x + 7 — 73773 + X 2 - X - 3 = 0. (x e M) 

BT 85. Giải phương trình: (x 2 + 3)4 X 2 - X +1 = X 3 + 3x 2 - 4x +1. (xeM) 

BT 86. Giải phương trình: X 2 + X - 777—ĩ = 3 - 7x 3 +x 2 + X + 5. (x e M) 

BT87. Giải phương trình: 5\fx-ĩ + V7.V -8 + 2 = X\ 2x- 1 . (x e M) 

BT 88. Giải phương trình: (x - 1)4X 2 - 2x + 5 - 4x4X 2 77 = 2(x + 1). (xeM) 
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BT89. Giải phương trình: %/2x+~3 • x/x + 5 = X 2 + X- 6. (x e M) 

BT 90. Giải phương trình: (5x - l)\ỉx 3 + 3 = X 3 + 6x 2 - 2x + 3. (xe M) 

BT 91. Giải phương trình: 6xx/x 2 -X - 18vx' — 9x = X 3 - 10x 2 +81. (x e M) 

í p _ í p 

BT 92. Giải phương trình: X - ^ y/l + x + X + ^ yjl-x = X. (xe M) 

V \ 2J 

BT 93. Giải phương trình: 2x + — -1 = \ 4x ’ • 9 + \ 2x 3. (x e M) 

X 

BT 94, Giải phương trình: yỊx + 1 + ị ■ ^ x ^ + ^ x ~ị_ = 3 . (xe M) 

3 (sỊx - 2 +1) 2 

BT 95. Giải phương trình: 3\ 6x' - X - 1 + 46 x + 1 7 = 5 - 8x. (xe M) 

\J2x -1 - 4V3x +1 

BT 96. Giải: (x 2 - lOx + 26) V 4 - X - (x 2 - 2x + 2 )yfx - 2 = X 2 + 3x -18. (x e Ì) 

BT 97. Giải phương trình: (x + 3)(2 + -v/x+"2) = \/2x + 5 + %/sx + 7. (x e M) 

BT 98. Giải phương trình: \ 6 - X + \ 2x - 6 + \/ 6x-5 = X 2 - 2x - 5. (xe M) 
BT 99. Giải phương trình: X 2 •v/x + 3 + 2\j5x-6 = x(\/5x 2 +9x-18 + 2). 

BT 100. Giải phương trình: X 3 + 4x 2 + X + 3 = 2x 2 Vx + 5 + v2x - 13. (x e M) 

BT 101. Giải phương trình: X 3 + 3x 2 + X + 2 = 2x 2 \Ịx + ấ + V 2x “11. (x e M) 

BT102. Giải phương trình: x/3x 2 - 2x + 1 - V2x 2 + 3x - 3 = 2 - X - x/x. (x e M) 

BT 103. Giải phương trình: \fx + x/3-x = X 2 - X -2. (x e M) 

BT104. Giải phương trình: 2sJ(x-ĩ) 3 + \ 3.r’ 2x = \6x’ 7x ! 2x. (x e M) 

BT 105. Giải phương trình: X + 4 - ^x(x + 8) = ( Vx + 1 - Vx-1) 4 . (x e M) 

BT 106. Giải phương trình: ^ x + < ° 4 - =x + \. (xeM) 

-V 1 vX 1 

BT107. Giải phương trình: ,1-—- = 2* + x ■ (xeM) 

V X 1 + X 

BT108. Giải phương trình: (3x 2 - 5x - 6) V 2 X = x/3x 2 -6x-5. (x e M) 

BT109. Giải phương trình: —Ị— = \ 2x 3 - \/x -1. (x e M) 
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§3. GIẢI PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 
BẰNG CÁCH ĐĂT Ẩn phụ 

íY iV tV 

I. Đặt ân phụ đê giải phương trình vô tỷ 

Đặt ẩn phụ là một hình thức đưa bài toán từ tình thế phức tạp sang tình thế 
đơn giản hơn mà đã biết cách giải. Có rất nhiều cách đặt ẩn phụ khác nhau tùy 
thuộc vào đặc điểm của từng phương trình mà ta có thể đặt một ẩn phụ, hai ẩn 
phụ, ha ẩn phụ,... để đưa về phương trình hoặc hệ phương trình. Sau khi đặt 
ẩn phụ, ta cần đi tìm điều kiện cho ẩn phụ. Tùy vào mục đích của ẩn phụ mà ta 
đi tìm điều kiện cho hợp lý (dễ, không gây sai sót). 

II. Một sô dạng đặt ẩn phụ cơ bản thường gặp và phương pháp giải. 


1. Dang 1. 

a.f(x) + b.iậf{x) + c = 0 

(1) 

Nhận dạng: Biểu thức chứa biến trong và ngoài căn thức có mối liên hệ. 

Phương pháp giải: 

• Bướcl. Đặt điều kiện. 


• Bước 2. Đặt t = ạỊf(x) => t n = 

= /(x) thì (1) <=> a.t n + b.t + c = 0 => í => X. 


Đê tìm hiểu kỹ dạng này, ta cùng xét các ví dụ sau: 

Ví du 77. Giải phương trình: 

3x 2 -12x-5n/iũ + 4x-x 2 +12 = 0 (*) 

Phân tích. Nhân thấy nếu đăt t 
căn thức 3x 2 - 12x = -3.(4x - X 2 
Lời giải. Điều kiên: 10 + 4x 

Đặt t = a/iũ + 4x - X 2 > 0 => í 2 = 

(*) 3(10 - f 2 ) - 5í + 12 = 0 <=> ‘ 

= %/l0 + 4x-x 2 >0, thì biểu thức chứa biến sô'ngoài 
có môĩ liên hệ với nhau nên có lời giải sau: 

- X 2 > 0 <=> 2 - \ỊĨả < X < 2 + \ỊĨÃ. 

10 + 4x - X 2 => 3x 2 - 12x = 3(10 - 1 2 ). 

t > 0 

2 <=> t = 3. 

-3f 2 - 5f + 42 = 0 

= 3ox 2 -4x-l = 0<=>x = 2±\/5. 

rong trình đã cho có 2 nghiệm là X = 2 ± \[E. 

Với t = 3, suy ra: sỊlO + ấx-x 2 
Kết luận: So với điều kiện, phr 

Ví du 78. Giải phương trình: (x + 4)(x + 1) - 3\lx 2 + 5x + 2 = 6 (*) 

Phân tích. Nhân thấy nếu đăt t = slx 2 +5x + 2 >0, thì biểu thức chứa biêh sô'ngoài 
căn thức (x + 4)(x +1) = X 2 + 5x + 4 có mối liên hệ với nhau nên có lời giải sau: 


/•ã- Lời giải . Điều kiện: X 2 + 5x + 2 > 0. 

Đặt í = \Ịx 2 + 5x + 2 > 0 => t 2 = X 2 + 5x + 2 => X 2 + 5x = t 2 - 2. 
(*) <=> f 2 - 3f - 4 = 0 <=> í = -1 (loại) hoặc t = 4 (nhận). 
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Với t = 4, suy ra: yx 2 + 5x + 2= 4<=>x 2 +5x-14 = 0<=>x = 2 hoặc X = -7. 



í I 7 

Phân tích . Đôĩ với bài toán có dạng thuận nghịch loại f x±— ;x 2 +—- =0 ta đêu 

\ X X J 

1 ( 1Y 2 1 

có thể giải bằng cách đặt ẩn sô'phụ f = X ± — => í 2 = X ± — = X 2 + -- + 2. 

X \ x ) X 

( ị - 1^7 1 > 

<•&» Lời giải . Điều kiện: X >0, thì (*) c>3 Vx + —7= =2 X + -4- -7 (1) 

V l^Ịx) \ 4xJ 
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ị Lauchy 1 _ 1 'Y 

Đạt t = yX-ị - -Ị= 2 yx • — -ị= — ^2 t —X + — — hl. 

2 yỊx \ 2 4x 4x 


( 1 )» 


3t = 2(f 2 -1) -7 J2í 2 -3í-9 = 0 
/ > \ 2 1 / > V 2 


<=>í = 3. 


Với / - 3 > vx i —ỉ= = 3 <=> 2x-6%/x ! 1 - 0 < > VỸ - <=> X = — ^ • 

2 sịx 2 2 

8 "t" 3 yfj 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có 2 nghiệm là X = —- 



P/iÂM tích . Nhân thầy biểu thức ngoài căn thức là x + 1, biểu thức trong căn thức co' 


chứa x 2 + l. Nẽu chia n/x > 0 đươc \/x + —J=, Jx + —-4 và đặt f = %/x+-)==> f 2 

v.v V -V ■ 4x 

thì sẽ biểu diễn hết theo biến mới t và có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Điều kiện: X > 0. 

• Trưohg hợp 1. Nếu X = 0 thì (*) <=> 2 = 0: sai nên X = 0 không là nghiệm. 

• Trưohg hợp 2. Nếu X > 0, chia hai vế cho \fx > 0, thì: 

I— 1 í ĩ _ _ _ I— l Cauchy ị 

(*) yX -7= + .fx-l-4 -3> 0 (1). Đặt t — y X -1-7= -X 2 t — X -h 2. 

ựx V X ' %Ịx X 

r -—7 „ . Í2 < í < 3 . 5 

<l)«^ = 3-,«Ị“^ 9 = (2 _ 6 «< = X.Suyra ; 

\'x ! ^<>2(vx)’ Õ\X • 2 0<>\X 2 V VX ' < > X 4 V x = 4‘ 

sỊx 2 2 4 

2 1 
Kết luận: So với điều kiện, phương trình có 2 nghiệm X = 4, X = 2- • 



Phân tích . Phương trình có dạng cơ bản \ỈA I V/1 - \ỉc, nhưng ta sẽ không lũy 
thừa lên do sau khi lũy thừa bậc cao nhất của nó sẽ không triệt tiêu và sẽ gây khó khăn 
cho việc giải. Để ý hệ sô' của a, c, (a = 2, c = 5) của 2 tam thức bậc hai ax 2 +bx + c 

trong hai căn thức ở vê'trái bằng nhau, nên ta sẽ chia 2 vê'cho a/x >0 sau khi xét 
X = 0 có phải là nghiệm hay không ? Khi đó đặt ẩn phụ sẽ đưa bài toán vê dạng cơ bản. 
/•ã- Lời giải . Điêu kiện: X > 0. Do X = 0 không là nghiệm nên chia hai vế của 

phương trình (*) cho yfx > 0, ta được: 

(*)•». 2X + - + 8 + . 2X + --4 =6 (1) 

V X \ X 
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^ Cauchy 


Đặtí = 2x + — > 2yl0. Khi đó: (1)<=> yí + 8 +VÍ-4 = 6 

X 


<=> 2f + 4 + lyỊĩt + 8)(í - 4) = 36 <=> \/í 2 + 41 - 32 = 16 - í 

< í < 16 f2^ĨÕ<í<16^ f _ 8 


<=> 


2\; 10 < / < 16 Í2%/ĨÕ < í < 

í 2 + 41-32 = (16-í) 2 [361 = 288 


1“ /— 

Với t = 8, suy ra: 2x + — = 8 <=> 2x 2 -8x + 5 = 0<=>x = ——— hoặc X = —-- 

X 2 2 


Kết luận: So vói điều kiện, phuong trình đã cho có 2 nghiệm là X = 


4±ựó 


Bình luân . Trong rất nhỉêu bài toán, phép đặt ẩn phụ chỉ được xác định khi qua các 
phép biến đôĩ, chẳng hạn: phép chia, phép lũy thừa, phép đông nhất,... Sau đây ta cùng 
xét một vài ví dụ vê loại này. _ 


Ví du 84. Giải phuong trình: X 2 + 2 X Jx - — = 3x +1 (*) 

Học sinh giỏi tỉnh Đông Tháp năm 2011 


Phân tích . Sau khi chia cho lượng x>0, thì phương trình xuất hiện những đại 

T 1 I r „ 

lượng , X - — , X -—, có mối liên hệ với nhau nên sẽ đặt t =. X - — > 0. 

V X X ■ V X 


Lời giải . Điều kiện: 


x + 0 

1 „<=>< 
X- — >0 
X 


X + 0 

X 2 - l >0 ^xe[-l;0)u[l;+oo). 


Chia 2 vế của phuong trình (*) cho X + 0, ta đuọc: 


11 

(*) <=> X + 2jx - — = 3 + — <=> 

X X 


' 1 A 

X- 

V Xy 


+ 2jx---3 = 0 (1) 

X 


„ ¥1 , . 1 í 2 +21-3 = 0 1 = 1 V í = -3 , „ 

Đặt í = Jx - — > 0, thì (1) <» ị <=>•!" <»1 = 1. 

X í>0 í>0 


11 2 + ^/5^ 

Vói í = 1, suy ra: Jx-— =1<=>X- — = 1<»X 2 -X-1 = 0<»X = -—— - 
y xl X X 2 

Kết luận: So vói điều kiện, phuong trình đã cho có 2 nghiệm là X = 


1±S 


Ví du 85. Giải phuong trình: \jx + 8 + 


9x 


- 6yx = 0 


(*) 


\Ịx + 8 

Học sinh giỏi tỉnh Bên Tre năm 2014 
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Phân tích . Nêu chia 2 vế cho sỊx > 0, thì phương trình sẽ tạo ra 2 đại lượng có dạng 

nghịch đảo của nhau là + 8 ^ . Từ đó đặt t = ^ - = T và có 

yx yx + 8 \Ịx \Ịx + 8 t 

lời giải 1. Nhưng để ý, sau khi qui đông và bỏ mẫu ta được lOx + 8 - 6^1 x(x + 8) =0, 

đây là dạng cơ bản \[Ã = B (lời giải 2). Ngoài ra, do hệ sô'trước căn thức là sô'chẵn, 
nên có khả năng đưa vê dạng tôhg các sô'không âm, hoặc A" = B” (lời giải 3). 

Điều kiện: X > 0. 

Lời giải 1 . Do x = 0 không là nghiệm nên chia 2 vế cho sfx > 0, ta được: 

, . _ Jx + 8 , n \fx 

(*)<> V t-9- - 6 = 0 (1) 

\Ịx \X i 8 

Đặt t = + 8 > 0, thì (1) <^> f + Y - 6 = 0 f 2 - 6f + 9 = 0 <=> f = 3. 

\Ịx t 

Vói t = 3, suy ra: -Jx + 8 = 3\fx <=>x + 8 = 9x<=>x = l. 

Kết luận: So vói điều kiện, phưong trình có nghiệm duy nhất X = 1. 

Lời giải 2 . 

(*) <=> lũx + 8 - 6 yjx(x + 8) = 0 <=> 3\Ịx 2 +8x =5x + 4<=>x = 1: thỏa mãn điều kiện. 
Lời giải 3 . 

(*) <=>lũx + 8- 6ựx(x + 8) = 0 <=>(3%/x) 2 -2.(3^/x).^/xT8 + (^/xT8) 2 = 0 
<=> (3 \fx - ựx + 8) 2 = 0 <=> 3 4x = 4x + 8 <=> X = 1: thỏa mãn điều kiện. 


w du 86. Giải phưong trình: X 2 - 3x + 3 = 


„ . „ 4 

4 + 3x - — 

X 


\Jx-l 


(*) 


Lời giải . Điều kiện: X>1. Chia 2 vế của (*) cho X 2 >0, ta được: 
(*)<=> 1-3 


r \ 1 ' 


X X" 


r l 1 ^ 


X X" 


+ 3 


1 1 


X X 


( 1 ) 


fl 1 

11 

(1 

1 p 

1 11 

(1 


| 2 1 , 

r 1] 

1- = 

— - 

— 


= 1- 

— 

— 

<-=>ÍG 


\Ị X X 2 

ụ 

lyX 2 

X 4 ) 

ỵ 4 

^x 

2j 

2 

L 2 J 


(l)<=>l-3f 2 =(4f 2 +3)i<»4f 3 +3f 2 +3f-l = 0<í>(4f-l)(f 2 +f + l) = 0<=>f = ị- 


Ị = 2±> ^ <=>a = 8±4 S- 
X 4 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm phưong trình là X = 8 ± ‘ 


1 1 1 

í 

2 

í 1^1 

p--y = 2<=> 

— 


— 

\f X X 4 





+ - 2 - = 0 <=>- = : 

16 X 4 


Ví du 87. Giải phưong trình: \Ịx - \fx^-l + yfx + •Jx 2 -1 =2 


(*) 
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Phân tích . Nhận thấy 'Ịx-Jx *~1 • yx + Vx 2 -! = J(x - \Jx 2 -1)•(x + 4x 2 - 1) = 1 


và nếu đặt t = \Ịx- yx 2 -1 thì \Ịx + yx 2 -1 = J nên có lời giải sau: 


Lời giải . Điều kiện: 


X -1 > 0 

x-\Ịx 2 -1 >0 


Đặt t = sịx- \Jx 2 -1 > 0, khi đó: (*) <^> f + 2 = 2 f 2 - 2f +1 = 0 f = 1. 

Với t = 1, suy ra: \Ịx - 4jr- 7 = lo \Ịx 2 -1 = X - 1 <=> i < 

[x - 1 = (x - 1) 

Kết luận: Thế vào ( a), suy ra phuơng trình có nghiệm duy nhất X = 1. 


<=>x = 1. 


1 35 

Ví du 88. Giải phuơng trình: 1 + = 22— 


Đ'ê nghị Olympic 30/04/2013 - Chuyên Phan Ngọc Hiển - Cà Mau 


Phân tích . Với điêu kiện X 2 -1>0, thì vếphải dương và để phương trình có nghiệm 
thì cân thêm điêu kiện là X > 0. Lúc này biểu thức trong căn thức có dạng bậc 2, do đó 
ta cân lũy thừa hai vế để tạo ra dạng bình phương khi 2 vế đêu dương, từ đó định 
hướng được phép đặt ẩn phụ và có lời giải 1 như sau: 


Điều kiện: 


X -1 > 0 


<=> X > 1. 


Lời giải 1 . Bình phuơng và đặt 1 ẩn phụ. 


(*)<=> x + — 


(35 Y _ (, X 2 V 2x 2 1225 

V12 J x 2 -l JJZ ĩ 144 


X 4 , _ X 2 1225 , 1N 

<=> —r —- + 2-—fL^=-^V— = Q (1) 

* -1 4x 2 -l 144 

2 Ị 2 1225 

Đặt t = . x > 0, khi đó: (1) <=> < t + 2 ^ 144 0 <=> t = ^ • 

4x 2 [f>0 12 

Với f = => 25\fx 2 ^-ĩ = 12x 2 144x 4 - 625x 2 + 625 = 0 X 2 = — V x 2 = —• 


5 5 

Suy ra: X = +2- hoặc X = ±-~ ■ 

3 4 

, 5 5 

Kết luận: So vói điều kiện, phuong trình đã cho có 2 nghiệm là X = —, X = — • 

Lời giải 2 . Đặt 2 ẩn phụ đua về hệ phuung trình. 
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(*)^>X + -J= = ^ (1). Đặt 
slx 2 -l 12 


u = ■ 


1 


V = - 


\lx 2 -1 




u 2 = 


V 2 = 


X 2 

* 2 ;1 1 i ' 

.9 -.2 

X X 


Suy ra: u 2 + V 2 = 1 và kết hợp với (1) được hệ 


u 2 +v 2 =1 
1 Ị_35» 

M p 12 


(m + ữ) 2 -2mữ = 1 

12 

u + v) = uv 
35 


s 2 -2P = 1 


12 


Đặt s = u + v,p = uv, (S 2 >4 P). Khi đó hệ <=> <! “ '__*=> s = V , p = 2 V 

12S = 35 p 5 25 


7 12 4 3 

Khi đó M, ơ là nghiệm của phương trình: X 2 -Xx + 22^ = 0<=>X = 2Ị v X = X. 

5 25 5 5 

4 3 1 4 1 3 5 5 

Suy ra: u = 2- hoặc u = _ <=> — = 2- hoặc 2- = 2. <=> X = - hoặc X = 22 • 

5' 5x5x5 4 3 

, 5 5 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có 2 nghiệm là X = V , X = 22 • 


w ãíi 89. Giải phương trình: 


5x 8 2x 2 5 n/Ĩ^ 

—— + -r + — - + —1-— 

. 9 ~2 A ..2 ^ 


: X 


X 4-x 


■ + 4 = 0 (*) 


rèr Lời giải . Điều kiện: -2 < X < 2. 


(*)<=> 


4 X 


2 ~\ 


X 4 - X 


. 5 

+ -7 

2 


r 


yfĩ^: 


X V 4-X 


sjể-x 2 x 


+ 2 = 0 


( 1 ) 


, X y4-x 2 ,2 X 2 4-x 2 _ 4 X 2 ,2 , 

Đặt f — (—=== H-, suy ra: í — —-—4--—t“2<=>— r- + —- J — t — 1. 

X 4-x 


■n/Ĩ^ 


X 


X 


4 - X X 


5 1 

(1)<^>Í 2 + 2lf + 1 = 0<=>Í = -2 hoặc í = -2-. 
2 2 


• Vóit = — = + — — = -2 <=> 4 = -2x\Ị4 - X 2 <=> I <>x- \2 

X Ịx 2 (4-x 2 ) = 4 


4Ĩ- 


X 


• Với t = 


•ỊĨ-: 


: + 


\Ịể-x 2 1 


= -^-<^>4 = -ịx%/4-x 2 I 
2 2 Ị 


x<0 

X 4 -4x 2 + 64 = 0 


: VN. 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = -yjĩ. 


27X 125 

Ví du 90. Giải phương trình: —: - - ^ + -T- -14 = 0 

v8x 2 + 25 -V 


(*) 
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Phân tích . Phương trình có dạng tôhg quát \ + = +n = 0 . Khi đó ta thêm 

x \jax 2 + b _ 

, , _ r b , Y mx ax 1 + b X 

bớt dạng: 2 +a + 7 +n-a = Oo--— + m ■ . + n - a = 0. Từ đó 

K x / \jax 2 +b x gax 2 +b 

có phép đặt ẩn t = x = , suy ra: — 2 + k = {- và giải phương trình bậc ba theo t. 
\Ịax 2 + b xt 

Lời giải . Điều kiện: X * 0. 

.. 27X (25 Yì 27X 5(8x 2 +25) n ... 

(*)<=>-==== + 5 Y- + 8 -54 = 0^» + v ---54 = 0 (1) 

\ 8x’ • 25 u ý \ 8x ’ • 25 -V 


r. x . , X 8x +25 1 , 

Đặt t = - ====== ■ - 0, suy ra: ———-= — • Khi đó: 

\ 8x’ I 25 7 X 2 í 2 

(l)^27í + ^--54 = 0^27í 3 -54í 2 +5 = 0-» t-ị (27t 2 -45Í-15) = 0 

t V 3/ 

_ x 1 5 + 3^5 , „ t _5-3y/E 

3 6 6 


• Với t = 2-, suy ra: 


J8x 2 +; 


1 nr 1„ x>0 

■ = -<=> \ 8x + 25 = 3x <=> < „ <^> X = 5. 

3 X 2 = 25 


. ,5 + 3^5 

• Với t = -——, suy ra: 

6 


5 ! 3v5 


<=> (5 + 3y5)y8x 2 + 25 = 6x 


(70 + 30#)(8x 2 + 25) = 36x 2 ^ {(560 + 174)x 2 + 25(70 + 30x 5) = 0 
X 5-3x/5 X 3 3\5 _ ,77 


: VN. 


• Với t = 2——, suy ra: -4-—<»(5-3v5)V8x +25 =6x 

6 \ 8x' ỉ 25 6 


^ [(70 - 30x/5)(8x 2 + 25) = 36x 2 ^ 1(524 - 240\ 5)x ; ' +1750 - 750x/5 = 0 
Kết luận: So với điều kiện, phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 5. 


Ví du 91. Giải phuong trình: 2x 2 - 3x + 7 - 3x/4x + 4 =0 (*) 

Học sinh giỏi Tp. Hà Nội năm 2015 


Phân tích . Phương trình có 1 căn thức và sử dụng Casio tìm được 1 nghiệm duy nhất 
X = 1 nên sẽ có rất nhtêu cách giải. Ớ đây tôi xin được trình bày phương pháp đặt ẩn 
sô'phụ bằng hệ sô'bất định, tức đi tìm các sô' a, b, CEŨ sao cho thỏa mãn đồng nhất 
thức: 2x 2 - 3x + 7 = «.(4x + 4) 2 + Ỉ7.(4x + 4) + c = 16«.x 2 + (32« + 4 b).x + 16« + 4Ỉ7 + c. 

^ ^ Í16fl = 2; 32fl + 4ỉ> = -3 1,7 

Từ đó đông nhất hệ sô thu /iẹ: 4 _ =>« = -,£> = — 7 , c = 12. 

ỗ 16« + 4Ỉ> + c = 7 8 4 
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Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*)«.! (4x + 4) 2 -^(4x + 4) - 3ĩỊĨx + 4 +12 = 0 (1) 

8 4 

Đặt t = \/4x + 4 => í 3 =4x + 4=> f 6 =(4x + 4) 2 . Khi đó: 

(1) <=> 4 í 6 - Ẹ í 3 - 3í +12 = 0 <=> í 6 - 14f 3 - 24í + 96 = 0 (2) 

8 4 

^ (£ - 2) 2 (t 4 + 4£ 3 + 12£ 2 + 18f + 24) = 0 (3) 

_ í í 6 - 14f 3 - 24f + 96 > 0 A .. 

• Nếu t < 0, thì (2) <=> ị : vô nghiệm khi £< 0. 

[í 6 - 14f 3 - 24í + 96 = 0 

• Nếu £>0, thì £ 4 + 4£ 3 +12£ 2 4-18£ + 24 > 0, nên (3) o(t-2) 2 = 0 «■ £ = 2. 

Suy ra: sfĩxĩ-ấ = 2<=>4x + 4 = 8<=>x = l. 

Kết luận: So với điều kiện, phuơng trình có nghiệm duy nhất X = 1. 

Bình luân . Do nhẩm nghiệm X = 1 bằng Casio nên dễ dàng tìm được £ = V 4x ! 4 = 2 
trong cách chia Hoocner của phương trình (2). Hơn nữa, do tính chất nghiệm duy 
nhất nên ta cân đánh giá cụm £ 4 +4£ 3 +12£ 2 +18£ + 24 luôn dương như trên. Bản 
chất bài này xuất phát từ đê VMO -1995: 2x 2 - llx + 21 - 3sfĩx - 4 =0, (x = 3). 

Ví du 92. Giải phuơng trình: X 4 - 2x 3 + X - ^2(x 2 - x) =0 (*) 


Phân tích . Ta có: X 4 - 2x 3 + X = «(x 2 - x) 2 + b(x 2 - x) = flx 4 - 2 ax 3 + (a + b)x 2 - bx và 

ịa = 1 


đông nhất hệ sô'được hệ phương trình: ị -2 a = -2<^ 

a + b = 1 


ịa = l 
\b = -1 


• Từ đó có lời giải sau: 


Lời giải . Điều kiện: x 2 -x>0c=>x<0 hoặc X > 1. 

(*) <=> (x 2 - x) 2 - (x 2 - x) - Vx 2 - x.\2 = 0 (1) 

Đặt £ = Vx 2 - X > 0 => £ 2 = X 2 — X => £ 4 = (x 2 -x) 2 . Khi đó: 

(1) <=> £ 4 — £ 2 — t.\Ị2 = 0 <=> £.(£ 3 — £ — \ 2) = 0 <=> £ = 0 hoặc £ = \Ỉ2. 

• Vói £ = 0, suy ra: \[x 2 -X = 0<tí>x 2 -x = 0<^>x = 0 hoặc X = 1. 

• Vói £ = \Ỉ2, suy ra: \Ịx 2 - X = %/2<tí>x 2 -x-2 = 0<tí>x = -l hoặc X = 2. 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm phuong trình là X = 0, X = ±1, X = 2. 

Ví du 93. Giải phuong trình: (x 2 - 3x + 2) \j3x - 2 - 2x 3 + 6x 2 - 4x = 0 (*) 

Phân tích . Nhân thấy, các hạng tử có mối liên hệ với nhau bởi biểu thức 3x -2 nêu 
biên đổi: (*) <=> x \ 3x 2 - (3x - 2)\/ 3x 2 - 2x 3 + 2x(3x - 2) = 0. Tư'đó ta có thể 
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giải theo 2 cách: môt là chia hai vẽ cho (3x-2)\Ị3x-2, rôì đặt t, hai la'đặt trực tiẽp 
biêu thức t = \Ỉ3x - 2 > 0, để đưa vê phưcmg trình đẳng cẩp bậc ba. 


Điều kiện: 3x-2>0<=>x>7‘ 

3 


(*) <=> X 2 \3x 2 - (3x - 2).\ 3x 2 - 2x 3 + 2x.(3x - 2) = 0 
Lời giải 1 . Đặt một ẩn phụ sau khi chia. 


( 1 ) 


2 . „ ( 2^ 3 


Truờng hợp 1. Nếu X = ^, thì (1) <=>-2 • -7 =0: sai nên x = ^~ không là 

3 , 3 1 3 


nghiệm của phương trình (1). 


Truờng hợp 2. Nếu x> y chia 2 vế của (1) cho (3x - 2)v3x - 2 > 0: 


( 1 )» 


X 

ự3x-2 


- 1-2 


\ 3 

X + l? X 

\Ỉ3x-2 J v3a" 2 


= 0, (2). Đặt t = 


\Ì3x - 2 


> 0 . 


(2) <=> -2f 3 + f 2 + 2f -1 = 0 <=> (f +1) (2f 2 -3f + l) = 0^2f 2 -3f + l = 0^ 


2 - 
í = 1 


Với t = suy ra: . 1 4 ° “ /l " 2 

2 y 7^2 2 


= 7 <=> v3x 2 = 2x <=> 4x 2 -3x + 2 = 0 : vô nghiệm. 


Với t = 1, suy ra: 


3x-2 


= 1 <=> \Ị3x-2 = x<tí>x 2 -3x + 2 = 0<^> 


X = 1 
X = 2 


Kết luận: So với điều kiện, phuong trình đã cho có 2 nghiệm là X = 1, X = 2. 

Lời giải 2 . Đặt một ẩn phụ đưa về phuong trình đẳng cấp bậc 3, hai biến. 
Đặt t = 73x-2 > 0. Khi đó: (1) <=> x 2 f + 2xí 2 - í 3 - 2x 3 = 0 (2) 


Trưòng hợp 1. Nếu í = 0 => \Ị3x - 2 = 0 <=> X = ^ thì (1) không thỏa. 


Trưòng hợp 2. Nếu t> 0 => X > ^, chia hai vế cho (2) cho í 3 > 0, được: 


(2) <=> 


-2 




V t J 


í 


V f y 


+ 2 




V t J 


-1 = 0 


<=> 


->0 

t 


7=1 

t 

X _ 1 

.7” 2 


<=> 


\Ị3x-2 =x 
\j3x-2 = 2x 


<=> 


X = 1 
X = 2 


Kết luận: So với điều kiện, phuong trình đã cho có 2 nghiệm là X = 1, X = 2. 
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Phần tích . Nếu đặt điêu kiện thông thường thì -1<X<1, x^o và đưa X vào căn 
thức đểtriệt tiêu đi mẫu sô'trong căn, nhằm cho bài toán đơn giản hơn thì phải chia ra 
hai trường hợp, rất phức tạp. Nhưng nếu ta đểý biểu thức ở vếphải có thểbiêh đôi: 
X 4 + 2x 3 +2x 2 -2x + l = (x 2 +x) 2 + (x-l) 2 >0, và lúc này để phương trình có 
nghiệm thì cân thêm điêu kiện kéo theo là x 3 +x>0=>x>0 nên đỉêu kiện cuối cùng 
là 0 < X < 1. Lúc đó đưa vào căn thức không cần chia ra hai trường hợp. Ngoài ra khi 

đưa X vào căn thức được vế phải là (x 2 + l)\/x - X 3 , dựa vào nó, ta phân tích biểu 
thức ngoài căn theo biểu thức tích sô': X 4 +2x 3 +2x 2 - 2x + l = fl.(x 2 + 1) 2 + b.(x-x 3 ) 
= ax 4 -bx 3 +2x 2 +bx +1 và đông nhất hệ sô' được a = l, b = -2. Mục đích của việc 
phân tích này là dễ dàng xác định lượng chia để đưa vê phương trình bậc ba. 

Lời giải . Điều kiện: 0 < X < 1. 

(*) <=> (x 2 + lý - 2(x - X 3 ) - (x 2 + l)Vx-x 3 =0 (1) 


(1) <=>1-2. 


X 2 +1 


= 0^0<#^ = -l (loại) hoặc 
X +1 X 2 +1 ' ' X +1 2 


.-- T 1 ( 1 

=>2\lx-x 3 =x 2 +1<^x 4 +4x 3 + 2x 2 -4x + 1 = 0<=>x 2 +-V + 4 X-— +2 = 0 

X V X, 


Đặt t = X -—, suy ra: t 2 = X 2 + —- - 2 nên: (2) <=> f 2 + 4f + 4 = 0 <=> t = -2. 


1_ x 2 +2x-1 = 0 j- 

Suy ra: X — = -2<^>< < > X = \ 2 1. 

X [0 < X < 1 

Kết luận: Phuơng trình đã cho có nghiệm duy nhất X = -Jĩ - 1. 


Ví du 95. Giải phuơng trình: sỊx-x 2 + 6 + ——— = X 2 + X (*) 

X -1 


Lời giải . Tập xác định: D = [-2; 3 ] \ |l| • Khi đó: 

f A \ 

(*) <=> J(3-x)(x + 2) + ——-2 =x 2 +x-2 

U-! ) 

<s> M - x)(x + 2) + 2(3 = (x - l)(x + 2) (1) 

X - 1 

Do X = 1, X = -2 không là nghiệm của (1), nên chia (1) cho (x - l)(x + 2) & 0: 

+ 2- - 1 .tỊ± = l r (2). Đặt t = -l—-.EĨ thì: 
x-ĩ \Ịx + 2 (x-1) X+ 2 x-1 ỵx + 2 


(2)<=>2f 2 + f- l = 0cí>f = -l hoặc t = j-- 
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• Với t = 


— T=“l <=><!- —ír = l-x<=><| 3_r „ <=> 

x-1 ỵx + 2 Ìx + 2 |2-^ = (l-x) 2 * = ■ 


-2 < X < 1 


X = -l 


• Với í = ■ 


-JL.ỄZ£ 1 2 

X — 1 V X + 2 2 



1<X<3 
= z-l<=>1 . 3-x 


4 • ——2- = (x -l) 2 
x + 2 

, .. 1-^5 


•» X = 2. 


Kết luận: So điều kiện, nghiệm phưong trình là X = -1, X = — Y~' x = 2- 

BÀI TẬP RÈN LUYỆN DẠNG 1 

BT110. Giải phương trình: x(x - 4)\/-x 2 + 4x + (x - 2) 2 = 2. (x G □ ) 

BT111. Giải phương trình: (x + l)(x- 3)\j2x -X 2 + 3 = 2-(x-1) 2 . (xeũ) 

BT112. Giải phương trình: (x 2 +1) 2 = 5 - Xsj2x 2 + 4. (x E □ ) 

BT113. Giải phương trình: ^2x 2 + 5x + 2 -2\ 2x + 5x-6 = 1. (xgũ) 

BT114. Giải phương trình: \Jx + l + \Ịx 2 + 4x + 3 = Ậx + 2) 3 . (x E □ ) 


BT114. Giải phương trình: vx + 1 + V X 2 +4x + 3 = y(x + 2) . (x E I ) 

BT115. Giải phương trình: 3\/2x 2 + 2x +12 - 2\ 16x - X 2 - 6 = 6 \Ịx. (x E □ ) 

BT116. Giải phương trình: — j= + 6 + 2\lx = 5x. (x G □ ) 


3 + vx 


BT117. Giải phương trình: 


4-3n/x 


-8 = 3(x + 2%/x). 


BT ĨĨ& Giải phương trình: 10\X + 3 + , ^ x - 13vX = 0. 

yX~\~3 

/“ 5 1 

BT119. Giải phương trình: 5y X H —= 2x + + 4. 

2 sịx 2x 


BT120. Giải phương trình: X 2 + \/x 4 - X 2 = 2x +1. 


BT 121. Giải phương trình: X 2 - 6x + X ■ 



-6 = 0 . 


9 2x 

BT123. Giải phương trình: — + , -1 = 0. 

X 2 \Ỉ2x 2 + 9 


(x GŨ ) 


(x GŨ ) 


(x GŨ ) 


(x GŨ ) 


(x GŨ ) 
(x GŨ ) 


BT122. Giải phương trình: ^4x- Vl6x 2 -9 + V'lx I xTõ.v’ -9 =4. (x G □ ) 


(x GŨ ) 


BT124, Giải phương trình: 2x 2 - llx + 21 - 3\ 4x - 4 = 0. (x G □ ) 

BT125. Giải phương trình: 4(2x 2 +1) + 3(x 2 — 2x)yj2x —7 = 2(x 3 + 5x). (xeũ) 

BT126. Giải phương trình: 5.(8x 2 + llx) = 27.(2x + 1)\. 3.V 2. (x G □ ) 

BT127. Giải phương trình: (x 2 + x) 2 + (x -1) 2 = (x 2 +1 )\Jx-x 3 . (x G □ ) 
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BT 128. 

Giải phuong trình: a/2- X 2 + .(2--Ị r =4-x- — ■ 

V X X 

(xeũ ) 

BT129. 

Giải phuong trình: -5 + —— x + ^ +2 = 0. 

2xyl-x 2 x(l-x) 

(x eũ ) 

BT130. 

Giải phuong trình: X 3 - 3x 2 - 6x + 2(x + 2 )s]x + 2=0. 

(x eũ ) 

BT131. 

Giải phuong trình: \Ị2x - X 2 + 8 4—— = X 2 - X. 

X - 3 

(x eũ) 

BT132. 

Giải phuong trình: X 2 - 7x +1 = 4\/x 4 + X 2 +1. 

(xeũ ) 



Phân tích . Phương trình có dạng tôhg - tích, khi đó ta sẽ đặt t = \Ị?>Tx + \6 - .V > 0, 


suy ra t 2 = (\ 3 í X + \ 6 - .v) = 9 + 2Ậ3 + x)(6 - x), biểu diễn biến X hết theo t. 


Lời giải . Điều kiện: -3 < X < 6. 

Đặt t = \ 3 I X + %/ó-x > 0, suy ra: v (3 ; x)(6 x) = —~ • Khi đó: 


í 2 -9 

(*) <z> í = 3 + — Y~ <=>f z -2f-3 = 0<=>f = -l (loại) hoặc t = 3 (nhận). 

Suy ra: \ 3 I X + \ 6 X = 3 <=> 9 + 2Ậ3 + x)(6 - x) = 9 <=> X = 3 hoặc X = 6. 

Kết luận: So vói điều kiện, phuong trình đã cho có 2 nghiệm X = 3, X = 6. 

Ví du 97. Giải phuong trình: -Jlx + 3 + Vx + 1 = 3x + 2\j2x 2 + 5x + 3 -16 (*) 

P/tÂM tíc/i . Sữí/ khi phân tích %/Ìx^+5xT3^ = ^(2xĨĨXxĨĨ) thì phương trình có 
dạng tôhg - tích. Nếu đặt t = \Ịlx + 3 + \Ịx + l > 0 f 2 = 3x + 2ự(2x + 3)(x + l) + 4, 

thì phần biên số còn lại biểu diễn được hết theo t và có lời giải sau: 

Lời giải . Điều kiện: X > -1. 

Đặt t = v2x • 3 + n/x + 1 > 0 suy ra: t 2 = 3x + 2^j(2x + 3)(x + 1) + 4. 

(*) <=> t = t 2 - 20 <=> í 2 — t - 20 = 0 <=> í = 5 (nhận) hoặc t = -4 (loại). 

Suy ra: yjlx + 3 + \fx +1 = 5 <=> 3x + 4 + 2Ậ2x + 3)(x +1) = 25 
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„ „„ „ í-1 < X < 7 

<=> 2y/2x + 5x + 3 = 21 — 3x <=> < * ' _ _ <=> X = 3. 

Ịx 2 -146x +429 = 0 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 3. 

Ví du 98. Giải phương trình: 3\2 ! .V - 6\2 -.V + 4^4 -X 2 = 10 - 3x (*) 

Đại học khôi B năm 2011 

Phân tích . Phương trình có dạng hiệu - tích, nêu ta đặt t = \ 2 I X - 2y2 -X, suy ra: 

f 2 = 10 - 3x - 4^4 - X 2 sẽ biểu diễn hết các hiên còn lại theo t và có lời giải sau: 

<•&» Lời giải . Điều kiện: -2 < X < 2. 

(*) < > 3(\ 2 ! .V 2\ 2 — v) 10-3* 4\ 4 "v’ (1) 

Đặt / - \ 2 I X 2\-2 -X, suy ra: / (\2i.v 2\2~) 10 3x-l\ị — v’. 

(1) <=> 3t = t 2 <=> t = 0 hoặc t = 3. 

• Với t = 0, suy ra: \2 I X = 2\2 X <=>2 + x = 8-4x<=>x = ^- 

5 

• Với t = 3, suy ra: \ 2 I X l\Ịl - X + 3 có I ^ ^ + x ~ 2 ,Vxe|~-2;2l 

,17’ 2x 2 X í 3 > 3 

nên phương trình sẽ vô nghiệm khi t = 3. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = ^ • 

5 

Ví du 99. Giải phương trình: 3.(\2x I 1 + \fx - 2x +11) = 4\2x’ ! X (*) 

Phân tích . Phương trình có dang tôhg - tích: \2x I 1 I sỊx, y/2x 2 + X = Ặ 2x + l)x. 

Do đó ta sẽ đặt t = \i2x + ĩ + \[x và có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Điều kiện: X > 0. 

(*)«. 3.(y/2x +1 + 4õc) = 2.(3x + 2\Ịlx 2 + x) - 33 (1) 

Đặt t = V 2x ! 1 + \[x > 0, suy ra: f 2 - 1 = 3x + 2sj2x 2 +x. 

7 

(1) <=> 3 1 = 2(í 2 -1) + 33 <=> 2f 2 - 3f - 35 = 0 <=> f = 5 (nhận) hoặc t = ~2 (loại). 

Suy ra: \2x • 1 + y/x = 5 <=> 3x +1 + 2\2x ; + X = 25 <=> 2\2x' ỉ X = 24 - 3x 

ío < X < 8 ío < X < 8 

^ [4(2x 2 + x) = (3x - 24) 2 ^ |x 2 - 148x + 576 = 0 ^ x = 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là X = 4. 

Ví du 100. Giải phương trình: X + yĩ- X 2 =2 + 3x\4-x 2 (*) 

Đ'ê thi thử Đại học 2013 - THTP Ngô Gia Tự- Bắc Ninh 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 

Phần tích . Phương trình có dạng tôhg - tích, khi đó ta sẽ đặt t = tôhg sẽ có lời giải 1. 
Còn nếu đặt y = \fĩ-X 2 >0 sẽ đưa được vê hệ đối xứng loại I và có lời giải 2. 

Điều kiện: 4 - X 2 > 0 <=> -2 < X < 2. 

✓ã- Lời giải 1 . Đặt t = tổng để giải phương trình bậc 2 với ẩn t => X. 

Đặt t = x + \Ia~x 2 , suy ra: f 2 = 4 + 2x^4 -X 2 <=> X\ỊÃ - X 2 = t • 


(*)«í = 2 + 3 


í 2 -4 


<=> 3í 2 - 2t -8 = 0 <=> t = 2 hoặc f = -2- • 


Với t = 2, suy ra: X + 4Ĩ--X 2 = 2 <=> 4^-x 2 = 2 - X <=> 


\-2<x<2 
Ì2x 2 -4x = 0 




x = 0 
X = 2 


• Với t = -^, suy ra: \ 4 V 2 " “ .V < > 


-2<x<-ị -2-ylŨ 

3 <=> X = - 

9x 2 + 12x-10 = 0 


Kết luận: So điều kiện, nghiệm phương trình là X = 0, X = 2, X = 

/h” Lời giải 2 . Đặt ẩn phụ đưa về hệ đối xúng loại I. 

r -r Ịx 2 + i/ 2 =4 \{x + yf -2xy = 4 

Đặt y = y4 - X >0, suy ra: - <=> < 2 2 

1X + y = 2 + 3x1/ 1X + y = 2 + 3x1/ 


-2-V 


<=> • 


ị (2 + 3xy) 2 - 2x1/ -4 = 0 j 9(xy) 2 + lOxy = 0 ^ j xy = 0 
[x + y = 2 + 3x1/ 


<=>5 

X + y = 2 + 3 xy \x + y = 2 


V < 


xy = - 


10 


X + \J = - 


<=> • 


Ị X = 0 J X = 2 
í ỉ/= 2 v ly = 0 


V < 


X = ■ 


y=- 


-2 + 4 Ũ 

~3 

- 2-4 


V / 


<0(L) 


X = - 


y=- 


-2-y 

3 

-2 + V 


Kết luận: So điều kiện, nghiệm phương trình là X = 0, X = 2, X = 


2 vTĨ 


Lời giải 3 . Đặt ẩn phụ đưa về hệ và giải bằng phương pháp thế. 

x-2 


Đặt i/ = ^4-x 2 >0, suy ra: \ x + y <=> i 

[x + y = 2 + 3xi/ 1 


y = 


X 2 + 


■ > 0 
3x-l 

^ X - 2 


v 3x-ly 


= 4 


'1' 

XJ=- 

V 3 y 


<=> x(x - 2)(9x 2 + 12x -10) = 0 <=> X = 0, X = 2, X = 


-2 ± 
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x = 0, X = 2 

, ' x-2 

Kết luận: So với điều kiện và thay vào y = 2-— > 0, nghiệm là _2 _ ỰĨ 4 • 

3x — 1 X =--- 


1 1 

Ví ĩỡĩ. Giải phuong trình: — + - = 2 


Phân tích . Đặt đỉêu kiện, qui đông, bỏ mẫu thì (*)<=> V2 - X 2 + X = 2xy2 - X 2 sẽ írở 

hề đạ/iy cơ bản tôhg - tích như trên và có các lời giải chi tiết như sau: 

Tập xác định: /) ( \ 2; v'2) \ Ị()Ị • Khi đó: (*) <=> yjĩ -X 2 + X = 2x\ỊĨ-X 2 (1) 

<•&» Lời giải 1 . Đặt t = tổng để giải phưong trình bậc 2 với ẩn t => X. 

Đặt t = \Ị2-x 2 + X, suy ra: t 2 = 2 + 2xy2 -X 2 <=> 2x\ 2 -X 2 = í 2 - 2. 

(l)<=>f = f 2 -2<=>f 2 -f-2 = 0<=>f = -l hoặc f = 2. 

TT ,. , „ r-T „ Íx<-1 -1-J3 

• Với t = -l, suy ra: y2-x = -1 - X <=> < _ „ _ <=>x =-—— • 

Ì2x 2 +2x-1 = 0 2 


• Với t = 2, suy ra: \Ị2-X = 2-x<=><_ „ _ <=>x = l. 

2x 2 - 4x + 2 = 0 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phuơng trình là X = 1, X = 
-ộ" Lời giải 2 . Đặt ẩn phụ đưa về hệ đối xúng loại I. 


1 vo 


Đặt y = V 2 - X 2 >0, suy ra: 


X 2 + y 2 = 2 1 (x + y) 2 - 2xy = 2 


<=>i ' 

X + y = 2 xy 1 X + y = 2 xy 


í 1 r 

Í 2 (zy) ! -:<y-l = 0 r*y = l v Jcy = -i í* = l v 2 

[*+ị/ = 2xj/ [x + ;/ = 2 r + l( __, ly = 1 -1 + % Í 

“ y — 2 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phưong trình là X = 1, X = 


1 c3 


Lời giải 3 . Đặt ẩn phụ đưa về hệ và giải bằng phưong pháp thế. 


Đặt y = \Ị2 - X 2 >0, suy ra: 


= * > 0 

\x 2 +ỷ- = 2 y 2x-l f l 2 ! 

1 „ <=>í / n2 , X^T- 

[x + y = 2xy 2 X ) ^ 2 ; 


X + —— =2 

2x -1 , 


•2x -2x -3x + 4x-l = 0<=>(x-l)(2x -3x + l) = 0<=> -1±\Ỉ3' 

X =-—-— 

2 
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X 1 \Ị 3 

Kết luận: So với điều kiện và I/ = ——— > 0, nghiệm là X = 1, X = -- - 

9 2x-l 2 

Nhân xét . Dạng tôhg quát của hai ví dụ này là ax + \Ịb -a 2 x 2 =c + dxslb - a 2 x 2 . Khi 

ĂẢ 'ì à: _ 7X ãXl l __ , . lũ „ 2,,2 . lũ „ 2,2 _ t ~b 


đó, ta CÓ 2 hướng đi thường gặp, một là đặt t = ax + \Jb - a X => xsỊb - a X = —y-, 

sẽ thu được phương trình bậc hai theo biên t giải được, từ đó tìm biến X. Hai là đặt 

ẩn phụ y = \jb-a 2 x 2 > 0, suy ra hệ ị a x + y b và giải hệ này theo 2 cách khác 

[ax + y = c + dxy 

nhau, đó là hệ đối xứng loại I (đưa vê tôhg tích) hoặc giải bằng phương pháp thế. 


Ví du 102. Giải phương trình: x 3 + Ậ 1 - X 2 ) 3 = xs/2 - 2x 2 (*) 

Đê nghị Olympic 30/04/2014 - THPT Chuyên Hoàng Lê Kha - Tây Ninh 


Phân tích . Nhận thấy phương trình có dạng tích x.yl-x 2 nhưng thiếu tôhg. Đểý, 


nếu đặt t = x + 7l - X 2 , suy ra 


í 2 = 1 + 2xy 1 - X 2 => xyl - X 2 = - 


, lúc 


t 3 =x 3 + 7( 1-x 2 ) 3 +3xyl-x 2 .(x +yl-x 


í 2 -l . -í 3 + 3f 


đó có: X 3 + 7( 1 - X 2 ) 3 = í 3 - 3 —■ t = ———; xy2 - 2x 2 = _ và các biến biểu 

■ 2 2 72 

diễn hết theo t. Hằng đẳng thức thường sử dụng là: (a + b) 3 =a 3 + b 3 + 3ab(a + b). 
Điều kiện: -1 < X < 1. 

Lời giải 1 . Đặt t = tổng để giải phương trình bậc 3 với ẩn t => X. 

nxt 1 , . /ĩ u „„„ /õ 3 _ ^ 1 „3 , „,2 N 3 + 3f 


Đặt í = X + yl- X , suy ra: XV 2 - 2x = —— và X + 7(1 - X ) = - 
Ta có: t = l.x + = 7^ í e r 


(*)«■ 


-t 3 +2t t 2 -l 


ĩ < ^7¥.477ĩ^7=^^te[-i;S. 

<^>-t 3 -St 2 t 3/i V2 ()<>(/ \2).(/ : ' I 2v2/ i 1) 0 


<-> / - \ 2 (nhận) hoặc / 1 \ 2 (nhận) hoặc / - 1 \ 2 (loại). 


Với t = 72, suy ra: 


L - X - \ 2 X < > 


2x - 272x + 1 = 0 


• Với t = 1 - yỊĨ, suy ra: 7l - ? - 1 \ 2 X < > X - 


1-72 - 7272-1 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm là X = —^~, X = — 
-•&» Lời giải 2 . Đặt ẩn phụ đưa về hệ đối xúng loại I. 


1-72-7272-1 


80 







khangvietbook.com.vn - ĐT: (08) 3910 3821 - 0903 906 848 


Đặt y = sỊl-x 2 > 0, suy ra: 


X 2 + y 1 =1 ị(x + ỳf - 2 xy = 1 


+ y 3 = xysỊĨ (x + y) 3 - 3 xy(x + y) = 


ịs = x + y . .. \s 2 — 2P = 1 p = ^— 1 

Đặt r *, (S 2 > 4P) thì hệ <=> „ 2 

ự = x y s 3 - 3PS = Py2 C 3 , Kc 2 


s 3 + sịĩs 2 3.S' \ 2 0 


x + t/ = 
Suy ra: 1 


p-S -1 s = ự: 

2 <=>< 1 
(S \ 2)(S 2 • 2\ 2S -1) 0 [ p= 2 

ịx + y = 4 2 


p = ị l p = !- 


S = l-V2 


X + y = l-yỊĨ >/2 1-42-4242-1 

1 — => X = ——, X =-- -7 - 

XI/ 1 \ 2 2 2 


/v'-|/v / 4 . V\ 1 A. ^ 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm là X = ~Y' x = 


1-V2-V2V2-1 


Ọ — 2ĩ 4r + 3 13 

Ví du 103. Giải phuơng trình: J = — 

4Ĩ--X 4Ĩ4ĨĨ 2 


Lời giải . Điều kiện: -2-<x<4. 

<.)«1±3Í^ + ííĩìịỊì?-ỉ 5«. 1 + 2jn + VEŨ + --i_-? 

y4 - X y4x + 1 2 y4-x y4x + 1 2 

/ . # . 2 V4 — X + •%/4x + 1 15 ... 

< w’ (2y4 — X + "V 4x +1) H , — , :— — —- (1) 

y4-x.y4x + l 2 

Đặt / = 2%/4-x + \ 4x i 1, suy ra: f 2 = 17 + 4\4-.v.\ 4x I 1 

«■ n/4-xn/4x + 1 = ~ ĩ7 > 0 => f > 4Ĩ7. 

4 

_ Cauchy-Schwarz , 1 _ _ 

Mà: t = Wl6-4x + l.v lx I 1 < 4l 2 + 1’ .J(V 16-4x) 2 + (vĩxTT) 2 = ■n/34. 


_ L.aucny-2>cnwarz , « _ _ 

Mà: f - u 16 4x I l.vlx I 1 < vl' I l’.ý(vh> 4x) : ’ I (ự4x i 1)’ v 34. 

Do đó điều kiện của t là í e V 17 ; -n/34 • 

(l)ot + -7——— = ặ <=> 2f 3 - 15f 2 - 26í + 255 = 0 <=> t = 5. 
í 2 -17 2 

Với t = 5, suy ra: 2\ 4-x + V4x -• 1 = 5 <=> 4a~x ■ 44x + ĩ = 2 <=>4x 2 - 15x = 0 

<=>x = 0 hoặc x = ^- 
4 

, 15 

Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có 2 nghiệm là X = 0, X = 2V • 
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Nhân xét . Trong rất nhỉêu bài toán, dạng tôhg - tích hoặc hiệu - tích chưa xuất hiện 
hoặc khó thấy mà qua một vài phép biến đôì mới phát hiện được. Hơn nữa trong một sô' 
trường hợp ta cần tìm đỉêu kiện chính xác thì việc giải phương trình bậc cao sẽ dễ 
dàng, đặc biệt là phương trình chứa tham sô'. Cách tìm miên chặn hiệu quả nhất là tìm 

GTLN, GTNN của t = 2sJĨ -X + + 1, (xem t là y) bằng phương pháp hàm số. Ở 

trên tôi đã sử dụng BĐT Cauchy - Schwarz dạng: ax + by< \ja 2 +b 2 ■ yjx 2 + y 2 . 


BÀI TẬP RÈN LUYỆN DẠNG 2 

BT133. Giải phương trình: \fx + 2 + yịE - x + ự(x + 2)(5-x) = 4. (x e □ ) 

BT134, Giải phương trình: \lx-2 - \ix ì 2 = 2\Ịx 2 -4 - 2x + 2. (x e □ ) 

BT135. Giải phương trình: 2(yfx + 3 + vlũ -x) - \ 30 + 7x - X 2 =4. (xeO) 
BT136. Giải phương trình: v2x • 3 + SỈA-X = 3x + 6v3.v -2.v I 12 - 23. 

BT137. Giải phương trình: \Í5 + 2x + 4 ĩ ỡ-2x + 5 = 3\ 25 - 4x 2 . (xen) 

BT138. Giải phương trình: 3(\/x + 7 + \6 x) - 2 sJ-x 2 - X + 42 -3 = 0. (x e □ ) 


BT139. Giải phương trình: v3x-2 + \Ịx-l = 4x-9 + 2\3x' 3x - 2. (x e□ ) 
BT140. Giải: (13- 4x)\/2x - 3 + (4x -3)v3- 2x = 2 + 8\l;16x- 4x 2 -15. (xeũ) 
BT141. Giải phương trình: 7 \ 3x — 7 + (4x - 7)^7 — X =32. (x e □ ) 

BT142. Giải phương trình: \- 3.v i 1 + (4 - 3x) • -t- + ^4-3x =5. (x e □ ) 

V 4 - 3x 

BT 143. Giải phương trình: 13x - 20\ 5x - 3x 2 + 2 + 4V*3x + l + 10\2 X - 9. 

BT 144. Giải phương trình: (2 + \1 x’)(\ l-x + \ 1 I x) = 4\ỊĨ- X 2 -2x 2 + 2. 


BT145. Giải phương trình: X + \f 5 --x 2 = 5x^5 -X 2 -7. (x e□ ) 

BT146. Giải phương trình: X + \ 26 -X 2 + ,V\ 26 -X 2 =11. (xeũ) 

BT147. Giải phương trình: 2x + \fE - 4x 2 = .vv 5 -4x ; +2. (x e □ ) 

BT148. Giải phương trình: 3x + \ 10 - 9x 2 = 5 - X%/ĨÕ - 9x 2 . (x e □ ) 

BT149. Giải phương trình: X + \ỊĨ7 -X 2 + xv l7 - X 2 =9. (x e □ ) 

BT150. Giải phương trình: 2x 2 + X + \lx 2 +3 + 2x Vx 2 + 3 =9. (x e □ ) 

BT151. Giải phương trình: X ■ n/35-x 3 • (x + \J 35 -X 3 ) = 30. (x e □ ) 

BT152. Giải phương trình: . + . = 7 ■ (x e □) 

V 5-x s/5 + x 3 

_ 1 + x 1 — X 4 

BT153. Giải phương trình: , = + —p= = — ■ (xen) 

V17 4x V17 • 4x 5 
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Nhận dạng: Chỉ số căn thức lệch bậc hoặc đồng bậc cao. 

Phương pháp giải: 



= a-f(x) 
= b + f(x ) 


=> 


[ li" +v m =a + 
[a u + p v = c 


b 


suy 


ra u, v^x. 


Đê tìm hiểu kỹ dạng này, ta cùng xét các ví dụ sau: 



/•ã- Lời giải . Điều kiện: 2.ĩ + 8>ũox> -4. 
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_ \u = ịl7-16x ịu 3 =7-16x \u 3 =7- 16x 

Đặt ị ——1 <=> \ , o \ 

V = 4 2x + 8 >0 \v = 2x + 8 8u 2 = 16x + 64 


h 3 +8v 2 =71 ( 1 ) 


Từ phương trình (*) <=> u + 2v = 5 

5-li 

... , ịu 3 +8v 2 =71 ' 

(1)/ (2) =>] ° <=> 1 
\u + 2v = 5 


( 2 ) 


= - 


« 3 + 8 ■ 


r 5-u^ 




V 2 , 


= 71 


5-11 


V = —-— 

2 

u 3 + 2u 2 - 20u -21 = 0 


<=>« 


5-11 


V = - 


2 

(u + l)(u 2 + u- 21) = 0 


M = -1 

«• " v < 
V = 3 


u = - 


-1 + 485 
~2 
ll->/ 


„_-l y 85 


= - 


V < 


ỉ/ = 


V = - 


2 

11+ >/85 
~4 


ÍM = -1 U/7-16* =-l 

• Với , suy ra: -1 <=> 1 

lr’ = 3 \4 2 x + 8=3 


• Với 


-1 + 485 

u =——-— 

2_, suy ra: 

11-485 

V = --— 


• Với 


4 

-1-485 


J7 - 16x = 


1 

x = — 1 

2 _ „ _ 1 
t <=> X = — • 
1 2 
X = — 

2 


-l + v 


2 .... 39 - 

<=> X = 


+ 8 = 


11 - 


16 


u = -—— 

2 _, suy ra: ■ 

11 + V85 

V = ——— 


’ -16x = 


4 

1 \8a 


2 .... 39 + 

<=> X = 


+ 8 = 


11 + 


16 


1 39 _|_ 2 2 

Kết luận: So điều kiện, phương trình có 3 nghiệm là x = 2 ' x = — 16 - 

Nhân xét . Sau khi đưa vê hệ phương trình cơ bản giải bằng phương pháp thế, ta nên 
chọn việc rút u theo V hoặc V theo u sao cho khai triển hằng đẳng thức bậc 2, không nên 
khai triển hằng đẳng thức bậc 3, khá phức tạp. _ 


Ví du 106. Giải phương trình: l43x-2 + 3\6 • 5x -8 = 0 (*) 

Đại học khỐỈA năm 2009 


/&■> Lời giải . Điều kiện: 6-5x>0<=>x<^- 


u = v3x - 2 


Đặt 


V \ 6 5x > 0 


\u 3 =3x-2 Í5w 3 =15x-10 
<=>< „ 

n 2 =6-5x 3n 2 =18-15x 


5 u 3 + 3v = 8. 
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Kết hợp với đề bài được hệ phương trình: 


2« + 3v - 8 = 0 
5w 3 + 3v 2 =8 


8 - 2 « 


15« + 4« - 32« + 40 = 0 


« = - 2 


» = - 2 


suy ra: 


1^3%-2 =-2 Í3x-2 = -8 Jx = -2 

jự6-5x =4 < ^[6-5x = 16 < ^ịx = -2 


<^> * = - 2 . 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = -2. 













Tư duy sáng tạo tìm tòi lời giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. LỄ Văn Đoàn 


\u = yx 2 -l \u=x -1 \v 3 ~u 3 = 19 \u = 5-v 

Đặt ị —_ <=> 1 " => 1 <=><+, „2 

v = ự x 2 _|_ 18 ơ 3 =x 2 +18 Ị« + u = 5 12ữ 3 - 15u 2 + 75« -144 = 0 


\u = 2 \Ụx 2 -l = l IX 2 -1 = 8 , „ [x = -3 

<=> i _ , suy ra: 1 ,_ <=> < „ <=> X= 9 <=> _ ■ 

ừ = 3 1^18=3 Ịx 2 +18 = 27 L* = 3 

Kết luận: Phương trình đã cho có 2 nghiệm là X = -3, X = 3. 



w du 109. Giải phương trình: ị/56-x + ịjx + 41 = 5 



Lời giải . Điều kiện: -41 < X < 56. 

u = v56-X >0 [w 4 =56 -x [« 4 + « 4 =97 [(« 2 + « 2 ) 2 -2 (uv) 2 =97 


Pặt __ <»1 _=>< 

[« = yx + 41 > 0 [ữ = X + 41 [u + v = 5 [w + « = 5 

Í2(w«) 2 -100(««) + 528 = 0 r«« = 44 J«« = 6 J« = 3 J« = 2 

ịu + v = 5 Ị« + V = 5 Ị« + V = 5 [ữ = 2 Ịơ = 3 

TT ,. \u = 3 Í56-x = 81 íx = -25 

• Với 1 , suy ra: 1 ,,<=>< __<=>x = -25. 

\v = 2 7 X + 41 = 16 X = -25 


\u = 2 

• Với < , suy ra: 


- X = 2 56 - X = 16 X = 40 


• Vơi \ , suyra: < , _ <^><Ị <=><; <^>x = 40. 

1» = 3 [%/x + 41 =3 [x + 41 = 81 Ịx = 40 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có 2 nghiệm X = -25, X = 40. 



Ví du 110. Giải phương trình: ịfx + 8 + ịỊx-7 = 3 



Lời giải . Điều kiện: X > 7. 

u = \jx + 8 >0 Ịu 4 = x + 8 [m 4 -« 4 =15 [(«-«)(« + «)(w 2 +zt) = 15 


tlặt 1 ,_ <=>1 , _=>! „ <=>< 

[« = yx - 7 > 0 [v =x-7 [u + v = 3 [« + ữ = 3 

|(w-«)(« 2 +v 2 ) = 15 Jữ=3-« [» = 2 

° j« = 3 - u ^ |4h 3 - 18« 2 + 36« - 32 = 0 ^ \v = 1 

Ím = 2 íựx + 8 =2 íx + 8 = 16 íx = 8 

w [^7=1 1*-7 = 1 1* = 8 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 8. 


Ví du 111. Giải phương trình: ĩ]3 - X ■ (\lx + 2 +1) = X + 1 


Lời giải . Điều kiện: x + 2>0<=>x>-2, suy ra: \Ịx + 2 +1 >0. Khi đó: 

(*) < > v3-X Ì2^^JZ^ = i^± lzMẾ^^> =4xĨ2-l 

yx + 2 +1 \X ị 2 • 1 's/x + 2+1 


X = V X + 2 — 1. 
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^ ịn = ịỊ3-x ịu 3 = 3-x ịu 3 +v 2 =5 ịv = u + l 

'\v = sỊx + 2>0 \v 2 =x + 2 \u = v- 1 \u 3 +v 2 + 2w-4 = 0 

[v = u + l \u = 1 Íự3-X = l 

Ị(ỉ/-l)(ỉ/ + 2u + 4) = 0 Ịơ = 2 ịựx + 2 =2 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 2. 















Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. LỄ Văn Đoàn 




\v = 3-u ịu = l , w \u = 2 

, „ <^>1 „ hoặc \ 

\(n -l)(u - 2)(2u 2 -6u + 32) = 0 lơ = 2 \v = ĩ 


• Với 


• Với 


[ u = 1 

I V = 2' 


\u = 2 

\v = l’ 


suy ra: 


ỉ 3- 


x-2 


= 1 




í 14 + - 


x-2 


= 2 


3-- 


1 


x-2 1 5 

<=> X = ^ • 
1 _ 2 
14 H—-— = 16 


suy ra: 


ỉ 3-- 


x-2 


= 2 




í 14 + - 


x-2 


= 1 


3-- 


x-2 


1 


= 16 „ 

*- 2 

14+ —1— = 1 13 

x-2 


Kết luận: So vói điều kiện, phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất x= 2 

Nhân xét . Hình thức của 3 ví dụ này cũng tương tự như các ví dụ trên nhưng mang 
tính chất "giấu mặt". Khi đó ta cần biến đối khéo léo đẳng thức cũng như sự kết hợp 
tinh tế các biểu thức liên hợp để đưa về dạng: a ■ dã - f(x) + p • ’db + f(x) = c. 


BÀI TẬP RÈN LUYỆN DẠNG 3 

BT154. Giải phuong trình: 2\ 3.v + 7 - 5.\Jx - 6 =4. (x G □ ) 

BT155. Giải phuong trình: 2\ (ì ••• 5.V + 3v7 6x =5. (xeO) 

BT156. Giải phuong trình: 4.v 2.v -1 - \Ỉ7x + 2 =1. (x G □ ) 

BT157. Giải phuong trình: 4>/5x - 4 + V 10 -9.V =5. (x G □ ) 

BT158. Giải phuong trình: y/E - 4x + ijx + 7 = 3. (x G □ ) 

BT159. Giải phuong trình: \ 24 t X + V 12 " .V =6. (x G □ ) 

BT160. Giải phuong trình: \ 3 - 2x + sỊE + 3x =3. (x G □ ) 

BT161. Giải phuong trình: 2\l : l-x 2 + \l'\ -X 2 =3. (x G□ ) 

BT162. Giải phuong trình: \jl-x + %/l + x = 2. (x G□ ) 

BT163. Giải phuong trình: 2v 3x 8 + 3\ 22 - 2x = 12. (x G □ ) 

BT164. Giải phuong trình: ịỊ5-x + ịỊx-1 = y/ĩ.. (x G□ ) 

BT165. Giải phuong trình: y/5-x + sll2 + x =3. (x G □ ) 

BT166. Giải phuong trình: \Ja7 -2x + ị]35 + 2x =4. (x G □ ) 

BT167. Giải phuong trình: 4x-l + \Ịx 2 -2x + 5 =2. (x G□ ) 

BT168. Giải phuong trình: \Jx 2 + X + 2 + yỊĩx 2 + 2x - 3 = 3. (x G □ ) 

BT169. Giải phuong trình: v3 2x.(2\3x 2 +1) = 3(4x-3). (x G□ ) 
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BT170. Giải phương trình: 3\J3x - 2.(7 + V4x - 3) = 26 - 2x. 


8-5x 


BT171. Giải phương trình: V 4 -3x = 


r & 2 + yf5x~-Ã _ 

BT172. Giải phương trình: yj3x +1 + \4xT7 = 2vx •*-1. 

BT 173. Giải phương trình: sị9x + 4 + \j3x-2 = 2\h + 6x. 

BT174. Giải phương trình: yỊx^ĩ-ĩ 2x+~3 = ịỊx 2 - 3x-i-3 + \fx. 

BT175. Giải phương trình: + 2x +13 = ịịx + 3 + \/3x-x 2 +8. 

BT176. Giải phương trình: s[x - 4x 3 + 6 + \[x - X 3 + 3 = 2\fx + 2. 

DT , 177 _. 5 , Jx 2 +4x + 17 Ịểx 2 -5x + 26 

BT177. Giải phương trình: 4 ————— = 1 + 4 —-— — — 

V X -x + 17 V X -x+7 


(x eũ ) 
(x eũ ) 

(x eũ ) 
(x eũ ) 
(x eũ ) 
(x eũ ) 
(x eũ ) 

(x eũ ) 


4. Dang 4 . Ịg-VÃ* + b-4 ^B+c-sĨb 2 =Õ 
Phương pháp giải: có 2 hướng xử lý 

• Hướng 1. Đặt 2 ẩn phụ u = \fÃ, V = sỊb, đưa về phương trình đẳng 

cấp bậc hai dạng a.u 2 + b.uv + c.v 2 = 0. 

• Hướng 2. Chia trực tiếp cho lượng khác 0, chẳng hạn s/B 2 X 0, để 

_ f m 2 IX 

được phương trình bậc hai dạng: a • "1— + b ■" — + c = 0. 

ỵ B V B 


Đê tìm hiểu kỹ dạng này, ta cùng xét các ví dụ sau: 


Ví du 114. Giải phương trình: 4 • ^Ị(x + 2) 2 - 7 ■ V 4 - X 2 + 3 ■ %J(2 - x) 2 = 0 (*) 
Tập xác định: D = □ . 


Lời giải 1 . Đặt 2 ẩn phụ đưa về phương trình đẳng cấp bậc hai. 

Đặt u = \Ịx + 2, V = \J2-X. Khi đó: (*) <=> ấu 2 - 7uv + 3v 2 =0 (1) 

Do X = 2 không là nghiệm của (*) nên xét XX 2, suy ra: V = %/2-x X 0 và chia 
2 vế phương trình (1) cho V 2 X 0, ta được: 

/ \2 o 

(1)<=>4- — -7- — + 3 = 0<=> — = 1 hoặc - = — <=>M = Ơ hoặc 4w = 3ư. 

ơ ơ f 4 

• Với w = ơ, suy ra: \/x + 2 = %ịl-x <=>x + 2 = 2- x<=>x = 0. 

• Với 4« = 3v, suy ra: AxỊx + 2 3\2 - X 64(x+ 2) = 27(2-x) X = ~~~ 

. 74 

Kết luận: Phương trình đã cho có hai nghiệm là X = 0, x = ~Ệị' 

Lời giải 2 . Chia và đặt ẩn phụ đưa về phương trình bậc hai. 

Do X = 2 không là nghiệm của (*) nên chia 2 vế cho 2 - x) 2 X 0, ta được: 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. LỄ Văn Đoàn 


- 7 -0 +3 -°~ề=í- iM *M-ỉ 

' 74 

Giải tương tự ta được 2 nghiệm cần tìm là X = 0, x = ~- 


Ví du 115. Giải phương trình: 2 • ịl(l + X 


Điều kiện: -1 < X < 1. 

Sê* Lời giải 1 . Đặt 2 ẩn phụ đưa về phương trình đẳng cấp bậc hai. 

Đặt u = yịl + x > 0, V = ịịl-x > 0. Khi đó: (*) <=> 2 u 2 - 3 uv + V 2 = 0 (1) 

Do V = 0 <=> ịỊl-x = 0 <=> X = 1 không là nghiệm nên chia 2 vế cho V 2 0: 

í ÙÝ u u 1 

(1) <=> 2 • — -3- — + 1 = 0<=> — = 1 hoặc - = ^-<^>u = v hoặc 2 u = V. 

\v ) V V V 2 

• Với u = V, suy ra: ịỊl + x = \fl-x <=>1 + X = 1- X<=>X = 0. 

• Với 2 u = V, suy ra: 2.yjl + X = sil-x <=> 16(1 + x) = 1-X <=> X = -^- 

, 15 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có 2 nghiệm là x=0, X = -Jỹ- 

Sề* Lời giải 2 . Chia và đặt ẩn phụ đưa về phương trình bậc hai. 

Do X = 1 không là nghiệm của phương trình nên chia 2 vế cho ịj( 1-x) 2 5Ế 0: 

_ f ll + xỴ - |l + X „ , |l + X „ , _ „ _ Jl + X 1 

J - 3 1 ĩcf +1=0 «\íĩ^- lhoặc yĩrĩ 2 

_ ^ 15 

Giải tương tự, ta tìm được 2 nghiệm của phương trình là X = 0, X = - • 


Ví 116. Giải phương trình: 


P/tÂM líc/t . Thông thường thì học sinh nhdm lẫn giữa ví dụ này với hai ví dụ trước, 

nó không thuộc dạng: a ■ sỊÃ 2 + b ■ sỊa.B + c ■ ^B 2 =0 do vế phải là hằng sô' * 0. Đôĩ 
với dạng này, ta thường đặt 2 ẩn phụ để đưa vê hệ cơ bản. 

Lời giải . Tập xác định: D =0. 


T ^ w . \a = ịl2-x \a 3 =2-x ® , ,, ^ _ , , „ , 

Đặt: ,_<=> < => a + b = 9. Kết hợp với đê được hệ phương 

Ịfc = #7x \b 3 =7 + x 

. , ịa 3 +b 3 =9 ị(a + b)(a 2 -ab + b 2 ) =9 [a + b = 3 [a = \ \a = 2 

trình ị „ \ _ <z>ị _ <=>r > 7- 

1 a 2 + b 2 -ab = 3 1 a 2 -ab + b 2 = 3 }ab = 2 }b = 2 1 b = 1 


<=> X = 1. 


TT/ . \a = l ị\2 X 1 2-x = 1 

• Với 1 suy ra: < _ _ <=> 1 _ 

\b = 2 #77 = 2 [7 + x = 8 
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a = 2 \y2-x = 2 2-x = 8 

• Với < . , suy ra: i ,_ <=> <1 _ <=> X = -6. 

\b = 1 Ị^n = l [7 + x = 1 

Kết luận: Phương trình đã cho có 2 nghiệm là X = 1, X = -6. 


w du 117. Giải phương trình: Ậl + x) 3 -Ậl-X 


Lời giải . Điều kiện: -1<X<1. 

íữ = ^+x>0 ịa 2 +b 2 =2 ị(a-b) 2 + 2ab = 2 (1) 

Đặt y tz± ^ , ... ... . ' 


Ịỉ> = Vl-X >0 \a 3 -b 3 =2 + ab \(a-b) 3 +3ab(a-b) = 2 +ab (2) 

(1) => 2ab = 2-{a-b) 2 và thế vào (2) được: (a - b) 3 - (a - b) 2 - 6(a - b) + 6 = 0 

Suy ra: a-b = 1 hoặc a-b = \fè hoặc a-b = -Vó. 

1 

• Với a-b = l^> ab = ị- Theo Viét thì rt, (-b) là 2 nghiệm của phương trình 

X 2 -X-i = 0.,X = Ì£# và do rt>0=>rt = VĨ+x = ^-^^ x = ^f-- 
2 2 2 2 

• Với a-b = ±Vó =>(fl-ỉ>) 2 = 6 =>= -2 (loại do rtb>0). 

., _ _ ,. Vã 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = -ị- • 

BÀI TẬP RÈN LUYỆN DẠNG 4 

BT178. Giải phương trình: 5 • V(3 - x) 2 - 2 .V 9 - X 2 - 7 ■ V(x + 3) 2 =0. (x e □ ). 
BT179. Giải phương trình: ịj(x + 2) 2 + 3^x - 2) 2 = ềVx 2 -4. (x G □ ). 

BT 180. Giải phương trình: ấyj(2x + ĩf + 3y ( 1 2x) " = 8v-lx : ’ -1. (xen). 
BT 181. Giải phương trình: Vx 2 + 6x + 9 - 4\ 6x - X 2 - 9 + 3\9 - X 2 =0. (xen). 
BT 182. Giải phương trình: 2ịj(3x - 1) 2 + 3(Ị(4x-ĩ) 2 = 5 Vl 2x 2 - 7x + I . (x e □ ). 
BT 483. Giải phương trình: Vl-X + Vl + X + 3v l -X 2 =5. (x e□ ). 

BT 184. Giải phương trình: 3V3x - 2 + 4 V 4 X -3=7 Vl2x 2 - 17x + 6 . (xen). 
BT 185. Giải: \ 1 I Vl x ; ' • ^J(ĩ+xỹ - Ặĩ^xý -2 ! \ 1 X ’ . (xen). 

BT 186. Giải phương trình: 2Vl-x + 2V1-X 2 = 5-V(x + l)(x-l) 2 . (xen). 


BT 487, Giải: V(3x - 2) 2 + V(U - 3x) 2 + V(3x - 2)(3x -11) = 3. 

_ , 1 1 1 

BT188. Giải phương trình: - - -ị - = - ■ 

1-Vl-X 1 + Vl + X Vl-X 2 


(3.V 2)(4 3x) 


BT189. Giải phương trình: V3x-2 + V4-3x = - 


(xen). 

(xen). 

(xen). 


(xen). 
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5. Dạng 5. a.f(x) + b.g(x) = c.ự/(x).g(x) (*) 

Dấu hiệu nhận dạng: Phương trình có 1 căn thức và biểu thức trong căn 
thức phân tích được thành tích số. 

Phương pháp giải: có 2 hướng xử lý 

• Hướng 1. Đặt 2 ẩn phụ u = ý/(x), V = \Jg(x), đưa về phương trình 

đẳng cấp bậc hai dạng: a.u 2 + b.v 2 = c.uv. 

• Hướng 2. Chia trực tiếp cho lượng dương, chẳng hạn y(x) > 0, để 

f(x') ị /*(x) 

được phương trình bậc hai dạng: a ■ — - c ■ r Ỵ [ + b = 0. 

g{x) ]Ịg(x) 

^ Một sô lưu ý: 

- Đề bài thường cho giải phương trình với các dạng thường gặp sau đây: 

• ax 2 + bx + c = (ảx + è) ■ \frnx + n. (1) 

• ax 2 + bx + c = d ■ -ịmx 1 + nx + p. (2) 

• ax 2 + bx + c = d- ^mx 3 + nx 2 + -px + q. (3) 

• ax 2 +bx + c = d■ sỊmx^ + nx 3 + px 2 +qx + r. (4) 

• a • \jax 2 +bx + c + p • -Ẩrnx 2 + nx + p = y • Jdjf +ex + f. (5) 

Trong đó dạng (5) ta cần chuyển vế sao cho 2 vế đều dương và lũy thừa 
sẽ đưa về một trong các dạng (2), (3), (4). 

- Thông thường, các biêu thức trong căn thức chưa phân tích thành tích số 
sẵn mà ta phải phân tích với các dạng phân tích hay được sử dụng sau: 

• f(x) = ax 2 +bx + c = a-(x-x l )-(x-x 2 ) với Xj, X, là2nghiệmcủa /(x) = 0. 

• Chia Hoocner đối với đa thức bậc cao khi nhẩm được nghiệm đẹp. 

• a 3 ±b 3 ={a±b){a 2 +ab + b 2 ), a 2 - b 2 =(a-b)(a + b). 

• X 4 + X 2 +1 = (x 2 + l) 2 - X 2 = (x 2 +1 - x)(x 2 + 1 + x). 

• X 4 +1 = (x 2 +1) 2 - 2x 2 (r’ XV2 • l)(r' í X\ 2 • 1). 

• 4x 4 +1 = (2x 2 +1) 2 - 4x 2 = (2x 2 - 2x + l)(2x 2 + 2x +1). 


Đê tìm hiểu kỹ dạng này, ta cùng xét các ví dụ sau: 


Ví du 118. Giải phương trình: 2x 2 - 6x +10 - 5.(x - 2 )sfx +1 = 0 (*) 

Đề thi thử Đại học 2013 - THPT Lê Hữu Trác 1 


Phân tích . Bài toán có dạng cơ bản (1), khi đó ta sẽ phân tích biểu thức ngoài căn thức 
theo biểu thức tích sổ' tức tìm hai sốa, b thỏa: 2x 2 -óx + 10 = fl.(x-2) 2 +b.(\fx + ĩ) 2 


= ax 2 +(b- 4«)x + 4 a + b và đông nhất hệ sổ' được hệ: 


a = 2, b-ấa =-6 ịa = 2 
4a + b = 10 <> \b = 2 


92 












khangvỉetbook.com.vn - ĐT: (08) 3910 3821 - 0903 906 848 


Lúc đó ta viết lại (*) <=> 2(x-2) 2 + 2(yx +1) 2 -5.(x - 2)sỊx + 1=0 và có 2 hướng xử 
lý, một là đặt 2 ẩn phụ đưa vê phương trình đẳng cấp, hai là chia trực tiêp đưa vê 
phương trình bậc hai. Ngoài ra, sử dụng Casio ta tìm được 2 nghiệm là X = 3, X = 8 
nên sẽ ghép bậc nhất để liên hợp đưa vê nhân tử (x-3)(x-8) = x 2 -llx + 24 và có 
lời giải 3. Ngoài ra ta có thể giải lũy thừa 2 vế để đưa vê phương trình bậc bôh và do 
biết được nhân tử bậc hai X 2 -llx + 24 nên sẽ lấy bậc bôn chia bậc hai này, thu được 
bậc hai đểphân tích thành tích sô'dạng bậc hai nhân bậc hai hoặc chia Hoocner đểphân 
tích sau khi biết 2 nghiệm X = 3, X = 8 và có lời giải 4. 

Điều kiện: X>-1. Khi đó: (*) <=> 2(x-2) 2 + 2(^+ĩ) 2 -5.(x-2 )n/x+Ĩ = 0 (1) 

<•&» Lời giải 1 . Đặt 2 ẩn phụ đưa về phương trình đẳng cấp bậc hai. 

Đặt a = x-2, b = a/x + 1 > 0 thì (1) <=> 2 a 2 +2b-5ab = 0 và do X = -1 không là 
nghiệm của (1) nên chia hai vế (1) cho b = (\Ịx + l) 2 > 0 ta được phương trình: 

_ Cl — CL _ ũ - Cl 1 _ . 1 w _ 1 

2- 2- -5-2-+ 2 = 00-2 = 2 hoặc 2- = 2- <=> a = 2b hoặc 2 a = b. 

[b b b b 2 


2- - -5-2- + 2 = 0o-2 = 2 hoặc 2 . = - 

\b) b b b : 

Với a = 2b, suy ra: 2^x + l =x-2o\ , 

[x 

Với 2 a = b, suy ra: ^/xTT = 2(x - 2) <=> I 
> Lời giải 2 . Chia cho lượng dương đưa 


<tí>x = 8. 


4x -17x + 15 = 0 


ox = 3. 


Lời giải 2 . Chia cho lượng dương đưa về phương trình bậc hai. 

Do X = -1 không là nghiệm nên chia hai vế (1) cho (Vx + 1) 2 > 0, ta được: 


„ ( x-2 1 x-2 x-2 , x-2 

yyX + l) vx + l 'yX + 1 yX +1 

Giải tương tự như trên ta được 2 nghiệm là X = 3 ; 

Lời giải 3 . Ghép bậc nhất để liên hợp sau khi 
(*) •» (x 2 - llx + 24) + (x - 2) |~(x + 7) - 5yt7T| = 0 

/ 2 1, , 0/1 v , (x-2)(x 2 -11x + 24)_. 

o(x -1ĨX + 24) + --—- r== - - = 0 

X + 7 + X +1 


Giải tương tự như trên ta được 2 nghiệm là X = 3, X = 8. 

Lời giải 3 . Ghép bậc nhất để liên hợp sau khi biết X = 3, X = 8 là 2 nghiệm. 


<=>(x -llx + 24)- 1 + 


X + 7 + 5v X + 


X -llx + 24 = 0 


X + 7 + SyX + 


X = 3 V X = 8 


X +1 = -5 - 2x: VN) Vx > -1 


Lời giải 4 . Lũy thừa. Điều kiện: X > 2, (do: 2x 2 - 6x +10 > 0). 
(*) <=> 2x 2 - 6x +10 = 5.(x - 2)4x + Ĩ 
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(1)«. (2x 2 - 6 x +10 ) 2 = 25(x + l)(x 2 - 4x + 4) 4x 4 - 49x 3 + 151x 2 - 120x = 0 

5 

«> x(4x 3 - 49x 2 + 151x -120) = 0 <=> X = 0 V x ~~ị v x = 3 V x = 8 . 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là X = 3, X = 8 . 

Nhân xét . Trong lời giải 4, nếu không đặt đỉêu kiện chặt chẽ thì dễ dàng nhận thêm 

5 

hai nghiệm ngoại lai X = 0, x = -~, mà 2 nghiệm này không thỏa mãn phương trình. 


Ví du 119. Giải phương trình: 2(x 2 - X + 6 ) = 5Vx 3 + 8 (*) 

Đề thi thử Đại học 2013 - THPT Chuyên Phan Bội Châu - Nghệ An 

Phân tích . Nhận thấy \jx 3 +8 = Ậx + 2)-(x 2 -2x + 4), do đó ta cần phân tích biểu 
thức: 2(x 2 - X + 6 ) = a(x + 2) + b(x 2 - 2x + 4) = bx 2 +(a- 2b)x + 2a + 4 b và đông nhất 
hệ sô'được a = b = 2. Khi đó (*) <=> 2(x + 2) + 2(x 2 - 2x + 4) = 5 yj(x + 2)(x 2 - 2x + 4) 
có dạng đẳng cấp và từ đó có các lời giải chi tiết 1 và 2 như sau: 

Điều kiện: X > -2 thì (*) ^ 2(x + 2) + 2(x 2 - 4x + 4) = 5Ậx + 2)(x 2 -4x + 4) (1) 
Lời giải 1 . Đặt 2 ẩn phụ đưa về phương trình đẳng cấp bậc hai. 

Đặt a = sjx + 2 > 0, b = 4x 2 -2x + 4 > \Ị5 r thì (1) <=> 2 a 2 + 2b 2 = 5ab và chia hai vế 

cho b > 0 ta được phương trình <=> 2 • 7 - 5 • 7 t2 = 0»7 = 2 V 7 = 7 ' 

(b (b b b 2 


Với 7 = 2, suy ra: \Ịx + 2 = 2\Ịx 2 - 2x + 4 <=> 4x 2 - 9x +14 = 0: vô nghiệm. 
b 

Tr'• tt 1 __ Ị 2 7 ĩ ! T ÍT. ! 4 . . -.2 s-- A r\ . . -. n I ÍT4 


Với 7 = —, suy ra: 4x 2 -2x + 4 = 2\Ịx + 2 <=>x 2 -6x-4 = 0<=>x = 3± -Ặ 3. 
b 2 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có 2 nghiệm là X = 3 ± \/Ĩ3. 

Lời giải 2 . Chia cho lượng dương đưa về phương trình bậc hai. 

Cho hai vế của phương trình (1) cho X 2 - 2x + 4 > 0, ta được: 

( 1)0 ?* + 2) - 5,1 Z ' Y + 2 + 2 = 0 <=> / X ^ 2 -=2 V Ị X + 1 =\- 

X 2 - 2x + 4 V X - 2x + 4 V X 2 - 2x + 4 V X - 2x + 4 2 

Giải tương tự như trên, ta cũng được 2 nghiệm cần tìm là X = 3 ± VĨ3. 

/&<• Lời giải 3 . Liên hợp sau khi sử dụng table tìm được nhân tử X 2 - 6 x - 4. 

(*) <^>2(x 2 -6x-4) = 5\fx 3 ~+8 -lũx-20 <í>2(x 2 -6x-4) = 5 \Ịx 3 +8 -(2x + 4) 


Do X = -2 không là nghiệm nên xét X > -2 => yx 3 + 8+2x + 4>0 thì: 

2 ^ _ x 3 -4x 2 -16x-8 2 ^ 5(x + 2)(x 2 -6x-4) 

2(x 2 - 6 x - 4) = 5 — Y - -<»2(x 2 -6x-4) = -k-=LỊỊ=--- 

■\Ịx + 8 + 2 x + 4 \ỊX + 8 + 2 x + 4 

,2 . , V L 5(x + 2) 1 Tx 2 -6x-4 = 0 \ X = 3± n/Ĩ3 

o(x -6x-4)- 2- v —— - = 0 <^> Ị— — 7 <=> l ■ 

\Ịx 3 + 8 + 2x + 4_ 2yX 3 + 8 = X + 2 x = -2 (L) 
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/&• Lời giải 4 . Lũy thừa được bậc 4 và tách về bậc hai nhân bậc hai sau khi xác 
định được lượng nhân tử là X 2 - 6 x - 4 bằng phép chia đa thức. 

Do X 2 - X + 6 > 0 nên x 3 +8>0<=>x> -2. Khi đó: 

(*)«. (2x 2 - 2x +12 ) 2 = 25x 3 + 200 «. 4x 4 - 33x 3 + 52x 2 - 48x - 56 = 0 

<=> (x 2 - 6 x -4)(4x 2 - 9x +14) = 0 <=> X = 3 ± y/Ĩ3. 


Ví du 120. Giải phương trình: 2x 2 + 5x -1 = 


Đ'ê nghị Olympic 30/04/2007 


Phần tích . Nhận thấy \Ịx 3 -1 = V(x-l)-(x 2 +X + 1), do đó ta cân phân tích biểu 
thức: 2x 2 + 5x -1 = a.(x - 1) + b.(x 2 + X + 1) = bx 1 +{a + b)x + b-a và đong nhất hệ sô' 
ta được: a = 3,b = 2. Khi đó (*) <=> 3.(x -1) + 2.(x 2 + X +1) = 7yj(x -1) • (x 2 + X +1) 
có dạng đẳng cấp và từ đó có các lời giải sau: 

Điều kiện: X 3 -1>0<=>X>1 và do X = 1 không là nghiệm nên chỉ xét X > 1. 
(*)<=> 3(x -1) + 2(x 2 + x + l) = 7^(x-l)-(x 2 + X + 1) (1) 

<•&» Lời giải 1 . Đặt 2 ẩn phụ đưa về phương trình đẳng cấp bậc hai. 

Đặt a = Vx - 1 > 0 ,b = Vx 2 + X +1 > 0 , thì phương trình: 

(1) <=> 3rt 2 + 2Ỉ > 2 = 7flỉ> <=> 3 7 -7 • 7 + 2 = 0 « ị = 2 hoặc ị = ị- 

[b b b b 3 


• Với 7 = 2 , suy ra: \fx~- 

b 

- a 1 _ o / 


/x 2 + X +1 <=> 4x 2 + 3x + 5 = 0: vô nghiệm. 


• Với 7 = 7 , suy ra: 3\[x-ĩ = yx^Tx+ĩ<=?> X 2 - 8 x +10 = 0 <=> X = 4± 4Õ. 
b 3 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có 2 nghiệm là X = 4 ± \ 6 . 

Lời giải 2 . Chia cho lượng dương đưa về phương trình bậc hai. 

Cho hai vế của phương trình (1) cho X 2 + X +1 > 0, ta được: 


(1) <=> 3- 


+ 2 = 0 <=>, 


= 2 V 


X 2 + X +1 V X 2 + X +1 yx 2 +X + 1 V X 2 + X +1 3 

Giải tương tự như trên, ta được 2 nghiệm cần tìm là X = 4 ± Vó. 

/&<• Lời giải 3 . Liên hợp sau khi sử dụng table tìm được nhân tử X 2 - 8x +10. 
(*) 2(x 2 - 8x +10) = 7\jx 3 -1 - 21x + 21 2(x 2 - 8x +10) = 7(Vx 3 -l - 3x + 3) 

Q. , im _7(x 3 -9x 2 +18x-10) 


<^>2(x - 8 x + 10 ) = : 


/x -1 + 3x - 3 


2 o . 7(x-l)(x -8x + 10) 

2(x 2 - 8x +10) = v ——- - 

Vx 3 -1 + 3x - 3 

X 2 - 8x + 10 = 0 |"x = 4 ± \[ô 

o , - «• 


Jx - 1 = X - 1 


4x - X’ + 2x - 5 = 0 


X = 4 ± V 6 
X = 1 (Loại) 


■ = 4 ± v/ó. 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có 2 nghiệm là X = 4 ± \ỈỐ. 

/&• Lời giải 4 . Lũy thừa được bậc 4 và tách về bậc hai nhân bậc hai sau khi xác 
định được lượng nhân tử là X 2 - 8 x +10 bằng phép chia đa thức. 

(*) (2x 2 + 5x -1 ) 2 = 49(x 3 -1)0 4x 4 - 29x 3 + 21x 2 - lOx + 50 = 0 


<=>(x 2 - 8 x + 10)(4x 2 +3x + 5) = 0<=>x = 4± \Ịố. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có 2 nghiệm là X = 4 ± \íó. 



Ví du 122. Giải phương trình: 3v81x 4 + 4 = 27x 2 + 42x + 6 


Phân tích . Biểu thức: 81x 4 + 4 = [(9x 2 ) 2 + 2.9x 2 .2 + 2 2 J - 36x 2 = (9x 2 + 2 ) 2 - ( 6 x ) 2 

= (9x 2 + 6 x + 2) • (9x 2 - 6 x + 2) và 27X 2 + 42x + 6 = a(9x 2 + 6 x + 2) + b(9x 2 - 6 x + 2), 
đông nhất hệ sô'ta được a = 5, b = -2 nên có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=> 3^/(9x 2 + 6 x + 2) • (9x 2 - 6 x + 2) = 5(9x 2 + 6 x + 2) - 2(9x 2 - 6 x + 2) 

_ 9x 2 + 6 x + 2 . Í9x 2 + 6 x + 2 _ „ Í9x 2 + 6 x + 2 

o5- ọ ~~ -3-. L 7 „ -2 = 0oJ ' ~~ = lox = 0. 

9x - 6 x + 2 V 9x - 6 x + 2 V 9x - 6 x + 2 

Kết luân : Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 0. 

Ví du 123. Giải phương trình: *jx 2 (x 2 + 1 ) + 1 + v 3(x +1) = 3\' 3.x (*) 

Đê thi học giỏi tỉnh Tuyên Quang năm 2014 - 2015 
Phân tích . Biểu thức: x 2 (x 2 +l) + l = x 4 +x 2 +l = (x 4 +2x 2 +l)-x 2 =(x 2 +1) 2 -X 2 
= (x 2 -x + l)-(x 2 +X + 1). Khi đó 42 >{x 2 -3x + 1) = %/3.[«(x 2 + x + l) + ỉ>(x 2 -X + 1)J 


và đông nhất hệ sô' tìm được a = 2, b = -1 nên có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=> \j(x 2 -x + l)(x 2 + X +1) I \'3. 2(x ; ’ + x + l)-(x 2 -X + 1)] = 0 
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<=> 3(x 2 + x + 1) = x 2 -x + 1cĩ> 2x 2 + 4x + 2 = 0<=>x = l. 
Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 


Ví du 124. Giải phương trình: 3x 2 - 4x + 23 = 3\/x 4 - 8x + 63 (*) 


Lời giải . Điều kiện: X 4 - 8x + 63 > 0. 

Ta có: X 4 -8x + 63 = [(x 2 ) 2 + 2.x 2 .8 + 64] - (16x 2 + 8x +1) = (x 2 + 8) 2 -(4x +1) 2 

= (x 2 +4x + 9)(x 2 -4x + 7) và có: 3x 2 -4x + 23 = 2(x 2 -4x + 7)+ (x 2 +4x + 9). 

(*) <=> 2(x 2 - 4x + 7) + (x 2 + 4x + 9) = 3sj(x 2 + 4x + 9)(x 2 - 4x + 7) 

2 * 2 “ 4x + 7 2 |x 2 -4x + 7 + ^ _ íx 2 -4x + 7 _ 1 ịx 2 -4x + 7 _ 1 

x 2 +4x + 9 V X 2 + 4x + 9 _ i X 2 + 4x+ 9 - i X 2 + 4x+ 9 ~ 2 


X — 4x + 7 — X 4- 4x + 9 1 v 10 i *J43 

<=> „ „ <=>x =—- hoặc x = -- 1 - 

4(x 2 - 4x + 7) = X 2 + 4x + 9 4 3 


1 10 + V 

Kết luận: Thế vào điều kiện, nghiệm phương trình là X = X = — 


125. Giải phương trình: X 2 - 3x + 4 = 3yx 3 -6x 2 + llx - 6 


Ậx-l).(x 2 -5x + 6) 

Phân tích . Có: \Ịx 3 -6x + llx-6 = Ậx-l)(x-2)(x-3) = Ậx-2).(x 2 -4x + 3) 

Ậx-3).(x 2 - 3x + 2) 

X 2 -3x + 4 = a(x-l) + b(x 2 -5x + 6) (1) 

Nên sẽ có 3 phân tích: X 2 -3x + 4 = a(x-2) + b(x 2 -4x + 3) (2) 

X 2 - 3x + 4 = fl(x - 3) + ỉ>(x 2 -3x + 2) (3) 

Sử dụng hệ sốbất định, nhận thấy chỉ có (1) tồn tại a, b với a = 2, b = 1. 

Ngoài cách sử dụng hệ sốbất định này, ta có thể dựa vào đỉêu kiện đểphân tích, nghĩa 


là có đỉêu kiện: X 3 - 6x + llx - 6 > 0 <=> (x - l)(x - 2)(x - 3) > 0 «• 


1 < X < 2 


Từ đó 


sẽ viết: VX - 6x + llx - 6 = \Ịx - l.yx - 5x + 6 sẽ thỏa mãn 2 khoảng điêu kiện nên 


chọn (1) để đông nhất hoặc dựa vào 


Lời giải . Điều kiện: X 3 - 6x + llx - 6 > 0 <=> 


A > 0 , 

khi < _ luôn có: X -1 > 0. 

B > 0 


1 < X < 2 


(*) <í> 2(x -1) + (x 2 - 5x + 6) - 3Ậx - l)(x 2 - 5x + 6) ( ỉ ) 

Do X = 1 không là nghiệm của (í) nên chia 2 vế của (i) cho X-1>0, được: 
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,. X 2 - 5x + 6 - X 2 - 5x + 6 . _ „ X 2 - 5x + 6 „ Ịx 1 -5x +6 , 

~í- 3 \—~í-+ 2 = 0<=>.|—-=2 V -=1 

X — 1 Y X — 1 V X -1 V X — 1 

X 2 -5x + 6 = 4(x-l) rX 2 — 9x 4-10 = 0 9 ; V 4Ĩ , „ „ , 

X 2 - 5x + 6 = X -1 |_x 2 - 6x + 7 = 0 2 

^ 9 +Jiĩ 1- 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là X = — Ỷ —, X = 3 ± v2. 


Vfjfa 126. Giải phương trình: sỊEĩc 2 + 14x + 9 - \lx 2 - X - 20 = 5\/x +1 (*) 

HSG các tnỉờng chuyên khu vực Duyên Hải và Đong Bằng Bắc Bộ năm 2010 


Phân tích . Phương trình có dạng cơ bản sfÃ - \ /! = yịc, do đó ta sẽ đặt điêu kiện và 
chuyển vế sao cho 2 vế đêu dương, sau đó lũy thừa, rút gọn thì thu được phương 

trình: 2x 2 - 5x + 2 = 5Ậx + l)(x 2 - X- 20) và có X 2 -x-20 = (x-5)(x + 4) nên có 

\J(x + l)(x 2 - x-20) 

các phương án Ậx + l)(x 2 - x-20) = ự(x + l)(x-5)(x + 4) = Ậx-5)(x 2 +5x + 4) • 

Ậx + ấ)(x 2 -4x-5) 

2x 2 -5x + 2 = ff.(x + l) + b.(x 2 -x-20) (1) 
Lỉíc đó cràg có 3 đông nhất tương ứng 2x 2 - 5x + 2 = a.(x - 5) + b.(x 2 + 5x + 4) (2) 

2x 2 - 5x + 2 = ữ.(x + 4) + h(x 2 - 4x - 5) (3) 
ưà c/ủ thấy phương án (3) là tồn tại 2 sô' a, b với a = 3, b = 2 thỏa mãn đông nhất. 


5x +14x + 9 >0 


x<--~ V X>-1 
5 


Lời giải 1 . Điều kiện: ^ X 2 - X - 20 > 0 <=> 1 X < -4 V X > 5 <=> X > 5. 


X + 1>0 


X > -1 


(*) <=>(^5x 2 +14x + 9) 2 = (5\fx + 1 + 4x 2 -x-20) 2 

<=> 5x 2 + 14x + 9 = 25(x + 1) + X 2 -X- 20 + IOi^^xTĨXx^-x-^ÌÕ) 

<=> 2x 2 - 5x + 2 = 5Ậx + l)(x + 4)(x - 5) (í) 

<=> 3(x + 4) + 2(x 2 - 4x - 5) - 5Ậx + 4)(x 2 - 4x - 5) 

- X 2 - 4x - 5 _ ịx 2 - 4x - 5 - - ịx 2 -4x-5 , ịx 2 - 4x - 5 3 

«2-—-- 5 -— + 3 = 0 <=>J-—-—=1 vj-—_—= ^Ị 

x + 4 V X + 4 V X + 4 V X + 4 2 


x-4x-5=x+4 
4(x 2 - 4x - 5) = 9(x + 4) 


V x = 8 V x =——• 

4 


5 Jèĩ 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là X = —2:—, X = 8. 
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/&• Lời giải 2 . Nhân lượng liên hợp sau khi xác định nhân tử X 2 -5x-9 bằng 
chức năng table của Casio của phương trình 2x 2 -5x + 2 = 5yj(x + l)(x 2 - X -20). 
(z')<=>2(x 2 -5x-9) = 5 Ậx + l)(x 2 - X - 20) - (x + 4) 


<=> 2(x 2 - 5x - 9) = 


5(x 3 - X 2 - 29x - 36) 

/(x + l)(x 2 - X - 20) + X + 4 


<=> (x 2 - 5x - 9) • 2 - 


_ 5(x + 4) _ 

/(x + l)(x 2 - X - 20) + X + 4 


<=> < X 2 - 5x - 9 = 0 

[_2ự(x + l)(x + 4)(x-5) = 3(x + 4) 

<=> X = ^ hoặc X = 8. 


<=>< x 2 -5x-9 = 0 

2 v (xT 1)(x 5) = 3v’xT 


Lưu ý . Nêu nhập 2X 2 - 5X + 2 - 5ẠX + 1)(X 2 - X - 20) vào máy tính và bấm shift 
solve 9 = thì phương trình cho ta nghiệm X = 8. Đểkiểm tra còn nghiệm hay không 
ta sửa lại cấu trúc: (2X 2 - 5X + 2 - 5ẬX + 1)(X 2 - X - 20)): (X - 8) và bấm shift 
solve 9 = thì cho nghiệm vô tỷ X = 6.405124838 nên sẽ lưu biến lại và sử dụng chức 
năng table cho được nhân tử X 2 -5x-9 (xem lại bài học 1). Từ đó tách ghép và có lời 
giải 2 như trên. Hơn nữa do xác định được lượng nhân tử X 2 -5x-9, ta hoàn toàn 
có thể giải bằng phương pháp lũy thừa 2 vếthu được phương trình bậc bôn và đưa về 
tích sô'của hai phương trình bậc hai (chia đa thức - dành cho bạn đọc). 


Ví du 127. Giải phương trình: sỊTx 2 +25X + 19 - \Ịx 2 -2x-35 = 7\/x + 2 (*) 

Tạp chí Toán học & Tuổi trẻ - Sô'410 (8 - 2011) 


Lời giải . Điều kiện: X > 7. 

(*) (ự7x 2 + 25X + 19) 2 = (7ựx + 2 + Vx 2 - 2x-35) 2 

<=> 7x 2 + 25x +19 = 49(x + 2) + X 2 - 2x - 35 + lấẬx + 2)(x 2 - 2x - 35) 
<=> 3x 2 - llx -22 = 7Ậx + 2)(x - 7)(x + 5) 

<=> 3(x 2 — 5x — 14) + 4(x + 5) -7^/(x + 5)(x 2 -5x-14) = 0 


_ X - 5x -14 _ X 2 - 5x -14 „ „ 

<t^3-- 7 Ạ ---+4 = 0 <=> 

x+5 V x+5 


X -5x-14 4 


X -5x-14 
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X > 7 

x>7 

<=> < 

~9(x 2 -5x-14) = 16(x + 5)^< 

r9x 2 - 61x - 206 = 0 <=> 


X 2 -5x-14 = x + 5 

1 

Ho 

1 

ƠN 

& 

1 

h- * 

VO 

II 

0 

1 


X = 

X 


61 +>/11137 


18 

= 3 + 2 yỊỹ 


Kết luận: Phương trình đã cho có 2 nghiệm là X = 3 + 2^7, X = 


61 + ự 


18 


Ví du 128. Giải phương trình: \Jx 3 +2x 2 + 27X + 12 - yỊĨ+x = V 1 i -V' (*) 


Lời giải . Điều kiện: 


[ X 3 + 2x 2 + 27x +12 > 0 
I X > -1 


(*) (Vx 3 + 2x 2 + 27x +12) 2 = (V 1 ! X + \ 2 • x) : ’ 

X + 2x + 27x + 12 = x +X + 3 + 2-^(1 + X )(x + 2) 

<=> 2x 2 + 26x + 9 = 2^(x + l)(x 2 - X + l)(x + 2) 

• 7(x 2 + 3x + 2) - 5(x 2 - X +1) = 2Ậx 2 - X + l)(x 2 + 3x + 2) 


<=>, 


<»7 


X + 3x + 2 

X — X +1 


- 2 - 


X + 3x + 2 

X — X +1 


-5 = 0« 


X + 3x + 2 

X — X +1 


= 1 


1 

«x 2 +3x + 2 = x 2 -x + 1«x = --- 


Kết luận: Thế vào điều kiện, phưong trình có nghiệm duy nhất là X = —— 


ỵfjfa 129. Giải PT: %/ềx 2 + 24x + 35 - \/x 2 + 3x + 2 = ^x 2 + 7x +12 


(*) 


Lời giải . Điều kiện 


X + 3x + 2 > 0 


4x 2 +24x + 35>0«ix<-- V x>--« 


X +7x + 12>0 


x<-2 V X>-1 


2 2 

x<-4 V x>-3 


x<-4 

-ị<x<-2 

2 

x> -1 


(*) <=> (>/4x 2 +24x + 35) 2 = (a/x 2 +7x + 12 + ựx 2 +3x + 2) 2 

<=> 4x + 24x + 35 = 2x + lOx +14 + 2^/(x + 7x + 12)(x + 3x + 2) 


2x + 14x + 21 — 2ỵ(x + 4)(x + 3)(x + l)(x + 2) 

<=> 2^Ặx 2 +l^)xT8)(x 2 TÃx^h3) = 3(x 2 + 6x + 8) - (x 2 + 4x + 3) 


Đặt a = X + 6x + 8, b = X + 4x + 3. Khi đó (í) <=> 2 yỊab = 3a - b <=> 


3rt - ỉ> > 0 


3rt - b > 0 


13 a>b 

) 9rt 2 - 10rtỉ> + ỉ> 2 = 0 \(a-b)(9a-b) = 0 \a = b I 9 a = b 


(0 

Í3a-b>0 
[4ab = (3a-b) 2 
3 a>b 
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3(x 2 + 6x + 8) > X 2 + 4x + 3 _ 

r 2 ^ o 2 , „ , 5 , „ n/73-25 

<=>( X +6x + 8 = x +4x + 3 <=> X = hoặc X = ————-• 

2 8 

|_9(x 2 + 6x + 8) = X 2 + 4x + 3 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 


v73 23 


Bình luân . Trong bài giải trên, tôi đã đặt a = X 2 + 6x + 8, b = X 2 + 4x + 3 thay thế cho 

việc đặt a = a/x 2 +6x + 8, b = yx 2 + 4x + 3 do chưa khẳng định được 2 căn thức này 
dương với mọi X G íập đze« /áệtt. Hơn nữa, do việc chưa khẳng định này nên không 
thể chia 2 vế cho lượng dương được. Nếu làm như thế ta phải chia theo từng khoảng 
của điêu kiện và giải từng trường hợp, dài dòng, phức tạp, dễ gây sai sót. 


Ví du 130. Giải phương trình: 2x 3 + X 2 + X = (x 2 + 6x + 6 


<•&» Lời giải . Điều kiện: X + 1>0<=>X>-1. 

(*) <=> 2x 3 + x(x +1) - X 2 + 6(^x + l) 2 \fx + ĩ = 0 

<=> 2x 3 + x(sjx + l) 2 - x 2 ^x + l - 6(\/x + l) 3 = 0 (do X = -1 không là nghiệm) 

í „ \ 3 í \ 2 „ o 

- X X X , „ , X 3 _ __ _ 

<^> 2 • — + — 6 = 0 •w- , = ^ X = 3. 

^vx + ly Vvx + l J %/x + l >/x + l ^ 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 3. 

Bình luân . Khác với các thí dụ trên, phương trình không đưa vê dạng đẳng cấp bậc 2 
a.u 2 + b.uv + V 2 = 0 mà đưa vê dạng đẳng cấp bậc ba a.u 3 + b.u 2 v + c.uv 2 + V 3 = 0 và 
dễ nhìn nhận ta có thể đặt y = a/xTT khi đó được 2x 3 + xy 2 - x 2 y - 6 y 3 = 0. Loại này 
ta đã tìm hiểu ở phan đặt một ẩn phụ dạng 1: a.f(x) + b.’JJ(x) + c = 0. 

BÀI TẬP RÈN LUYỆN DẠNG 5 

BT190. Giải phương trình: 3(x 2 - 1) + 4x = 4xV4x - 3. (x e □ ). 

BT191. Giải phương trình: 3x 2 - 13x + 37 = 8(x- 3)\/x + 2. (x e □ ). 

BT192. Giải phương trình: 7x 2 + X + 2 = 7xVx 2 + X + 2. (x G □ ). 

BT193. Giải phương trình: 3(x + T)\lx 2 +12 = 9x 2 + 20x -2. (xem). 

Đ'ê nghị Olympic 30/04/2014 - THPT Chuyên Bạc Liêu - Bạc Liêu 
BT194. Giải phương trình: 15x 2 + 12x +12 = 10(2x + l)\Ịx 2 +3. (x G □ ). 

BT195. Giải phương trình: 3x 2 + 2x + 7 = 3(x + 1)Vx 2 + 3. (x G □ ). 

BT196. Giải phương trình: 2(x 2 +18) = 7-s/x 3 +27. (xem). 

BT197. Giải phương trình: lCh/x 3 +8 = 3x 2 - 3x +18. (x G □ ). 

BT198. Giải phương trình: X 2 + 5x + 7 = 7\/x 3 + 1. (x G □ ). 


(x GŨ ). 
(ieO). 
(x GŨ ). 
(x GŨ ). 


(x GŨ ). 
(x GŨ ). 
(x GŨ ). 
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BT199. Giải phương trình: 3x 2 + lOx + 56 = \Ịx 3 - 64. (xen). 

BT 200. Giải phương trình: 5x 2 + llx -2 = 2\jx 3 -4x. (x e □ ). 

BT 201. Giải phương trình: 4x 2 +11 = 5\l8x 3 - 12x 2 + 6x + 7. (x e □ ). 

BT 202. Giải phương trình: X 2 + 6x - 7 = 4 \jx 3 -X 2 -7x- 20. (x e □ ). 

BT 203. Giải phương trình: 2x 2 + 13x = 36 + 7\Ịx 3 -24x + 32. (x e □ ). 

BT 204. Giải phương trình: 2x 2 - 5x + 2 = 4^2(x 3 -21x-20). (x e □ ). 

BT 205. Giải phương trình: 3(x 2 + 4x + 5) = 10%/x 3 + 5x 2 + 9x + 6. (x e □ ). 

Đ'ê nghị Olympic 30/04/2013 - THPT Trân Quốc Tuấn - Kon Tum 
BT 206. Giải phương trình: 3x 2 - x^2 + 3 = 3ýx' I 1. (x e □ ). 

BT207. Giải phương trình: 8x 2 + 20x +1 = v64x ; +1. (x e□ ). 

BT 208. Giải phương trình: X 2 + 4x +1 = \Ịx 4 + X 2 +1. (x e □ ). 

BT 209. Giải phương trình: 5x 2 - X + 5 = 5-Jx 2 (x 2 + 1) + 1 . (x e □ ). 

BT210. Giải phương trình: \f3(x 2 -3x +1) = Vx 4 + X 2 +1. (x e □ ). 

Đ'ê nghị Olympỉc 30/04/2013 - Chuyên Hùng Vương - Bình Ditơng 
BT 211. Giải phương trình: 20x 2 - 3x + 5 = 5\ 16x ; -X 2 +1. (x e □ ). 

BT 212. Giải phương trình: Vx 8 - 14x 4 +1 = X 4 - 12x 2 +1. (x e □ ). 

BT213. Giải phương trình: v2x - 3x 2 + 38 -V X 2 + 5x + 6 = a/x + 4. (x e □ ). 

BT214. Giải phương trình: \[x 2 + X-6 + 3%/x-l - V3x' 6x f 1 9 =0. (x e□ ). 

BT 215. Giải phương trình: \lx 2 +2x = ^3x 2 + 4x +1 - V 2x - 1. (x e □ ). 

BT216. Giải phương trình: \J2x 2 -3x-2 = \Jl8x 2 +1ÓX-39 - 5sfx-ĩ. (x e n ). 
BT217. Giải phương trình: \Ỉ3x 2 ^ÃĨx--27 - \/x 2 — 1 = 3\ịx-2. (x e□ ). 

BT 218. Giải phương trình: 2 \fx +1 + %/3x 2 + 5x - 2 = Vl8x 2 +18x-5. (x e □ ). 

BT 219. Giải phương trình: \Jl0x 2 - 50x - 3 = V2x 2 - 5x + 2 - 3-Jx-5. (x e □ ). 

BT 220. Giải phương trình: ^3(9x 2 -20x + 9) = 2\ 6x' -llx + 3 - Vx-2. 

BT 221, Giải phương trình: ^x(8x -15) = \[Ãx 2 - 5x +1 - 2\]x-2. (x e □ ). 

BT 222. Giải phương trình: Vx 3 +2x 2 -7x + 6 - yfx = \Ịx 3 + ĩ. (x e □ ). 

BT223. Giải phương trình: Vx 3 +5x 2 - 7x-2 = sjx 3 +X-2 + \ 2X - 1. (x e□ ). 

BT 224. Giải phương trình: 2'Jx 1 + X +1 + Vl + 3x 2 = ^3(5x 2 +2x + 3). (x e □ ). 

BT 225. Giải phương trình: 3\l2x 2 - x + 2 + %/3x 2 + 2 = 2\j9x 2 -3x + 8. (x e □ ). 
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BT 226. Giải phương trình: \j9x 2 -29x + 11 = 2\lx 2 - 3x + \Jx 2 -3x + 2. (x e □ ). 
BT 227. Giải phương trình: (3x 2 - 8x - 5)\Jx 2 + ĩ = (x 2 + 4x + 5)s[x +ĩ. (x G □ ). 

6. Dang 6 . a.f(x) + b.g(x) = c.Jd.f 2 (x) + e.g 2 (x) 

Phương pháp giải: 

Đặt 2 ẩn phụ li = f(x), V = g(x), đưa phương trình đã cho về dạng cơ bản 

4Ã = B, với c. \fd. u 2 +e.v 2 =a.u + b.v hoặc chia cho lượng dương y(x)>0 

I í ÍM) f(x) , f(x) 

được c. d. + e = a. + 0 và đặt t = để bài toán đơn giản hơn. 

ỵ {g(x)j g(x) g(x) 

Lưu ỷ . Biểu thức trong căn thức (căn thức lớn) chưa phân tích sẵn, ta cần 
phân tích biểu thức này theo tổng của các biểu thức bên ngoài bằng đồng 
nhất thức quen thuộc. 

Đê tìm hiểu kỹ dạng này, ta cùng xét các ví dụ sau: 


Ví du 131. Giải phương trình: \Ịểx 2 + x + 6=4x-2 + 7a/x + 1 (*) 

Đ'ê thi thử Đại học 2013 - THPT Chuyên Quốc Học Huế 


Phân tích . Phương trình (*) <=> ^4x 2 + X + 6 = 2(2x -1) + 7%/x+ĩ và biểu thức 

trong "căn lớn": \fĩx 2 + X + 6 không phân tích được thành tích sô'. Nhưng nếu phân 
tích biểu thức trong căn thức này bằng tôhg bình phương của biểu thức ngoài dấu căn, 
ta hoàn toàn có thể đưa được vê dạng 6, cụ thể can đi tìm 2 sô' a, b thỏa đông nhất: 

4x 2 + X + 6 = fl(2x -1) 2 + b(\Ịx + 1) 2 = 4flx 2 +(b-4a)x + a + b và đông nhất được hệ 

4a = 4 f a -i 

<b-4a = l*>ị a _ thì PT <^> Ậ2x- 1) 2 + ĩĩ^x + ĩỹ = 4(2x-1) + 7 a/xti. Lúc đó 
a + b = 6 


ta có thể đặt u = 2x -1, ơ = yx + l, nhưng để đơn giản, tôi thường giải cách 2 bằng 

cách chia 2 vê'cho lượng dương đưa vê phương trình dạng s[Ã = B một biên. 

Lời giải . Điều kiện: X > —1. Do X = -1 không là nghiệm nên chỉ xét X > — 1. 


(*) < > \ (2x D ' 


= 2(2x-l) + 


(chia 2 vế cho 
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1 

Suy ra: = -2 <=> 2sjx +1 = 1 - 2x <=> j 2 

^ x + 1 4x 2 - 8x - 3 = 0 


2-y/ỹ 


Kết luận: So với điều kiện, phuơng trình có nghiệm duy nhất là X = 


2-yỊỹ 


Ví du 132. Giải phuơng trình: x + 2 = \Ịx 2 - 2x-2+ 2 \lx +1 (*) 

Đ'ê thi thử Đại học 2014 - THPT Chuyên KHTN Hà Nội 


Phân tích . Căn lớn: y/x 2 -2x-2 = Ja(x + 2) 2 i I’(\X I T) 7 = Jax 2 +(4a + b) + 4a + b 


và đông nhất hệ sô'được 


4a + b = ~2 \b = - 6 


1 « = 1 

<=> 1 nên có lời giai sau: 


—1 < ỵ < \ — ^3 

Điều kiện: " • Nhận thây x = -l là một nghiệm của phương trình. 

X ^ 1 + y3 

Khi đó ta xét x*l, tức trên tập xác định: /) ( 1;1 \3 u 1 I \ 3; I / ). 

ở* Lời giải 1 . Đặt ẩn phụ đưa về dạng \[Ã = B. 

(*)<=> X + 2 = J(x + 2) 2 - 6(>/x"+T) 2 +2 >^c+Ĩ» Jí-Ị^=ì -6=4^=-2 (0 

VWx + lJ ựx + 1 

VI 2 1— - ịt>2 s 

Đặt t = —= , thì (?) <=> \Jt 2 -6 = f- 2<=>< <=>f = ^- 

4^c Tĩ Ịf 2 -4f + 4 = f 2 - 6 2 

c _ X + 2 5 / 7 íx > —2 _ 3 

Suy ra: , = . <=» 5yx +1 = 2(x + 2) <=> < „ _ _<=>x = 3 V x = ~—■ 

sỊx + ĩ 2 [4x 2 -9x-9=0 4 


f>2 5 

- - <=> t = ■ 

f 2 -4f+ 4 = f 2 - 6 2 


Suy ra: 


x + 2 5 


x -“ 2 _ ~ w _ 3 

„ _ _ <=>x = 3 V X = —-• 

4x - 9x - 9 = 0 4 


Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có 3 nghiêm là X = -1, X = 3, X = “ • 

Lời giải 2 . Chia trực tiếp để đặt ẩn phụ. 

(*) \Ịx +1 + -=L - =. X +1 + —t- -4+2 (i) 

VX + 1 V X +1 

Đặt í = *\/x +1 + = > 2, suy ra: í 2 = X +1 + —t— + 2. Khi đó: 

s/x + 1 X +1 

(i) <=> f = \ / (■> + 2 <^> sỊt 2 — 6 = f — 2<=>f = — • 


Suy ra: %/xTĨ+ — = ^ <=> 2(x + 2) = 5%/xTĨ <=> X = 3 V x = -~ 

VX +1 2 4 

/&» Lời giải 3 . Liên hợp sau khi sử dụng Casio tìm đuợc 2 nghiệm X = -1, X = 3. 
(*) <=>(%/x 2 -2x-2 -1) + 2%/x + l — (x +1) =0 
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X - 2x - 3 


X 2 -2x-3 


= 0 


\Ịx 2 — 2x — 2 +1 2\fx +1 + X + 1 

1 1 


<=> (x - 2x - 3) • 


\Ịx 2 — 2x — 2+1 2\[x +1 + X +1 


= 0 




X - 2x - 3 = 0 <=> X = -1 V x = 3 


(*), (0 


sỊx 2 -2x-2= 2\Ịx +1 + X (/) 

^/x 2_ - ~2x-2 + 2s[x +1 = X + 2 


^x 2 -2x-2 - 2\íx + l =: 


4x 2 -2x-2 = x + l<=>x = -- 


Ví du 133. Giải phương trình: \Ị2x 2 + 3x +1 + \ịĩ-3x = 2\Ịx 2 +1 (*) 

Tạp c/ú To ÁM học & Tuổi trẻ - Sô'439 (1 - 2014) 


Lời giải . Điều kiện: 



1 r 

Í2x 2 + 3x + l>0 

X < -1 V X > - 

2 

1 <=>1 

z <=> 

1 - 3x > 0 

1 

l 

x< — 


l 3 L 


l 3 

(*)< >\2(vr' I l)-(vl 3x)” 2VTT1 V1 3.V 


X < —1 

1..1- 
-^-<x<^- 
2 3 




<tí> 


2 - 


V1 - 3x 
%/x 2 +1 


= 2 - 


%/ĩ - 3x 


<=> \f 2 -t 2 =2 -t với t = 


\Jl-3x 


>0 


I í < 2 

x2 


\Ịx 2 +1 \jx 2 +1 

<=> f = 1. Suy ra: \/x 2 +1 = Vl-3x <=> X = 0 V X = -3. 


[2r -4í + 2 = 0 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có 2 nghiệm là X = 0, X = -3. 

Nhân xét . Qua bài toán này, ta nhận được 1 kinh nghiệm nhỏ, đó là gặp phương trình 
vô tỷ cơ bản dạng V /\ I \ /1 =sỊc, ta đừng vội lũy thừa mà nên nháp thử biểu thức 
trong căn lớn có phân tích thành tôhg của các biểu thức ngoài căn hay không ?! Nếu 
không, ta hãy lũy thừa đểxem chúng thuộc loại cơ bản nào đã học và định hướng đi. 


Ví du 134. Giải phương trình: 4x = \Ịx 3 + 4x 2 - 5 + 7 2x ’ + 4x 2 - 10 (*) 


w x 3 +4x 2 -5>0 

x&o Lời giai. Điêu kiên: ! 

[2x 3 +4x 2 -10 > 0 

(*) <=> yỊ^ĩĩx 3 + 4x 2 - 5) 2 - (2x) 2 = 2.2x - yỊx 3 + 4x 2 - 5 

Đặt u = 2x, V = a/x 3 + 4x 2 -5 >0 thì (ỉ) <=> sỊĩũ 2 -V 2 =2u-v 

Í2í/-Ơ>0 Í2u-V>0 Ỉ2ư>v>0 

«•< <=>< 

\5u -4uv-v =0 \(u-v)(5u + v) = 0 [u = v V u = v = 0 


(0 
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ịx > 0 

1 \Ịx 3 + 4x 2 - 5 = 2x 


Í2x = 0 fx>0 

\ , - = 
[X 3 +4x 2 - 5 = 0 [X 3 = 5 


3/5. 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = ịfE. 

Nhân xét . Trong bài giải trên, do điêu kiện chưa được tường minh nên tôi chọn 
phương án đặt 2 ẩn phụ u, V thay cho việc chia rồi đặt một ẩn phụ t. Hiêh nhiên các 
thí dụ trên vẫn giải được bằng cách đặt 2 ẩn phụ để đưa vê phương trình đẳng cấp. 
Hơn nữa trong phép phân tích: 5u 2 -4 uv-v 2 = 0 <=> (w - v)(5u + v) = 0, bản chất là 

giải phương trình đẳng cấp, tức phân tích: 5X 2 - 4X -1 = (X - 1)(5X +1) với X = — 

V 

và thếvào, qui đông được nhân tử (u - v)(5u + v) = 0. Ta cũng phân tích tương tự đối 
với biểu thức có dạng đẳng cấp bậc ba thay cho việc tách, ghép và nhóm thông thường. 

Ví du 135. Giải phương trình: 2\[2x-ĩ + \Ịx 3 +2 x-7 = sỊĩx 3 + 18X-27 (*) 


Lời giải . Điều kiện: 


2x-l>0 
X 3 + 2x-7 >0 
3x 3 + 18X-27 >0 


=2^2x^ĩ+4v r +2x^7 (0 

Đặt u = \/2x-l > 0, V = \Ịx 3 +2 x-7 > 0. Khi đó: (ỉ) <=> \ hu' + 3v 2 =2u + v (ú) 
<=>6 u 2 +3v 2 =4w 2 +4 uv + v 2 <r>2u 2 -ấuv + 2v 2 =0o(«-u) 2 =0 <=>u = v. 

Suy ra: v2.v - 1 = \Jx 3 +2 X - 7 <=> X 3 = 6 <=> X = \Ịổ. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = ĩỊE. 
Nhân xét . Trong cách giải phương trình (Ại) do 2 vế đêu dương nên tôi đã bình 

phương mà không can đặt điêu kiện. Nêu chưa biết dấu nên giải theo đúng yfÃ = B. 

Ví du 136. Giải: n/Ìx 3 + 13x 2 + 4x -10 + \Ịx 3 + 3x 2 + X - 2 = 3%/Ìx 2 + X (*) 

ị 5x 3 + 13x 2 + 4x -10 > 0 


Lời giải . Điều kiện: 


X 3 +3x 2 +x-2>0 
2x 2 + X > 0 


(*) <=> ^5(x 3 + 3x 2 + X - 2) - (2x 2 + x) = 3^2x 2 + X - Vx 3 + 3x 2 + X - 2 (í) 

Đặt u = \Ị2x 2 +x > 0, ^x 3 + 3x 2 + X -2 > 0. Khi đó: (ỉ) <=> \Ịt>v 2 - u 2 =3u-v 
Í3u-V>0 Í3u>u>0 Í3í/>u>0 

\5v 2 -u 2 =9u 2 -ốuv + v 2 \5u 2 -3uv-2v 2 =0 \(u - v)(5u + 2v) = 0 




3u>v>0 
u = v <=> <! 
5 u + 2v = 0 


3u>v>0 
u = v <=><; 
u = v = 0 


3u>v>0 

X 3 +3x 2 +X-2 = 2x 2 +x <=>x = l. 

X 3 + 3x 2 + X - 2 = 2x 2 + X = 0 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 

BÀI TẬP RÈN LUYỆN DẠNG 6 

BT 228. Giải phương trình: - 3 X + \Ịx - _ 1 (x G □ ) 

1 + -ự2(x 2 - 3x + 4) 

Y _|_ */1 Ov _ Q 

BT229 . Giải phương trình: — = 1 (xgO) 

y4x 2 -2x + 3 

BT 230. Giải phương trình: X + 2 + 4\/x 2 - X + 2 = 2\ 6.v' - x + 14. (x G □ ) 

BT 231. Giải phương trình: X + 1 + V 2x I 1 = \Ỉ3x 2 + 8x + 4. (x G □ ) 

BT 232. Giải phương trình: ^x 4 - X 2 + 1 = 3\Jx 2 - 1 + X 2 . (x G □ ) 

BT 233. Giải phương trình: X - 1 + \ 2x 3 = Vsx 2 -12x + 8. (x G □ ) 

BT 234. Giải phương trình: 2x + v2x I 1 = 1 + \ 4x i 2x • 4. (x G □ ) 

BT 235. Giải phương trình: X - 1 + \ 2x ! 1 = ^2x 2 + 4. (x G □ ) 

BT 236. Giải phương trình: \ 2x í 1 4x • 4 = V 3.V - 2 + X + 2. (x G □ ) 

BT237. Giải phương trình: \ ỡx 2 : 8.V ! 1 = \2x 1 + 4x 2 + 2x. (x G□ ) 

BT238. Giải phương trình: \ 2x - 1 ()x i 1 (-1 = •sỊx-l + X-3. (x G□ ) 

BT 239. Giải phương trình: V 3-V - 2 + 2 \jx 2 -2x + 3 = \ 3.V 7.V 1 13. (x G □ ) 

BT 240. Giải phương trình: X -1 + -Ịx = \j7x 2 —17x + 7. (x G □ ) 

BT 241. Giải phương trình: 6 = 3x + \fx + 2\l3x 2 -14.X + 12. (x G □ ) 

BT 242. Giải phương trình: 2 \Ịx 2 +3x + 3 + X + 1 = \Ì9x 2 +23x + 19. (x G □ ) 

BT 243. Giải phương trình: \Jl-x 2 +1 - 2x = 2a/14x 2 -12x + 1. (x G □ ) 

BT 244. Giải phương trình: y x ' I X (ĩ + \fx = ^3x 2 +4x-18. (x G □ ) 

BT245. Giải phương trình: \fx + 2\lx 2 + X - 2 = \j5x 2 +9x-10. (x G □ ) 

BT 246. Giải phương trình: \ 2x 1 + sỊx 2 +3x-l = sỊx 2 +9x-4. (x G □ ) 
BT 247. Giải phương trình: 2\ 2x - 3 + sỊx 2 + 3x-4 = \Ịx 2 +19X-28. (x G □ ) 
BT248. Giải phương trình: X + \Ịx 3 + X 2 - 2 = \Í3x 3 +4x 2 -6. (x G □ ) 

BT 249. Giải phương trình: \Ịx 3 +2x-3 + 2x + 2 = %/5x 3 + 4x 2 + 18x - ĩĩ. 

BT 250. Giải PT: 2%/x 2 + X +1 + ^x 3 + X 2 + X -3 = \ 6x ' + 9x 2 + 9x -16. 

BT 25Ĩ. Giải phương trình: X + 3 + \Ịx 3 +6x + 9 = n/x°’ + 3x 2 + 24.T + 36. (x G ũ ) 
BT 252. Giải phương trình: \Ịx 3 + 3x 2 + 2 + %/x 3 +x 2 +4 = 2^x 3 +2x 2 +3. 

BT 253. Giải phương trình: \Ịx 3 - 2x + sỊx 2 - 2x + 4 = \Ịx 3 +3x 2 -8x + 12. 
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7. Dang 7 . f(x) " + b(x) = a(x) ■ sịci{x) ■ f(x) - b(x) 

Phương pháp giải: 

_ \u = f(x) . 


V = da(x).f(x) -b(x) 


v" = a(x) ■ u - b(x) và kết hợp với đề bài được 


hệ phương trình đối xúng loại II: I ( ) ( ) (lấy vế trừ vê). 

\u n = a(x) ■ V-b(x) 

Lưư ỷ . Bài toán thường chưa được biến đổi về dạng (í), do đó ta cần biên 
đổi dựa vào đồng nhất thức quen thuộc để đưa về (/). 


Đê tìm hiểu kỹ dạng này, ta cùng xét các ví dụ sau: 


Ví du 137. Giải phương trình: 4x 2 -3x = (x + 2)v2.v’ + 2x -1 


Phân tích . Dạng: mx 2 + nx + p = (qx + r)yax 2 + (ÍT + y thường thì ta sẽ nghĩ đến 

dạng đẳng cấp, tức đi tìm 2 số a, b thỏa: 4x 2 -3x = a(x + 2) 2 ! /i(\2x' +2x-l) 2 , 
nhưng sẽ không tồn tại a, b. Kếđến, sẽ nghĩ đêh việc đặt ẩn phụ không hoàn toàn, tức 

đặt t = sỊlx 2 +2x-l, nhưng phương pháp này không khả thi do A không là sô'chính 
phương. Lúc đó, các bạn hãy nghĩ đến việc đưa vê dạng 7 bằng cách so sánh đê bài với 
dạng tôhg quát, tức viết: (2x + m) 2 + b(x) = (x + 2).Ặx + 2)(2x + m) - b(x), (ỉ). Lúc 
này ta cân xác định m và biểu thức b(x) bằng đông nhất thức dựa vào việc so sánh 
giữa (i) và (*). Do biểu thức trong căn của (*), (í) đêu có 2x 2 nên ta có thểkhẳng 
định được rằng b(x) sẽ có dạng bậc nhất mà ta gọi là b(x) = nx + p. Khi đó biểu thức 
(í) được viết lại là: (2x + m) 2 + (nx + p) = (x + 2 ).Ậx + 2)(2x + m) - (nx + p) hay viết 
4x 2 + (4 m + n)x + m 2 + p = (x + 2)^2x 2 + (m-n + 4)x + 2 m-p, so sánh với (*) được 

4m+n=-3 , 

2 „ m = -1 
ỴH + p = 0 

hệ phương trình: < <=> ■( n = 1 • Khi đó phương trình đã cho được viết lại 

m-n+ 4=2 
” , p = -1 

2 m -p = -l 1 

là (*) <=> (2x -1) 2 + (x -1) = (x + 2).Ặx + 2)(2x -1) - (x -1) và đặt 2 ẩn phụ như 
phần lý thuyết sẽ đưa vê hệ đối xứng loại II và có lời giải 1 như sau: 


Điều kiện: 2x 2 +2x-l>0<=>x< 


1 v3 


hoặc x> 


-1+s 


Lời giải 1 . Đặt ẩn phụ đưa về hệ. 

(*) <=> (2x -1) 2 + (x -1) = (x + 2). J(x + 2)(2x -1) - (x -1) 
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Đặt 


\u = 2x-l 


V 2 = (x + 2) • u - (x - 1) 


( 1 ) 


[ơ = Ặx + 2)(2x-l)-(x-l) >0 \u 2 =(x + 2)-v-(x-l) (2) 

Lây (1) - (2) => u 2 - w 2 = (x + 2)(u- v) <=>(v-u)(v + u) + {v-u)(x + 2) = 0 

u = v 

U+V+X+ 2=0 


<=> (v - u)(v + í/ + x + 2) = 0<=> 


_ 1 

X > 2- 

2 


<=> X = - 


• Với u = V, suy ra: V2x + 2x -1 = 2x -1 < 

[x 2 -3x + l = 0 

• Với U + V + X + 2 = 0, suy ra: 42-X 2 + 2x -1 = -1 - 3x : vô nghiệm. 
Kết luận: So với điều kiện, phuơng trình có nghiệm duy nhất X = 


3 + VỈ 


3 + yf5 


Lời giải 2 . Nhân liên hợp. 


(*) <=> 2(x 2 - 3x +1) + (x + 2) 


(2x -1) - 42 -X 2 + 2x -1 


= 0 


2 o -X . 2(x + 2)(x 2 -3x + l) 

2(x 2 - 3x +1) + —- A — = 0 


2x 1 • \2.v +2x-l 


<=> 


X - 3x +1 = 0 
1 +- x + 2 


= 0 


. <=> 


2x -1 + V 2x + 2x -1 


X = ■ 


3 + Ví 


+ 2x -1 = -1 - 3x: VN, 


Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất X = 


3 + \/5 


Nhân xét . Thoạt nhìn vào lời giải 2 đơn giản và ngắn gọn, nhưng thực sự để có được 
tách ghép liên hợp như vậy ta cân qua các giai đoạn trung gian như sử dụng table của 
Casio để tìm nhân tử X 2 -3x + l và cân có sự khéo léo, kết hợp với kinh nghiệm đông 
nhất thức để ghép được biểu thức (2x -1) - yix 2 + 2x -1 như đã trình bày !!!. Hiển 
nhiên do xác định được nhân tử X 2 -3x + l nên ta có thể giải cách 3 bằng phương 
pháp lũy thừa lên được bậc bôh, rồi chia cho x 2 -3x + l, suy ra 2 tích sô'bậc 2. 
Nlumg cần tìm điêu kiện chính xác để tránh thu nghiệm ngoại lai. 


Ví du 138. Giải phuong trình: X 2 + 7x +16 = (2x - 


+ 2x —16 


(*) 


Điều kiện: Do X 2 + 7x +16 > 0, Vx G □ , suy ra 


|2x +2x-16>0 
2x - 3 > 0 ?! 


<=> X > ■ 


>/33-1 


-•&» Lời giải 1 . Đặt ẩn phụ đưa về hệ. 

(*) (x + 3) 2 + (x + 7) = (2x - 3)Ậ2x - 3)(x + 3) - (x + 7) 

ịu = x + 3 ịu 2 +(x + 7) = (2x-3)-v 

Đặt rz -—-T7—-— , _ . 


(0 


= ự(2x-3)(x + 3)-(x + 7) >0 Ịu 2 + (x + 7) = (2x-3)• 
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u 2 -V 2 = (2x- 3)(» - w) <=> (u - »)(u + » + 2x - 3) = 0 <=> 

ịx>-3 


11 = V 

U+V+2x-3=0 


+ 2x-16=x + 3<^><| - " __ < > X 2 I \/29. 

X 2 - 4x - 25 = 0 


• Với u = V, suy ra: 


• Với U + V + 2x - 3 = 0, suy ra: \]2x 2 + 2x -16 = -3x < 0: vô nghiệm. 

Kết luận: So với điều kiện, phuơng trình có nghiệm duy nhất x = 2 + V 29 . 

Lời giải 2 . Nhân liên hợp sau khi sử dụng Casio đuợc nhân tử X 2 -4x- 25. 

(*)<=>(2x-3)j 


+ 2x —16 — (X + 3) 


+ (x -4x-25) = 0 


(2x-3)(x -4x-25) . . , ... - 

<^> v - - L + {x 2 - 4x - 25) = 0 


<=> 


yj2x + 2x —16 + X + 3 

X 2 — 4x - 25 = 0 
\ 2x • 2.V 16 = —3x 


<=> 


X = 2 ± y 

Jx<0 

1 7x 2 -2x + 16 = 0 


: VN„ 


Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất X = 2 + V 29 . 


Ví du 139. Giải phuong trình: 8x + llx +1 = (x + l)v4x + 6x + 5 


(*) 


Phân tích . Viết (3x + rì) 2 + b(x) = (x + V)Ậx + l)(3x + rì) - b(x) và do biểu thức trong 

căn thức của (*) là 4x 2 nên b(x) sẽ có dạng bậc hai loại: b(x) = -x 2 +px + q. Khi đó: 

(3x + rì) 2 + (-X 2 +px + q) = (x +1 )J(x + l)(3x + n)~ (-X 2 + px + q) và khai triển được: 

8x 2 + (6 n- p)x + n 2 + q = (x + l)^4x 2 + (n-p + 3)x + n-q. Đồng nhất hệ sô'được hệ 

6n + p = ll r 
'2 [ n = 1 

< n +í ^ <^<p = -l và có các lời giải chi tiết như sau: 

«-» + 3 = 6 

r- q =-3 

n-q = 5 

Lời giải 1 . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=> (3x + 2) 2 + (— X 2 - X - 3) = (x + l)ự(x + l)(3x + 2) - (-X 2 - X - 3) 

íu = 3x + 2 ịu 2 +(-x 2 -x-3) = (: 

Đặt r -—--——-- •> , ’ 

V = J(x + l)(3x + 2)- (-X 2 - X -3) >0 V 2 + (-X 2 - x-3) = (: 


(0 

u 2 + (-X 2 - X - 3) = (x +1) • V 
[» = ^/(x + 1)(3x + 2)-(-x 2 -x-3) >0^Ị» 2 +(-x 2 -x-3) = (x + 1)-« 

u 2 - V 2 = (x +1)(» - u) <=> (u - v)(u + » + x + l) = 0<^> 

í 3x + 2 > 0 


U = V 

»+»+x+l=0 


vTĨ 3 


• Với u = V, suy ra: y4x +6x + 5 = 3x + 2o<_ rì <^>x = 

5x 2 + 6x -1 = 0 5 
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Với U+V+X+ 1 = 0, suy ra: y4x 2 +6x + 5 = -4x - 3 <=> X = - 


9 ì V 33 


Kết luận: Phương trình đã cho có 2 nghiệm là X = ~~——, X = - 9 ' 

Lời giải 2 . Đặt ẩn phụ không hoàn toàn. 

Đặt t = 4.4x 2 + 6x + 5 > 0 => t 2 = 4x 2 + 6x + 5. 

(*) <=>(4x 2 + 6x + 5) + (x + l)^4x 2 + 6x + 5 - 12x 2 -17x-6 = 0 

<=> í 2 +(x + l)í -12x 2 -17x-6 =0 và xem đây là phương trình bậc hai với 
biệt số A, = (x + l) 2 + 4(12x 2 +17x + 6) = (7x + 5) 2 . 

Do đó: í = ~ X ~ 1 + 7x + 5 = 3x + 2 hoặc t = ~ x ~ 1 ~ 7x ~ 5 = - 4x-3. 

2 2 


Suy ra: 


/4x + 6x + 5 — 4x ~h 3 
Ỉ4x~ + 6x 4- 5 = —3x — 2 


1-3 __ 9 + 4 

4 ——, X = —4 

5 12 


Ví du 140. Giải phương trình: 2x 2 + 7X +16 = (2x + V)\Ịx 2 + lũx + 4 (*) 


Tập xác định: X 2 + lOx + 4>0<=>x<-5- \ 2Ĩ hoặc X > -5 + \fĩĩ. 
Lời giải 1 . Đặt ẩn phụ đưa về hệ phương trình. 

(*) (x + 4) 2 + (x 2 - x) = (2x + 1) a /(2x + 1)(x + 4)-(x 2 -x) 

Đ“t| W = X + ^ Ịu 2 +(x 2 -x) = (2x + l)-ư 

\v = Ậ2x + l)(x + 4) - (x 2 - x) > 0 \v 2 +(x 2 -x) = (2x + l)-u 


(u 2 -v 2 ) = (2x + \)(v - ù) <=> (u - v)(u + ư + 2x + l) = 0<^> 


í/ + ư + 2x + l = 0 


Với u = V, suy ra: y x 2 + lOx + 4 = X + 4 <=> 


X > -4 


10x + 4 = 8x + 16 


<=> X = 6. 


• Với w + ư + 2x + l = 0, suy ra: vx 2 +1ŨX + 4 =-3x-5: vô nghiệm. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 6. 
Lời giải 2 . Đặt ẩn phụ không hoàn toàn. 

(*)<=> X 2 + lOx + 4 + (2x + ĩ)\/x 2 + lOx + 4 - 3x 2 -17x-20 = 0 (i) 

Đặt t = %/x 2 + lOx + 4 > 0, suy ra: í 2 = X 2 + lOx + 4. 

(ị) <=> f 2 +(2x + l)i -(3x 2 +17x + 20) =0, có biệt số: Á f =(4x + 9) 2 . 


Do đó: 


t — v X + lOx + 4 — X + 4 
t = Jx 2 +1ŨX + 4 = -3x - 5 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 6. 
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Ví đu 141. Giải phương trình: 4x + 6 = (x - 


'X - X - 6 


(*) 


Phân tích . Khác với các thí dụ trước, hiểu thức ngoài căn là bậc nhất nên sử dụng 
đông nhất: (mx + nỷ - (m 2 x 2 + px + q) = (x- V)Ậx - l)(mx + n) + (mỹ + px + q) 

(2 mn-p)x + n 2 -q = (x-1 )Ậm + m 2 )x 2 + {n-m + p) + q-n và đông nhất hệ sô' 


<=> 


2 mn - p = 4 

m = {-3;2| => m = 2 

n 2 - q = 6 

4í7 - p = 4 

ị m 4 - m 2 =6 <=>- 

n 2 - q = 6 <=> < 

n-m + p = -1 

n 4 p = 1 

q - n = -6 

q-n = - 6 1 


m = 2 
n = 1 

p = 0 

q = - 5 


Trong phép đông nhất 


trên, tôi đã chọn m = 2 để được các sô'còn lại chẵn, nếu chọn m = -3 thì sẽ lẻ. 


Lời giải . Điều kiện: 6x 2 - x- 6>0<=>x< 


1 - 


hoặc X = 


1 + 


12 ' 12 
(*) (2x +1) 2 - (4x 2 - 5) = (x - l)ự(x-l)(2x + l) + (4x 2 -5) 

u = 2x4-1 ịu 2 -(4x 2 -5) = (x-\)-v 

yj(x - l)(2x 4-1) + (4x 2 - 5) >0 Ịc 2 - (4x 2 - 5) = (x -1) • u 


Đặt 


\v = - 


u 2 - V 2 = (x - l)(v -u)<r>(u- v)(ll 4-ơ4-X-l) = 0<=> 


2x 4-1 > 0 


u = v 

U+V+X-1=0 


_ 7 

• Với U = v, suy ra: %/6x 2 -x-6 =2x4-l<^><! _ „ _ _ <^x = — - 

[2x 2 -5x-7 = 0 2 

íx < 0 


• Với W4-U4-X-1 = 0, suy ra: v6x 2 -x-6 =-3x<tí><! - vô nghiệm. 

[3x 2 + X + 6 = 0 

^ , 7 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = — ■ 


Ví du 142, Giải phương trình: 6x4-94- (2x 4- ĩ ) \Jĩ5x 2 +X + 9 = 0 


(*) 


Lời giải . Tập xác định: D = ũ . 

(*) <=> -6x - 9 = (2x 4- l)Vl5x 2 -4x4-9 

• (3x - 1) 2 - (9x 2 +10) = (2x + l)Ậ2x + l)(3x -1) + (9x 2 +10) 


<=> (3x -1) - 
[u = 3x -1 


Đặt 


J li 2 - (9x 2 +10) = (2x 4- 1) • V 
V = Ậ2x 4- l)(3x -1) + (9x 2 4- 10) > 0 ^ Ịơ 2 - (9x 2 +10) = (2x +1) ■ M 


>u 2 -V 2 =(2x + l)(v-u)<^>(u-v)(u + v + 2x + l) = 0<^> 


u = v 

U + V + 2x + 1 = 0 
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Với u = V, suy ra: V15x + x + 9=3x- !<=><! 3 


: vô nghiệm. 


6x +7x + 8 = 0 


• Với U + V + 2x + l = 0, suy ra: \ll5x 2 +X + 9 = -5x <=> X = • 

3 10 

, 9 

Kết luận: Phuơng trình đã cho có nghiệm duy nhất là X = ~YÕ' 


Ví du 143. Giải phương trình: X 3 + 7x 2 +16x + 5 = (l-2x)y-3x 2 -7x + 5 (*) 


Phân tích . Xét dạng tôhg quát: (x + ra) 3 + b(x) = (1 - 2x).\( 1 - 2x)(x + ra) -b(x) và 
thấy trong căn thức có -3x 2 nên chọn b(x) = (x 2 + nx + p). Lúc này viết biểu thức lại 
là (x + ra) 3 + (x 2 + nx + p) = (1 - 2x).^/(l - 2x)(x + ra) - (x 2 + nx + p) hay 
X 3 + (3ra + l)x 2 + (3ra 2 + n)x + ra 3 + p = (1 - 2x)%J-3x 2 - (2ra + « - l)x + ra - p. Đong 
3)77 + 1 = 7 

3ra 2 + n = 16 ra = 2 

nhất hệ sô'được hệ: ị ra 3 + p = 5 <=> j n = 4 ■ Từ đó có lời giải chi tiết như sau: 

2m + «-1 = 7 p = -3 
m -p = 5 

Lờ/ giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) (x + 2) 3 + (x 2 + 4x - 3) = (1 - 2x).ịj(l - 2x)(x + 2) - (x 2 + 4x - 3) 

^ fw = x + 2 íw 3 +(x 2 +4x-3) = (l-2x)-« 

Đặt < ---- => < ' 

= Y(1 - 2x)(x + 2) - (x 2 + 4x - 3) > 0 [u 3 + (x 2 + 4x - 3) = (1 - 2x) • u 


=> u 3 - V 3 = (1 - 2x)(u - u) <^> (u - v)(u 2 +UV + V 2 + 1 - 2x) = 0 
<=> M = u hoặc « 2 + uv + v 2 +1—2x = 0. 

• Với u = V, suy ra: \f-3x 2 - 7x + 5 = X + 2 <=> X 3 + 9x 2 + 19x + 3 = 0 
<=> X = -3 hoặc X = -3 ± 2\ỊĨ. 

' ( „Y 3 

• Với 7) 2 + 7)Z) + Z) 2 +1 - 2x = 0 <=> v + 4 + — u 2 + l-2x = 0 

l 2j 4 

f »Y 3« 2 +4-8x n . ( «Y 3x 2 +4x + 16 - a , 

<=> 0 + +-—-= 0 <=> V + +-——-= 0: vô nghiệm do ta 

l 2j 4 l 2j 4 

luôn có 3x 2 + 4x +16 > 0, Vx e □ . 

Kết luận: Phuong trình đã cho có 3 nghiệm là X = -3, X = -3 ± 2\fĩ. 

Luu ý. Đối với dạng căn thức bậc 3 (« = 3) thì ta chỉ có 1 truòng hợp u = V. 


113 







Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


Ví đu 144. Giải phương trình: 8x - 13x + 7 = Ị '1 + — j ■ ịị3x - 2 (*) 

Đ'ê nghị Olympỉc 30/04/2013 - THPT Chuyên Hùng Vương - Bình Dương 


Lời giải . Điều kiện: x^o. 

(*) <=>8x 3 - 13x 2 + 7x = (x + I).v3x : ’ 


<=> (2x -1) 3 - (x 2 - X -1) = (x + l)ự(x + l)(2x -1) + X 2 - X - 1. 

|w = 2x-l ịu 3 -(x 2 -x-l) = (x + l)-v 

\v = ịỊ(x + l)(2x-l) + x 2 -x-1 \v 3 -(x 2 -x-l) = (x + l)-u 


(u-v)(u +UV + V + X + 1) = 0<=> ( u) 3 , 

V + -- +-U +X +1 = 0 

2 4 


8x 3 -15x 2 +6x + l = 0 X = 1 V x = -4 

, _ 8 

^ ( u) 3(2x-l) 2 +4x + 4 ^ / \2 2 Q. r7 

v + ^~ +— --= 0 lí 12x -8x + 7 

*-) ^ 9 4 0 

L V ^ 

, 1 
Kết luận: So với điều kiện, phương trình có 2 nghiệm là X = 1, X = -2- • 

8 


Wjfa 145. Giải phương trình: 8x 3 + lOx-17 = 8v30x-24x 2 -7 (*) 

Đ'ê nghị Olympic 30/04/2013 - THPT Chuyên Tiên Giang-Tiên Giang 


Phân tích . Xét dạng tôhg quát: (2x + nìỷ + b(x) = 8ịj8.(2x + m)-b(x). Do biểu thức 
trong căn thức là bậc hai dạng: -24x 2 + 3ƠX-7 và so sánh với 8.(2 x + m)-b(x) nên 
chọn b(x) = 24x 2 -14x + n. Vấn đê còn lại là chọn m, n thì bài toán giải quyết. So 
sánh các biểu thức ngoài căn thức, các biểu thức trong căn thức với nhau vê hệ sô'từng 
bậc ta được hệ: m = -2, n = -9 và có lời giải như sau: 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) (2x - 2) 3 + 24x 2 - 14x - 9 = 8.^/8(2x - 2) - (24x 2 - 14x - 9) 

ịu = (2x-2) _ fu 3 +24x 2 -14x-9 = 8ư 

ạ ịv = ^Ỉ8(2x^2)^(24x ĩ ^Ĩ4x^9) Ịơ 3 +24x 2 -14x-9 = 8 u 


=> u 3 - V 3 = 8 (u - ơ) <=> (u - v)(u 2 + uv + V 2 + 8) = 0 <=> u = V. 

Suy ra: \ 30x - 24x 2 - 7 = 2x - 2 8x 3 - 6x = 1 <=> 4x 3 - 3x = ^ (í) 

9 1 1 

Xét |x|<l vàđặtx = cosí, (fe[0;7i]) thì (ỉ) <=> 4cos 3 1 -3cosf = ^ <=> Cơs3f = ^ 
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Lời giải . Điều kiện: 2x 3 + 8x 2 + 6x +1 > 0. 

(*) (x 2 f - (6x +1) = (2x + 8)Ậ2x + 8)x z +(6x + l). 


u = x >0 


u 2 - (6x +1) = (2x + 8)-v 


V = *J(2x + 8)x 2 + (6x + 1) ju 2 - (6x + 1) = (2x + 8 )-u 

u 2 -V 2 = (2x + 8)(v - ù) ( u - v)(u + ơ + 2x + 8) = 0<^> 


u = v 

U+V+ 2x + 8 = 0 


• Với u = V, suy ra: 42-X 3 + 8x 2 + 6x + l = X 2 <=> X 4 - 2x 3 - 8x 2 - 6x -1 = 0 (í) 
<=> (x 2 - 4x - l)(x 2 + 2x +1) = 0 <íí> X = -1 hoặc X = 2 ± \ỊE. 

• Với M + u + 2x + 8 = 0, suy ra: sỊĩx 3 + 8x 2 + 6x +1 + (x +1) 2 = -7: vô nghiệm. 
Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm phuong trình là X = -1, X = 2 ± yJE. 
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Nhân xét . Trong cách giải phương trình bậc bôh (Ị), tôi đã sử dụng chức năng table 
của Casio để tìm nhân tử X 2 -4x-l và dựa vào nhân tử này đưa vê tích. Nếu không 
như thế, ta có thể biến đổi: X 4 -2x 3 +x 2 =9x 2 + 6x + l<=>(x 2 -x) 2 =(3x + l) 2 cũng 
đưa được về tích (x 2 - 4x - l)(x 2 + 2x + 1) = 0 (giải phương trình bậc cao - bài 1). 

BÀI TẬP RÈN LUYỆN DẠNG 7 

BT 254. Giải phương trình: X 2 + 3x = (3 - x)\Ị-x 2 +X + 4. (x G □ ). 

BT255. Giải phương trình: X 2 - 8x + 26 = (x + l)^x 2 -6x-6. (x G □ ). 

BT 256. Giải phương trình: X 2 + X + 6 = (2x + 3)\ 2x 2 +1ŨX + 4. (x G □ ). 

BT 257. Giải phương trình: 4x 2 + 9x + 1 = (4x - l)\8x 2 -3x-l. (x G □ ). 

BT 258. Giải phương trình: 4x 2 + 19x + 6 = X\l2x 2 - 4x + 3. (x G □ ). 

BT 259. Giải phương trình: 4x 2 + 23x + 23 = (x + 2)\ 2x'’ +6x + 12. (x G □ ). 

BT 260. Giải phương trình: 16x 2 - llx + 1 = (x + ấ)\Ịểx 2 +18x-4. (x G □ ). 

BT 261. Giải phương trình: 2x 2 + 2x - 3 = (2x + 3)4 X 1 + 5x + 7. (x G □ ). 

BT 262. Giải phương trình: X 2 + 4x + 2 = (5x + 3)4 5x 2 + 6x + 2. (x G □ ). 

BT 263. Giải phương trình: 4x + 5 H—= \j2x 2 +8x + 4. (x G □ ). 

X +1 

BT 264. Giải phương trình: 5x + 3 = X V2x 2 + X +1. (x G □ ). 

BT 265. Giải phương trình: 9x + 25 = (x - 1)\ 2x ’ + 5x - 5. (x G □ ). 

30 

BT 266. Giải phương trình: - -= X +1. (x G □ ). 

V 2x ; ' ‘ 7x 9 9 

BT 267. Giải phương trình: X +10 = (x + 3)\ 2.r' +5x-7. (x G □ ). 

BT 268. Giải phương trình: X 3 - 2x 2 + 2x - 3 = (1 - 2x).v3x 2 +5. (x G □ ). 

BT 269. Giải phương trình: 8x 3 + 14x 2 + 9x + 2 = (4 - 2x).\ 6x’ + 3x + 3. 

BT270. Giải phương trình: X 3 -5x 2 + 4x-5 = (1 -2x).\ 6x’ -2x + 7. (reO). 
BT 271. Giải phương trình: X 2 - X - 3 = (x -1) 2 4x 3 +2x + 4. (x G □ ). 

BT 272. Giải phương trình: — - l^x + 12. _ ự—3 + y ỵ 2 — ị ^ x —(x G □ ). 

X -5x 

BT273. Giải phương trình: — +x + ^ x + + 4 _ 3 ^ x 3 +x 2 +x. (x G□ ). 

X + X + 3 

BT 274. Giải phương trình: — + ^ x + 5 = a/x 4 + X 3 + 4x 2 + 4x -1. (x G □ ). 

x + 3 

BT 275. Giải phương trình: -2x 2 + X +1 = (x 4 - 2x + 1)Vx 5 + X 2 -1. (x G □ ). 
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8. Dang 8 . (ax + bỴ = p.kỊcx + d + q.x + r vớineÍ2;3|- 

Phương pháp giải: 

Đặt ay + b = \Ịcx + d nếu tích số p.c > 0. 

Đặt -(ay + b) = kỊcx + d nếu tích số p.c < 0. 

Khi đó ta sẽ đua về được hệ đối xúng loại II hoặc gần đối xúng loại II. 

Lưu ỷ . Trong một số trường họp, ta có thể tiếp cận phép đặt ẩn phụ bằng 
công cụ đạo hàm hoặc giải được bằng phương pháp hàm số. 

Đê tìm hiểu kỹ dạng này, ta cùng xét các ví dụ sau: 


Ví du 148. Giải phương trình: 3x 2 + 6x-3 = J 3 (*) 

HSG Toán 10 - Huyện Hóc Môn - Tp. H'ô Chí Minh ngày 13/04/2013 



17 1 

Phân tích . Biến đổi (*) <=> 3(x + l) 2 = l.J-Ẹx + /~ +6 và có p.c = 1.4->0 nên sẽ đặt 

V 3 3 3 

ẩn phụ y +1 = J-^x + ^, kêì hợp với đê bài để đưa về hệ đôĩ xứng loại II. 

Lời giải . Điều kiện: X > -7. 

^ „ Ịx + 7 _ - , „ Í3(i/ + 1) 2 =x + 7 Í3t/ 2 + 6t/ - X - 4 = 0 

Đặt y + l = . ———>0, đưọchệ:!^^ _ <=>-<_ 

V 3 |3x 2 +6x-3 = y + l [3x 2 + 6x-y-4 = 0 


=> 3(}/ 2 -x 2 ) + 7(y-x) = 0 <v>(y- x)(3y + 3x + 7) = 0<=> 7 

y=-—-x 
L 3 

+ , 1 _ í x -- 1 __>/73-5_ 

Với V = X, suy ra: ,—-—= x + l<=><! „ _ <=>x = —-- 

3 V 3 [3x 2 + 5x-4 = 0 6 

7 .. _ ịx + 7 4 x<-ị -7->/69 

Với y = -— — x, suyra: . —= -— -x<v>{ 3 <=>x = ——T 2 - 

3 V 3 3 Q 2 ,6 

9x + 21x -5 = 0 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là X = —— , X = ^ 69 • 

6 6 

Bình luân . Với n = 2, chẳng hạn: ax 2 + bx + c = d.sỊmx + n, trong nhiêu trường hợp 

ta có thể tiếp cận bằng công cụ đạo hàm như sau: f(x) = ax 2 +bx + c có đạo hàm cấp I 

b ( b ^ b 

là f(x) = 2ax + b = 0<^> x = -~z~- Khi đó ta sẽ đặt y- = s/mx + n khi --Ị— là 

J 2a 3 [ 2a) 2 a 


sô'nguyên và đặt lay + b = \Ịmx + n nếu -3— có dạng phân số. Cụ thể trong bài toán 

2 a 
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( 2x-3Y 3 

<=> 2(y - x) ■ 2 V - 3 + —- + j(2x-3) 2 + 1 =0 «y = x. 

2. 1 4 


Với y = X, suy ra: V3x - 5 = 2x - 3 <=> (2x - 3) 3 = 3x - 5 <=> X = 2 hoặc X = 


5±s 


Kết luận: Phương trình đã cho có 3 nghiệm là X = 2, X = 


5±n/3 


ã* Lời giải 2 . Đồng nhất đưa về dạng m.u 3 + n.u = m.v 3 + n.v. 

(*) <=> (2x - 3) 3 + (2x -3) = (\/3x - 5) 3 + %3x - 5 (/) 

Đặt u = 2x-3, V = $Ỉ3x -5 thì (i)<=>» 3 +u = v 3 +vo(u 3 -v 3 ) + (u-v) = 0 

[/' 3 

<=>(«-u)(» 2 +UV + V 2 + 1) = 0 <=>(;/-u) h + t- + ^u 2 +1 =0 <=>« = ơ 

2 4 


Suy ra: y3x - 5 = 2x - 3 <=> (2x - 3) 3 = 3x - 5 <=> X = 2 hoặc X = 


5±s 


Nhân xét . Bài toán có dạng tôhg quát: ax 3 + hx 2 + cx + d = p.^jqx + r, ngoài cách giải 

1, ta có thể sử dụng đông nhất thức để đưa vê dạng m.u 3 + n.u = m.v 3 + n.v. Khi đó có 
thể giải quyết bằng cách đặt hai ẩn phụ hoặc sử dụng phương pháp hàm số. Cụ thể ở 
cách giải 2 trên, ta luôn xét: (2x + bý + n.(2x + b) = (\3x 3) ' + n.sJ3x - 5 và so sánh 
với đê thấy n = 1. Công việc còn lại là đồng nhất thức tìm b được b = -3. 


Ví du 151. Giải phương trình: \ 81x - 8 = X 3 - 2x 2 + — X - 2 (*) 

Đ'ê nghị Olympic 30/04/2010 - Trung Học Thực Hành ĐHSP - Tp. HCM 


Phân tích . Có /(x) = x 3 -2x 2 +^x-2=>/'(x) = 3x 2 -4x + ^=>/"(x) = 6x-4 = 0 

o x = ^ ■ Do đó tìm ra được phép đặt ẩn phu là 3y-2 = ĩịsix-3. 

Lời giải . Tập xác định: D =0. 


Đặt 3y-2 = y81x-8, suy ra: ( 3 

(3y-2f=81x-8 

=> 3(1/-x) = (X 3 -y 3 )- 2(x 2 - y 2 ) + |(x- y) 

<=> (y - x)[3(y 2 + xy + X 2 ) - 6(y + x) +13 J = 0. 


3y-2 = x 3 -2x 2 + ịx-2 3 y - ỵ3 2 X 2 + x 

3 <=> i đ 


3x = y 3 - 2\f + 2-y 


5.. M . . .. n .. 3±2\fỏ 


Với y = x, suy ra 3x - 2 = y81x - 8 <=> X - 2x - ^x = 0 <=> X = 0, X = 
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• Với 3(y 2 + xj/ + x 2 )-6(]/ + x) + 13 = 0<tí>3x 2 + 3(y-2)x + 3y 2 -6y + 13 = 0 (í) 
Xem đây là phương trình bậc hai với ẩn là X và 1 / là tham số thì có biệt số: 
A x = 9(y - 2f - 12(3 y 2 -6 y + 12) = -27y 2 + 36 y -120 < 0, Vy e □ . 

Do đó phương trình (í) vô nghiệm. 

3 * 2-SỈ6 

Kết luận: Phương trình đã cho có 3 nghiệm là x = 0, x= ~~ • 


Ví du 152. Giải phương trình: 5x 2 -13X + 4 + V X 4 + 3x 3 =0 (*) 

Đ'ê nghị Olympic 30/04/2014 - Chuyên Trân Hưng Đạo - Bình Thuận 


Phân tích . Biểu thức trong căn phân tích được thành tích số: X 4 +3x 3 =x 2 (x 2 +3x), 
hướng suy nghĩ đâu tiên là đưa vê dạng đẳng cấp bằng cách đông nhất thức biểu thức 
ngoài căn theo biểu thức tích, tức tìm 5x 2 -13x + 4 = «.x 2 +b.{x 2 +3x), nhưng sẽ 
không tồn tại hai sô' a, b. Casio cũng chịu thua với hình thức này !!. Nhưng đểý biểu 

M ^ 1 

thức trong căn thức là bậc 4, ta hoàn toàn có thê đặt ẩn phụ x = y đê biên phương 

trình về dạng 5-4--13-- + 4 + J4- + 3- 4-=0<=>4f 2 -13f + 5+ \ 3/ i 1 = 0. 
t 2 t ]Ịt 4 t 3 

Lời giải . Điều kiện: X 4 + 3x 3 > 0 <=> X > 0. 

, ^ 1 

Do X = 0 không là nghiệm của phương trình nên chỉ xét X > 0, và đặt X = - > 0. 

(*)»5~-13-7 + 4+ 11 + 3.1 =0^4í 2 -13í+ 5 +ự3í+ 1=0 


í 2 t Ví 4 í 3 


w r — ý Ị (2l/+ 3) — 1 + 3f 

Đặt 2i/ + 3 = vl + 3í, y>-^~ , suy ra: ị , 

ự 2.) 4í 2 -13í + 5 + 2ị/ + 3 = 0 


4y 2 + 12y - 3í + 8 = 0 (0 
4í 2 - 13í + 2y + 8 = 0 


(y +1) [2 ( 1 / - 1) + 5 ] - 0 • 


Với y = -t, thì (1) <=> 4í 2 - 15í + 8 = 0 <=> t = 


15 + 4 


hoặc t= 


y = -t 

2y = 2t-5 
15-^97 


Suy ra: y = - — (loại do y > - ^) hoặc y = — Ỵ— (nhận). 


AÁ- v _1_15 + 9 

Do đó: X = - = — ! 

t 16 


Với 2y = 2t-5, thì (1) <=>4t 2 -llt + 3 = 0 ^ t = - 


hoặc t= 


11 V 


C „ TT ^. \ /T’ 9 . , a „ _ 9 + \J 

Suy ra: y = -—-—- (nhận) hoặc y = -—- 

8 " 8 


(loại). 
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1 11 - 
Do đó: X = - = —— 
t 6 


15 - 4 - sj97 11 ^73 

Kết luận: So điều kiện, nghiệm phương trình là X = ——-, X =--- 

16 6 
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BT 276. 
BT277. 
BT278. 

BT279. 

BT280. 

BT281. 

BT282. 

BT283. 

BT284. 


BT285. 


BT286. 

BT287. 

BT288. 

BT289. 

BT290. 

BT291. 

BT292. 

BT293. 

BT294. 


Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 

Giải phương trình: 

Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 

Giải phương trình: 

Giải phương trình: 
Giải phương trình: 

Giải phương trình: 
Giải phương trình: 

Giải phương trình: 

Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 


X 2 +4x = \Ịx + 6. 

(x eũ ) 

2x 2 -6x -1 = a/4x + 5. 

(leũ) 

X 2 -4x-3 = %/x + 5. 

(leũ) 

2x 2 + 4x = J~^~ ■ 

(leũ) 

X 2 -2x = 2\Ịlx-l. 

(xen) 

4x 2 + 4x - 3 = \/2x + 5. 

(xen) 

9x 2 -6x - 5 = \Ị3x + 5. 

(xen) 

18x 2 + 6x - 29 = \jl2x + 61. 

(xen) 

9x 2 + 12x -2 = \Ị3x + 8. 

(xen) 

Học sinh giỏi khôi không chuyên Tp. H'ô Chí Minh 

X 2 - X = 2004.(ựl + 16032x +1). 

(xen) 

Học sinh giỏi tỉnh Bắc Giang 

X 2 - X - lOOO.ựl + 8000x = 1000. 

(xen) 

- ■slểx +1 - 9x 2 + 26x - — = 0. 

3 3 

(xen) 

X 3 + 3x 2 - 3\Ị3x + 5 = 1 - 3x. 

(xen) 

ìỊx - 2 = 8x 3 - 60x 2 + 151x -128. 

(xen) 

*- 9 ^ S -3^ + 9x-7. 

3 3 

(xen) 

27x 3 -23x + l = ^/26x-l. 

(xen) 

Ỉj3x + 4 = X 3 + 3x 2 + X - 2. 

(xen) 

1 - 6x - 2x 2 = \j8x 4 + X 3 . 

(xen) 

3x 2 + 2x - 1 + \Ị3x 4 + X 3 =0. 

(xen) 


9. Dane 9. 

\Ịx + 2a\Ịx-b +a 2 -b +\ịx-2ayỊx-b + a 2 -b =cx + d 

o 

A 

Sì 

Phương pháp giải: 

Đặt í = yỊx — b> 0, suy ra: x = t 2 +b. Khi đó: 



121 







Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 



(i) <=> Ặ 2 + 2at + a 2 + \Ịx 2 - 2at + a 2 = c.(f 2 + b) + d 

<=> ^(í + a) 2 + Ật-aý = c.(f 2 + ỉ>) + d <=> |í + fl| + |f - a\ = c.(t 2 +b) + d 
t + a + \t - a\ = c.(t 2 + b) + d, ( do:t , a > 0) <=> |í - «1 = c.t 2 -t + bc + d-a. 


Sử dụng công thức: |A| = B <=> I ^ ^ hoặc phá trị tuyệt đối dựa vào 

ịAị _ịAkhiA>0 . 

định nghĩa A =1 . _ đê giai. 

5 1 1 \-AkhiA< 0 6 

Lưu ý. Công cụ chủ yếu là sử dụng hằng đẳng thức và định nghĩa /\|. 



Đê tìm hiểu kỹ dạng này, ta cùng xét các ví dụ sau: 



Vídu 153. Giải phuong trình: 2\jx + 2 + 2\Jx +1 -\Jx + 



Điều kiện: X + 1>0<=>X>-1. Suy ra: \Ịx + 2 + 2\Ịx +1 >0, Vx>-1. 

Lời giải 1 . Đặt t = yỊx + 1 > 0 => í 2 = X +1. Khi đó: 

(*) <=> 2\Ịt 2 + 2f + l = f + 4<^> 2yj(t +1) 2 =í + 4o2|í + l| = í + 4 

<=> 2(í 4-1) = t + 4, (do :f + l>0)<=>í = 2, suy ra: yỊx + ĩ = 2 <=> X = 3. 

Kết luận: So vói điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất X = 3. 

& Lời giải 2 . Xem đây là dạng ^/Ã = \ /> + sfc và lũy thừa. 

(*) <=> (2Ậ + 2 + 2 4x + ĩ) 2 = (Vx+Ĩ + 4) 2 

<=> 4(x + 2 + 2\X i 1) = X +17 + 8\/x"+ĩ <=> 3x = 9 <=> X = 3. 

Lời giải 3 . Sử dụng hằng đẳng thức, kết họp định nghĩa trị tuyệt đối. 

(*) 2-J(^xTT) 2 + 2%/xTT +1 - yỊx + ĩ -4 = 0 


< >2\ (\ .v I I I 1) - Jx + l-4 = 0<=>2k/x + l + l - Jx + l-4 = 0 


<=>2n/x + 1 + 2-%/x + l - 4 = 0, (do: \Ịx +1 +1 > 0) <=> \Ịx +1 = 2 <=> X = 3. 
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I - — / - — sj X — 2 — 1 = sỊx — 2 /-— 9 

«- Vx-2-l =>/x-2 <=> <=>2>/s-2 = l<=>s = 4- 

|_ựx-2-l = -ựx-2 4 

, 7 9 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất là X = — • 

Lưu ý. Bạn đọc có thể giải theo 2 cách khác như thí dụ trên. 


Ví du 155. Giải phương trình: \ISSSfx-S - \Ịx - 2-fx--ĩ = 2 (*) 

Học Viện Công Nghệ Bitu Chính Viễn Thông -Tp. H'ô Chí Minh 


<•&» Lời giải . Điều kiện: X-1>0<=>X>1. Lúc này X± 2\fx-ĩ> 0. 
(*) sJ(SSSf + 2\X I i I - s[(Sc^ĩý - 2\X 1 +1=2 

oJ(Jx^ĩ+ĩỹ -J(JxS- 1) 2 =2<^\JÕTm + i\-\4x^Ĩ-i\ = 2 


<=> yx -1 +1 - ịsỊx -1 -1 = 2 <í> I \Ịx -1 -1 = gx -1 -1 
<=> -v/x-1 -1 > 0 <íí> %/x-l > 1 <=> X > 2. 

Kết luận: So với điều kiện, khoảng nghiệm của phương trình là X e [2;+oo). 

Bình luân . Ớ bài toán trên, nghiệm của phương trình không là một giá trị cụ thểmà 
là một khoảng đoạn nghiệm. Đôĩ với trường hợp này, ta sử dụng công thức trị tuyệt 
đối \a\ = A khi A > 0. Còn I Aị = -A khi A < 0, ta cùng tìm hiểu thí dụ sau: 


Ví du 156. Giải phương trình: \Ịx + V 14.V - 49 + \Ịx- Vĩix-49 = SÃ (*) 


Phân tích . So với dạng tôhg quát, bài toán thiếu sô'2 trong căn thức nhỏ. Do đó, ta sẽ 
nghĩ đến việc nhân 2 vế cho s, nhưng vếphải là SÃ và để đơn giản, ta sẽ nhân 2 
vế cho SÃ để được \fl4x + 14vl4x - 49 " + \jĩ 4x -14\/'l 4x - 49 - = 14, và có lời giải. 


Lời giải . Điều kiện: x ~2 Khi dó: 


^ ẶSĨx^f+uSĨx^W+S + ẶSỈx^fSÃSĨx^WSS = lấ 

< > y(\ 14x 19 I 7)’ I v (\ 14x -19 7) ’ =14 

o SÃx -49+7 + \ 1 ị.v 49 7 = 14<^> vl lx 49 7 =-(Vl4x-49 -7) 

<=> s 4x-49 -7 <0 <íí> s 4x-49 <7 o 14x-49 < 49 <=> X < 7. 

? [7 

Kết luận: So với điều kiện, bỏ nghiệm của phương trình là đoạn xe ^; 7 • 
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BT 295. Giải phương trình: s + 2 S -1 + s - 2\[SÃ = - 


(xeũ ) 
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BT296. Giải phương trình: sịx - 2*Jx -1 +\jx + 3-4sfx -1=1. (ĩeT ) 

BT297. Giải phương trình: \Ịx + 5- ấyỊx + 1 + \Ịx + 2-2^Jx + 1=1. (ĩễT ) 


BT298. 

BT299. 


Giải phương trình: 
Giải phương trình: 



10. Dang 10 . Đặt ẩn phụ không hoàn toàn. 

Khi đặt ẩn phu t thì biến X van tô'n tại và ta xem X là tham số. Thông 
thưohg thi' đo' là phương trinh bậc hai theo t. Ta sẽ giải bằng cách lập A 
nếu A là SỐ chính phương, còn không thì ta sẽ phân tích chọn hệ số cho 
m của m.t 2 thích hợp để A là số chính phương. Khi đặt ẩn phụ không 
hoàn toàn thì việc tìm điều kiện chưa chặt, nên thế lại phương trình để 
kiểm tra. 

Các ví dụ có Á là sô chính phương 

, r ax 2 +bx + c = (ãx + 

Ta thường băt gặp các dạng cơ bản sau: 

ax 3 +bx + c = ( dx + 



Ví du 157. Giải phương trình: 2x 2 + 3x + 7 = (x + 5)\J2x 2 +1 (*) 

Học sinh giỏi tỉnh Long An năm 2015 


Điều kiện: X + 5 > 0 ?! <=> x > -5. 

Lời giải 1 . Đặt ẩn phụ không hoàn toàn. 

Đặt t = ^/2x 2 +1 > 1, suy ra: t 2 = 2x 2 +1 2x 2 =t 2 -1. Khi đó: 

(*) <=> t 2 - (x + 5)i + 3x + 6 = 0 và xem đây là phương trình bậc hai với ẩn t có 
biệt SỐ A t =x 2 + lOx + 25 - 12x-24 = X 2 -2x +1 = (x-1) 2 . 


, X+5+X-1 .„ 

t = ---= x + 2 

2 

Do đó: , suy ra: 

^ X + 5 — x + 1 ^ 

2 = 


Ix +l=x+ 2 X -4x-3 = 0 

__ «■ 


\Ỉ2x +1 = 3 


2x =8 


< > X 2 í v7 hoặc x = ±2. 

Kết luận: So với điều kiện và thế vào (*), nghiệm là X = 2 ± \Jỹ, X = ±2. 

Lời giải 2 . Nhân liên hợp khi sử dụng Casio tìm được nhân tử X 2 -4x - 3. 

(*)<=>x 2 -4x-3 = (x + 5) \Ị2x 2 +1 - (x + 2) <^> x 2 -ấx-3 = ^ x + ^ x 4- x 3) 


/ 2x + 1 + X + 2 
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[ 2 x + 5 ) [x 2 -4x-3 = 0 [ x = 2 + # 

<^>(x -4x-3) 1— , - =0<^> ,— - <tí> • 

sllx 2 +1+X + 2) I_v2x 2 +1=3 |_x = ±2 

Kết luận: So với điều kiện và thế vào (*), nghiệm là x = 2± \/7, X = ±2. 

Bình luân . Công cụ liên hợp tỏ ra khá hiệu quả khi giải quyết phương trình vô tỷ. Vấn 
đê đặt ra là học sinh c'ân thành thạo các kỹ năng liên hợp, kỹ năng xác định nghiệm, 
xác định lượng nhân tử với sự hỗ trợ của máy tính bỏ túi và sự tách ghép tinh tế dựa 
vào việc xác định ấy sẽ tìm được lời giải nhanh chóng và đẹp mắt. 



Điều kiện: X 2 -X-1>0<=>X< — hoặc X > • 

2 2 

Lời giải 1 . Đặt ẩn phụ không hoàn toàn. 

Đặt f = ựx 2 — X — 1, suy ra: í 2 =x 2 -x-l<=>x 2 =í 2 + X + 1. Khi đó: 
(*) <=> t 2 + X +1 - 4x + (x - 3)í -1 = 0 <=> f 2 + (x - 3)i - 3x = 0. 

A t = (x - 3) 2 + 12x = X 2 + 6x + 9 = (x + 3) 2 . 


Do đó: 


ị = 3-X+X+3 = 3 
2 

, 3-X-X-3 

t = —— = -X 

2 


suy ra: 


V X - X 1 3 

Jx 2 - X -1 = -X 


X = -1 


, ^ 1 +Jiĩ 

Kết luận: So với điều kiện và thế vào (*), nghiệm là X = — ^ —, X = -1. 

✓ê- Lời giải 2 . Nhân liên hợp khi sử dụng Casio tìm đuợc nhân tử X 2 - X -10. 

^ ,, im o\/.Cz ~ T _ n 


(*) <=> (x 2 - X -10) + (x - 3)(yx 2 - x- l-3) = 0 


o(x 2 - x-10) + 


(x-3)(x 2 - x-10) _ 


Jx 2 - X -1 + 3 


= 0 <íí> (x 2 - X -10) 


J X — X —1 + 3 


+ 1 =0 


X 2 - X -10 = 0 


1 • \4l 


^ n -7 ^ 2 • 

V X - X -1 = -X x = -l 

, ^ 1 + Jịĩ 

Kết luận: So với điều kiện và thế vào (*), nghiệm là X = , X = -1. 


Ví du 159. Giải phuong trình: (4x - l)yx 3 +1 = 2x 3 + 2x +1 (*) 

Đề nghị Olympic 30/04/2013 - Chuyên Lê Quí Đôn - Ninh Thuận 
<•&» Lời giải . Điều kiện: X 3 + 1 > 0 <=> X > -1. 

Đặt t = ựx 3 + 1 > 0, suy ra: í 2 = X 3 +1 => X 3 = í 2 -1. Khi đó: 

(*) (4x - l)f = 2(í 2 -1) + 2x +1 <=> 2í :2 - (4x - l)i + 2x -1 = 0 
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A f = (4x -1 f - 8(2x -1) = 16x 2 -24x + 9 = (4x - 3) 2 . 

't, ỉ£zl±ỉĩzl =2x-i p77T=; 

Do đó: . , 4 suy ra - 1 

^_ 4x-l-4x + 3 _ 1 Vx 3 +1 = - 

4 2 L : 


X 3 +1 = 2x -1 X - 4x - 4x = 0 


3 _ 3 

X =-- 


<=> X = 0 hoặc X = 2 hoặc X = - ■ 

V 4 

, v [3 

Kết luận: So với điều kiện và thế vào (*), nghiệm là X = 2 hoặc X = ~y~Ị ' 

Các ví dụ có Á không là sô chính phương 


Ví du 160. Giải phương trình: 5x 2 + ^x-3 = (l + ; 



Phân tích . Biến đổi: (*)<^>(2x 2 1) (1 ! 3x)\2x -1 + 3x 2 + —x-2 = 0 và đặt ẩn 

phụ: t = \ Ịlx 2 - ĩ > 0, thì phương trình <=> í 2 - (1 + 3x)í + 3x 2 4 y X-2 = 0 có biệt sô' 
A = (l + 3x) 2 -12x 2 - 6 x + 8 =9-3x 2 không là sô'chính phương. Do đó ta cần đỉêu 

3 

chỉnh hệ sô'm của m.t 2 , tức PTmt 2 +t 2 -mt 2 -(l + 3x)i + 3x 2 + ^x-2 = 0 và 

_ 3 

có t 2 = 2x 2 -1 thì PT <^mt 2 +2x 2 -l-m(2x 2 -1)-(1 + 3x)f + 3x 2 4 y x-2 = 0 

<=> mf 2 -(1 + 3x)f + (5- m)x 2 + y - 3 = 0 có A f =(l + 3x) 2 -4m((5-m)x 2 +y-3) 

hay A f = ( 8 m 2 -20m + 9)x 2 + ( 6 - 6 m)x + (12;«-4í « 2 + 1) và để A t có dạng chính 
phương thì phương trình A f =0 p/iảí' có nghiệm kép tức A v = ỉ > 2 -4flc = 0 hay cân 
giải phương trình: ( 6-6 m ) 2 -4(8m 2 -20m + 9)(12m-4m 2 +1) = 0 để tìm m. Do hệ 
sốm này thường là đẹp và m * 0, nên n/ỉéí phương trình này vào Casio và shift solve 
sẽ thu được ngay kết quả m = 2. Từ đó có lời giải sau: 

/<2 ^2 

/&<• Lời giải. Điều kiên: 2x 2 -1 > 0 <=> X < hoăc X > — • 
d 2 2 

(*) «■ 2.(2x 2 -1) -(1 + 3x)\ 2x ; 1 + X 2 + ậx-1 = 0 (i) 


Đặt t = \Ịlx 2 - 1 , suy ra: í 2 = 2x 2 - 1 . Khi đó: 

3 

(i)<=>2t 2 -(l + 3x)-f+ x +^X-1 = 0 

A f =(l+3x) 2 -8x 2 -12x + 8 = x 2 - 6x + 9 = (x + 3) 2 . 
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1 + 3x + X — 3 1 

t = -—-= X - 

4 2 

Do đó: _ ^ , suy ra: 

1 + 3x — X + 3 1 

t = ---= — X + 1 

L 4 2 

Kết luận: So với điều kiện và thế vào (*), 

\Jlx 2 -1 = X - — 

2 o 

^ 2 x 2 - 1 =-x + 1 

L 2 

, p >/ 6-1 

nghiệm ìầ x = ——— 

<6 1 

X = ———- 
2 

2 + 2y/Ĩ5 

X =--- 

L 7 

2 + 2^15 

X =--- 

7 

Ví du 161. Giải phuong trình: (3 - 8x)\Jlx 2 +1 = 3x 2 + X + 3 (*) 


Lời giải . Điều kiện: 3 - 8 x > 0 ?! 


(*) <=> 3(2x 2 +1) - (3 - 8 x)\ 2x ; ’ I 1 + X - 3x 2 = 0 (i) 

Đặt t = n/2x 2 + ĩ, suy ra: í 2 = 2x 2 +1, thì (ỉ) <=> 3í 2 - (3 - 8 x) • í + X - 3x 2 = 0 
A f = (3 - 8 x ) 2 - 12(x - 3x 2 ) = 100x 2 - 60x + 9 = (lOx - 3) 2 . 


Do đó: 


3-8x + 10x-3 

6 

3-8x-10x + 3 
6 


1 

= -X 

3 

= l-3x 


suy ra: 


sỊĩx^TĨ=-X 

3 <=>x = 0. 

sị2x 2 +1 = 1 - 3x 


Kết luận: So với điều kiện, phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 0. 

Bình luân . Trong lời giải trên, làm tương tự như ví dụ trước, ta được phương trình 
(48 + 4m ) 2 -4(8m 2 -12m + 64)(4m 2 -12m + 9) =0 và nhập vào máy tính bỏ túi: 
(48 + 4X ) 2 -4(8X 2 -12X + 64)(4X 2 -12X + 9), bấm shift solve thì phương trình cho 
ta nghiệm x = 0 nên ta sẽ loại (do:m* 0). Đểkiểm tra nghiệm còn lại của phương 
trình ta sửa lại cấu trúc: ((48 + 4X ) 2 - 4(8X 2 - 12X + 64)(4X 2 - 12X + 9)): X và bấm 
shift solve thì phương trình cho ngay nghiệm x = 3 và có lời giải như trên. 

BÀI TẬP RÈN LUYỆN DẠNG 10 


BT 300. Giải phuong trình: 10x 2 — 9x — 8 .V\ 2.V - 3x +1 + 3 = 0. (xen) 

BT 301. Giải phuong trình: X 2 + x(3 - \Jx 2 + 2 ) = 1 + 2\/x 2 + 2 . (x e □ ) 

BT 302. Giải phuong trình: 2\Ỉ2x + 4 + 4\/2 -X = \ 9x ; - 16. (x e □ ) 

BT303. Giải phương trình: X 3 + 6 x 2 -2x + 3-(5x-1 )>/x 3 + 3=0. (xen) 

BT 304. Giải phuogn trình: (x + 4)\/x 3 + 9 = X 3 + X +12. (xen) 

BT305. Giải phuong trình: 2x + ——- =. 1 - — + 3. X (xen) 

X V X V X 


(IMO Shortlist) 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. LỄ Văn Đoàn 



Phương pháp giải: 

Biểu diễn: mx + ft = a-(l-x) + Ị3-(l + x)<^>(P-a).x + (a + P) và đồng nhất 

Í j3 — (X = ĨTI Ị Ễ 

=> a, p. Sau đó đặt u = V1 - X > 0, v = gl + x> 0, 

a + p = n 


để đua về phuơng trình hai ẩn u, V có thể giải bằng cách đua về tích số 
hoặc ẩn phụ không hoàn toàn (xem u là biến số và V là hằng số hoặc 
nguợc lại). 


Đê tìm hiểu kỹ dạng này, ta cùng xét các ví dụ sau: 

Ví du 160. Giải phuong trình: 2 

w 

1 - X = 4-v/l + X - 4sỊl - X + 3 - X (*) 


rằ” Lời giải . Điều kiện: -1<X<1. 

Ta có: 3 - X = a • (1 - x) + p • (1 + x) = (P - a) • X + a + p và đồng nhất hệ số đuợc hệ 
fp —a = —1 [a = 2 

phuơng trình ị <=> 1 • Khi đó viết: 3 - X = 2(1 - x) + (1 + x) và 

[a + p = 3 [p = l 

(*)^3ựã^XĨ^)=4VĨ77-4^ + 2(l-x) + (l + x) (í) 

Đặt u = sll-x > 0, V = \Ịl + X > 0, thì (i) <=> 3 uv = 4v-4u + 2 u 2 + V 2 
(i) <=> 3 uv = 4v- 4u + 2 u 2 + V 2 <=> V 2 + (4 - 3 u)v + 2u 2 - 4u = 0 
Xem đây là phuơng trình bậc hai vói ẩn là u và V là hằng số thì có: 

A = (4-3») 2 -4(2 u 2 -4u) = u 2 -8»+ 16 = (»-4) 2 . 


3ỉi-4 + w-4 _ 

V = -- = 2u-4 

2 

Do đó: ... , suy ra: 

3U-4-U+4 J 

V = - — -= u 

L 2 


*JĨ+x=2^ỊĨ^x-4 

_ _ «• X = 0. 

Vl-X = Vl + X 


Kết luận: So vói điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất là X = 0. 

Ví du 161. Giải phuong trình: 3x +1 = 4\[x + ĩ - 2\ 1 -X - \jl-x 2 (*) 

Đề nghị Olympỉc 30/04/2014 - THPT Chuyên Long An - Tỉnh Long An 


rê* Lời giải . Điều kiện: -1<X<1. 

Ta có: 3x +1 = a • (1 - x) + p • (1 + x) = (P - a) • X + a + p và đồng nhất hệ số đuợc 
íp~a = 3 fa = -l .. 

hệ phuơng trình: ■! " ++ -] ^ • Khi đó viết: 3x +1 = -(1 - x) + 2(1 + x). 

[a + p = l [p = 2 

(*) <=> -(1 - x) + 2(1 + x) = 4\Ịx +1 - 2\fĩ - X - Ậ1 - x)(l + x) (/) 

Đặt u = a/1 — X > 0, V - yỊĨ+x, thì (ỉ) <^> -u 2 + 2v 2 =4v-2u-uv 
u 2 - (2 + v) ■ u + 4v - 2v 2 = 0 
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Xem đây là phương trình bậc hai với ẩn là u và V là hằng số. 
\ = (2 + vý - 4(4v - 2v 2 ) = 9v 2 -12v + 4 = (3v - 2f. 

2 + V + 3V — 2 


Do đó: 


u = - 


■ = 2v 


2 + V - 3v + 2 
u = -—- = 2-V 


, suy ra: 


%/l-x =2\Ị\ + x 

vĩ^x =2-^/^K 


.<=> 


3 

x = 

5- 

x = 0 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là x =-ị, x = 0. 

5 

Ví du 162. Giải phương trình: 3x 2 +1 = 4 vĩ + X 2 - 2\ 1 - .v' - \Jl-x 4 (*) 
<•&» Lời giải . Điều kiện: -1<X<1. 

Bản chất của bài toán này cũng giống hai thí dụ trước khi thay X 2 bởi X. 

Ta có: 3x 2 + l = a-(l-^ 2 ) + P-(l + x2 ) = (P-ot)-x 2 + a + p và đồng nhất hệ số 

, „ íp-a = 3 ía = -1 „ ,, ,, 

được hệ: ị _ • Khi đó viết: 3x 2 = -(1 - X ) + 2(1 + X ) và: 

[a + p = l [P = 2 


(*) <t^-(l-x 2 ) + 2(l + x 2 ) = 4Vl + x 2 -2V1-X 2 — -^(1 — x 2 )(l + X 2 ) (í) 

Đặt u = Vl-X 2 > 0, V = 4 1 + x 2 > 0, thì (ị) <=> -u 2 + 2v 2 =4v- 2u - uv 

<=>» 2 -(2 + v)-u + 4v-2v 2 =0 có biệt số A u =(3v-2) 2 . 

2+V+3V-2 
u = ---= 2v 

Do đó: _ , suy ra: I \__ ' _<=> X = 0. 


2 + V - 3v + 2 
u = -—— = 2-V 


Vl-X 2 =2-‘ 


- + x 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 0. 

BÀI TẬP RÈN LUYỆN DẠNG 11 

BT306. Giải phương trình: X — 3 = 4Ĩ+X — 24Ĩ—X — 34Ĩ—X 2 . (xen) 

BT 307. Giải phương trình: X + 6 = 4 4Ĩ - X - 5 V 1 + X + 3-v/l — X 2 . (x e r ) 

BT 308. Giải phương trình: (4 -yịl-x)\jl + X =1 + 3x4- 2V1 - X. (x e □ ) 


12. Dang 12 . Đặt ba ẩn phụ dựa vào hằng đẳng thức. 

Ý tưởng bài toán và phương pháp giải: 

Xuất phát từ hằng đẳng thức: (a + b + cý =a 3 +b 3 +c 3 + 3 (a + b)(b + c)(c + à). 
Khi đó nếu phương trình có dạng: (a + b + c) 3 =a 3 + b 3 + c 3 thì ta luôn 
khẳng định được rằng lượng 3(« + b)(b + c)(c + à) trong hằng đẳng thức sẽ 
bằng 0. Khi đó ta chỉ cần giải phương trình tích số (a + b)(b + c)(c + a) = 0. 
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Đê tìm hiểu kỹ dạng này, ta cùng xét các ví dụ sau: 



Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Đặt a = ịỊỸx TT; b = -ịjx 2 -x-8; c = sjx 2 -8x-l. 

a + b + c = \ 2004.V + 2005 
Suy ra hệ: < a 3 +b 3 +c 3 = 2004x + 2005 


(a + b)(b + c)(c + a) = 0 


I (a + b + c) 3 =a 3 +b 3 +c 3 + 3 (a + b)(b + c)(c + à) 
\ \ll945x +1975 = - V 60.V +15 


a = -b 


<=> \b = -c <=> \ 60.V +15 = -y 15 - x 


3/15-z=-x/l945z +1975 


1990 30 1990 

<=>x = x = - — , x = - ' . . ■ 

2005 59 1944 


1990 30 1990 

Kẽt luận: Thê vào (*), nghiệm cân tìm là X = x = --^~, x = - —— • 

& 2005 59 1944 

BÀI TẬP RÈN LUYỆN DẠNG 12 

BT309. Giải: ĩỊĨ^¥x + 8 + \[x^-6x + 7 -^2x^-13x--Ĩ2 = 3. (reD) 

BT310. Giải: 3/8x + 5+3/9x-x 2 +15+ 3/x 2 -17x + 7 =3. (xen) 

BT 311. Giải: n/3x 2 - X + 2013 - 3/3x 2 - 7x + 2014 - 3/Sx - 2015 = y2014. 
BT312. Giải: x/x 2 +4x + 3 + ^4x 2 -9x-3 = 3/3x 2 -2x + 2 + ^2x 2 -3x-2. 

BT 313. Giải: X — 6x + 29 + 2\ 3x + lOx + 3 = (10 — 2x)(^x + 3 + \ 3.V +1). 


X + 3 + V + 
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BT314. Giải: —— + 4x-ĩ + + 

x-1 X X 


(xeũ ) 


x-l v X 2 X 2 ^ 

Đ'ê nghị Oỉympỉc 30/04/2014 -Chuyên Nguyễn Bỉnh Khiêm - Vĩnh Long 


13. Dang 13 . X = \lm -x.sỊn-x + \jn - x.yjp - X + yỊp -x.yỊm - X 

Trong đó m, n, p lần lượt là các số tự nhiên liên tiếp theo thứ tự đó. 
Phương pháp giải: 

a = sỊm - X > 0 

Đặt < b = sỊn-x > 0 , bình phương và kết hợp với đề bài ta được hệ mới là: 
c = Jp-X > 0 


x = m-a 2 =ab + bc + ca 

a 2 + ab + bc + ca = m 

x = n-b 2 =ab + bc + ca <=>• 

b 2 + ab + bc + ca = n <=> < 

X = p - c 2 = ab + bc + ca 

c 2 + ab + bc + ca = p 


(1),(2),(3) => ị(a + b)(b + c)(c + fl)] 2 = mnp (a + b)(b + c)(c + à) = yỊnmp (4) 

ư ^ c _ Ị— Ị— 

m b ^mnp yjmnp 

T *„ (4) (4) (4) ’ a= m n 

Lấy =><c + fl = --— <=>í I——— =>fl, ơ, c=>x. 

y (1) (2) (3) 


\a + b = 


b-a = — 

a + b = — 


4mnp 
m 

yỊmnp 


Đê tìm hiểu kỹ dạng này, ta cùng xét các ví dụ sau: 


Ví du 165. Giải: X = v3-x • ^4-x + yịể-x ■ sj5-x + V5-X • v3-x (*) 

Học sinh giỏi tỉnh Quảng Bình năm 2014 

Lời giải . Điều kiện: X < 3. 

Đặt a = 43 -X > 0, b - 4 4-x >0, c = 45 —X > 0. 

x = 3-a 2 = ab + bc + ca a 1 +ab + bc + ca = 3 Í(íỉ + ỉ?)(fl + c) = 3 (1) 

Suy ra: j X = 4 - b 2 = ffỉ> + bc + ca <=> j ỉ> 2 + rtb + ỉ>c + ca = 4 <=> < (a + b)(b + c) = 4 (2) 

x = 5 -c 2 =ab + bc + ca c 2 +ab + bc + ca = 5 [(b + c)(fl + c) = 5 (3) 

Lây: (1).(2).(3) => [(« + b)(b + c)(c + fl)] 2 = 60 «. (fl + 6)(6 + c)(c + a) = 2-M (4) 
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\b + c = 


T (4) (4) (4) 1 2\JĨ5 ị b a 

Lập: 1 ^ L ,^-,^rr=>{c + a= — <=> <^ 

(1) (2) (3) 4 

, u _2jã " +b ‘ 

a + b= 1 

5 


Kết luận: So điều kiện, phuơng trình đã cho có nghiệm duy nhất X = . 


.t.\2 A' • 1 (*) 


Nhận xét. Bài toán có dạng tuơng tự nhung thay thế X bằng x-\. 

a = SỈ2-X >0 a 2 = 2- X 

Lời giải . Điều kiện: 1 < X < 2. Đặt: < b = SỈ3-X >0=><ỉr = 3- x 

c = Ja~x >0 c 2 =4-x 



X - 1 = 1 - a 2 = ab + bc + ca 

a 2 +ab + bc + ca = 1 

<=> < 

X - 1 = 2 - ỉ> 2 = ab + bc + ca <=> < 

ỉ> 2 + ab + bc + ca = 2 <=> < 


X - 1 = 3 - c 2 = ab + bc + ca 

c 2 + ab + bc + ca = 3 


Lấy: (1).(2).(3) => [(« + b)(b + c){c + fl )] 2 =6 <ĩ>{a + b){b + c){c + a) = 4è 
b ■ c - V 6 f r 


(1) (2) (3) 2 V 6 

a + b 3 

a + b = ỵ z- 
[ 3 


b _5yfẽ _ x _47 
12 x 24 ’ 


Kết luận: So với điều kiện, và thử lại phuơng trình thấy x = ~~ không thỏa 
mãn nên phuong trình đã cho vô nghiệm. 

Nhân xét . Do việc biến đổi trong các giải là biến đổi hệ quả. Do đó khi giải 
xong ta cần thử lại nghiệm. 

BÀI TẬP RÈN LUYỆN DẠNG 13 

BT 315. Giải: X = võ x.\ 6 X + v6 X.v7 X + v7-x.v3 X. (x G□ ) 

BT 316. Giải: 2.V \Ỉ2 X\10 4x • \'5 2.V\6 2x • 2\/3 X\2 X I 1. 
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14. Dang 14 . Đặt 1 hoặc 2 ẩn phụ đưa về phương trình tích hoặc hệ cơ bản. 

Phương pháp giải: 

Ở trên, tôi đã nêu nhũng dạng toán đặt ẩn phụ với nhũng dạng toán có 
dấu hiệu nhận dạng tương đối. Ớ dạng này, tôi xin trình bày một số cách 
đặt ẩn phụ dạng khác mà không theo nguyên tắc nhất định nào cả, nó 
chủ yếu dựa vào tính chủ quan của người ra đề. Hiển nhiên cách giải cần 
phải đòi hỏi chút kinh nghiệm và phán đoán chính xác của người giải. 

Đê tìm hiểu kỹ dạng này, ta cùng xét các ví dụ sau: 


Ví du 167. Giải phương trình: (x + 3)y-x 2 - 8x + 48 = X - 24 (*) 

Olympic 30/04/2013 


Điều kiện: -X 2 - 8x + 48 > 0 <=> -12 < X < 4. 

<•&» Lời giải 1 . Đặt 2 ẩn u, V đưa về hằng đẳng thức: (u ± v) 2 = k 2 , (k 
r ,- ịn 2 =-x 2 -8x + 48 (1) 


= const). 


u = sj-x - 8x + 48 > 0 
v = x + 3 


u =-x -8x + 48 
<=> ị V 2 = X 2 + 6x + 9 
2wư = 2x-48 


(phương trình (3) có được là do nhân số 2 ở hai vế của (*)) 


Lây (1) + (2) + (3), suy ra: ( u + v) 2 = 9 = 3 2 <=> 


u + v = 3 
u + V - -3 


• Với u + v = 3, suy ra: \Ị-X 2 - 8x + 48 =-x<=>|„ _ <=> X = -2 - 2 \fỹ. 

X 2 + 4x - 24 = 0 


• Với y-x -8x + 48 =-6-x<=>x = -5-v31. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là x = —2 — 
Lời giải 2 . Đưa về dạng A 2 = B 2 <=> A = ±B. 

(*) <=> 2(x + 3)\ x ’ - 8x + 48 = 2x - 48 

<=> (-X 2 - 8x + 48) + 2(x + 3 )\J-X 2 - 8x + 48 + X 2 + 6x + 9 = 9 


«• (v-X 2 - 8x + 48 + X + 3) 2 = 3 2 <=> 


/-X - 8x + 48 = -X 
. x ' 8x • 48 = -X - 6 


■ = - 2-2 # 




Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là X = -2 - 2v7, X : 

Lời giải 3 . Đặt ẩn phụ không hoàn toàn. 

(*) <=> 2(x + 3)\/ .v’ - 8x + 48 = 2x - 48 

<=> (-X 2 - 8x + 48) + 2(x + 3)4-0? -8x + 48 + X 2 + 6x = 0 (í) 

Đặt t = 4 - 4 ? - 8x + 48 > 0, suy ra: t 2 =-x 2 -8x + 48. Khi đó: 

(i) <Í5> í 2 + 2(x + 3) • í + X 2 + 6x = 0 có A' = (x + 3) 2 - (x 2 + 6x) = 9. 


-5-431. 
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Do đó: 


t = -X 

t = —x — 6 


sỊ-x 2 - 8x + 48 =-x X = -2 - 2\ỊỸ 

suy ra: _ <=> '_' 

y-x 2 - 8x + 48 = -X - 6 x = -5- \ 31 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phuung trình là X = -2 - 2v7, X = -5 - y31. 

Lời giải 4 . Liên hợp sau khi sử dụng Casio tìm nhân tử X 2 + 4x - 24. 

(*) <=>(x 2 +4x-24)-(x + 3) 4~x 2 - 8x + 48 + X =0 (/) 

Nếu \Ị-X 2 - 8x + 48 - X = 0 <=> X = 2 yjỹ - 2 không là nghiệm (ị). 

Nếu x*2sff-2 thì (?) ọ. (x 2 + 4x-24) + = = ~ 24 / = 0 

y-x 2 - 8x + 48 - X 

Cí>X 2 + 4x - 24 = 0 V y-x 2 - 8x + 48 = x- 6<7>x = -2- 2\Ịỹ V X = -5 -V 3 1. 
Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phuơng trình là X = -2 - 2 \ỊĨ, X = -5 -v3Ì. 


ỵfjfa 168. Giải phuong trình: (x + 2)\Ị-X 2 - 2x + 3 = X + 3 


Điều kiện: -X 2 - 2x + 3 > 0 <=> -3 < X < 1. 

Lời giải 1 . Đặt 2 ẩn u, ơ đua về hằng đẳng thức: (u ± ĩ’) 2 = fc 2 , (k = const ). 

, .- M 2 = -X 2 - 2x + 3 (1) 

Đặt “ = ' / y 2 - 2 * + 3 -°«L ! =x 2 + 4x + 4 (2) 

l ! ’ = :t + 2 2ut> = 2x + 6 (3) 


w 2 = -X 2 - 2x + 3 
<=> ịV 2 = X 2 + 4x + 4 


Lây (l) + (2)-(3), suy ra: (u-v) 2 =1<^> 


u-v = 1 
u — v = —1 


<=>x = -l. 


TT ,. „ /— 7 ——-— „ íx>-3 

Với u-v = 1, suy ra: y-x -2x + 3= x + 3<=>< - _ <7> X = 

[x 2 + 4x + 3 = 0 

/— 7 —— -— Ịx>-1 

Với u-v = -1, suy ra: y-x -2x + 3= x + l<=>< „ _ <=> X 

X 2 + 2x -1 = 0 


= >/ 2 - 1 . 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phuong trình là X = -1, X = >/2-1. 

Lời giải 2 . Đua về dạng A 2 = É 1 <=> A = ±B. 

(*) <7> -2(x + 2)4~x 2 - 2x + 3 + 2x + 6 = 0 

<=> (-X 2 - 2x + 3) - 2(x + 2)4-X 2 - 2x + 3 + X 2 + 4x + 4 = 1 

r I — 7 ——-— , I 2 - 4-x 2 - 2x + 3 - (x + 2) = 1 

<7> y-x 2 - 2x + 3 - (x + 2) = 1 2 <7> __ v ’ 

^ 4-x 2 - 2x + 3 - (x + 2) = -1 


y—x— 2.X + 3 — X + 3 ^ — 1 

< ^ > /■ 1 “ 
4-x 2 -2x + 3 = x + l X = sl2-1 
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Lời giải 3 . Đặt ẩn phụ không hoàn toàn. 

(*) <^> -2(x + 2 )+x 2 - 2x + 3 + 2x + 6 = 0 

<=> (-X 2 - 2x + 3) - 2(x + 2)\ x’ -2x + 3 + X 2 + 4x + 3 = 0 (í) 

Đặt í = \l~x 2 - 2x + 3 > 0, thì (ỉ) <=> í 2 - 2(x + 2) • í + X 2 + 4x + 3 = 0 có: 


f — X + 3 '\f~~x — 2x + 3 — X + 3 ^ ~ 1 

A = 1 => " => ___--- «■ r- ■ 

ị = X +1 +x 2 - 2x + 3 = X +1 |_x = y2 -1 

Lời giải 4 . Liên họp sau khi nhẩm được 1 nghiệm X = -1. 

(*) <=> (x + 2)(+x 2 - 2x + 3 - 2) + (x +1) = 0 

_ (x + 2)(-x 2 -2x-1) , , , (x + 2)(x + l) 2 

<=e> - = — —— —- + (x +1) = 0 <=> — v /v =— + (x +1) = 0 

sỊ—x — 2x + 3 + 2 X — 2x + 3+2 


M — A — -t- z. M —X — z 

...í., X 2 + 3x + 2 ì n r* = -l 

<=>(x + l)- 1— ■ __ =0<tí> I —— 

^ v-x 2 - 2x + 3 + 2 J L v-x 2 - 2x + 3 = X 2 + 3x (0 

Do sử dụng table tìm được nhân tử X 2 + 2x -1 của phưong trình (ỉ) nên: 
(i) <=> (x 2 + 2x -1) - \l-x 2 - 2x + 3 - (x +1) =0 (/'/') 

I — 7 ——-— _ _ Íx<-1 

• Xét: y-x - 2x + 3 = -(x + 1) <=>•< _ - 

[2x 2 +4x-2 = 0 


< > X 1 \ 2 và nghiệm này 


không thỏa phuong trình (lí). 

Vói +x 2 - 2x + 3 + (x +1) * 0 <=> X 5* -1 - 42 , thì: 
,x , 2(x 2 +2x-l) 


(ii) <=> (x + 2x -1) + - 


X + 2x -1 = 0 


~x — 2x + 3 + X + 1 


<^> X = v2 +1. 


|_y-x 2 - 2x + 3 = -X - 3: VN 0 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm của phuong trình là X = -1, X = v2 - 1. 

Nhân xét . Dạng tôhg quát là (mx + n)^/ãx 2 +bx + c =px + q, (a< 0), khi đó ta 
thường đặt 2 ẩn phụ u, V để đưa vê dạng (u±v) 2 =k 2 , (k = const), tương ứng với 
lời giải 1. Nếu giải được bằng phương pháp này thì ta hoàn toàn giải được bằng cách 2 
(đưa vê dạng A 2 =B 2 <=> A = ±B) hoặc cách 3 (đặt ẩn phụ không hoàn toàn). Còn 
cách giải 4 bằng phương pháp liên hợp tỏ ra khá mạnh mẽ, nhưng đòi hỏi sự hỗ trợ của 
máy tính bỏ túi và kinh nghiệm tách ghép khi giải toán. Nhưng vấn đê ở đây là nếu đặt 
2 ẩn phụ mà không đưa vê dạng (u ± v) 2 =k 2 , (k = const) thì sẽ xử lý như thếnào ?!. 
Để trả lời câu hỏi này, ta cùng tìm hiểu ví dụ sau: 







Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


Điều kiện: 2x 2 + 7x -9 > 0 <=> X < hoặc X > 1. 


Lời giải 1 . Đặt hai ẩn phụ đưa về dạng: (a + m.bý = [/(x)] 2 . 


ữ = x + l 

b - v2r' +7x-9 >0 


ữ 2 = X 2 + 2x +1 
4fr 2 =8x 2 +28X-36 
4flỉ> = 36x +156 


Lây (1) + (2) + (3) => (a + 2bf = 9x 2 + 66x +121 = (3x + ll) 2 «. 


rt + 2b = 3x + ll 
fl + 2ỉ> = -3x-ll 


Với a + 2b = 3x + ll=>x + l + 2\2x' + 7x-9 = 3x +11 V2x 2 +7x-9=x + 5 


X > -5 


X > -5 


2x +7x-9 = x +1ŨX + 25 X -3x-34 = 0 


• Với a + 2b = -3x -11 => y2x 2 + 7x - 9 = -2x - 6 <=> 


X < -3 

2x 2 +17x + 45 = o" 


^ ^ ^ 4. w 1 A. , 7 - ^ Ó ± SỈ 140 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm cần tìm của phưong trình là X = ———— 

Bình luân . Để đưa ve dạng (a + m.b) 2 = [/(x)] 2 , ta cân nhân thêm hệ sô'của phương 
trình (2) đểkhi cộng (1) với (2) được hệ sốtrước X 2 là sô'chính phương (1,4,9,16,...) 
và khả năng rất thấp xuất hiện hiện dạng: (a + m.bf = [/(x)] 2 . Cách ra đê dạng này 
chủ yếu dựa vào tính chủ quan của người ra đê. 

Sằ~ Lời giải 2 . Đặt hai ẩn phụ đưa về hệ đối xúng loại II vói ba biến. 

(*) <=> (x + 5) 2 - (x 2 + X -14) = (x + T)yj(x + l)(x + 5) + (x 2 + X -14) ự) 

íu = x + 5 íu 2 -(x 2 +x-14) = (x + l)-u 

Đặt < I --- => •< ' 

[ơ = Ậx + l)(x + 5) + (x 2 + X -14) > 0 \ v - (x + X -14) = (x +1) • u 


u 2 -V 2 =(x + T)(v-li) <v> (u - v)(u + ơ + x + l) = 0<tí> 


ÍÍ + Ơ + X + 1 = 0 


Vói u = V, suy ra: \Ị2x 2 +7x-9=x + 5<tí> 


X > -5 


3 • V Ũ3 


X 2 - 3x - 34 = 0 


• Vói U + V + X +1 = 0, V2x 2 + 7x - 9 = -2x - 6: vô nghiệm. 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm cần tìm của phưong trình là X = 


3±n/Ĩ45 
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Bình luân . Bài toán này có dạng [/(%)]" + b(x) = a{x) ■ nỊãẸc) ■ f(x) - b(x) ta đã tìm 

hiểu ở dạng 7: đưa vê hệ đối xứng ba ẩn. Nó khác với hai ví dụ trước là hệ sô'trước X 2 
trong căn thức là sô'dương (a > 0) mà ta cân phải phân biệt. 


Ví du 170. Giải phương trình: 3x 2 - 5x - 2 + 2(x - 1) \ 2x ; ’ - 3x +1 = 0 (*) 


Điều kiện: 2x 2 -3x + l>0<=>x<-7 hoặc X > 1. 

2 

<&> Lời giải 1 . Đặt 2 ẩn u, V đưa về hằng đẳng thức: (li ± vf =k 2 , (k = const). 


u = X - 2x +1 li + V = 3x -5x + 2 


u = x-1 


V = \Ị2x -3x +1 >0 \v = 2x -3x + l 2uv = -3x +5x + 2 


(lỉ + v) 2 = 4 <=> 


u + V = 2 
u + V = -2 


,,,. . , _ Ị—T ——- „ ị.v<3 3 : n/ĨĨ 

• Với u + V = 2, suy ra: \Ị2x -3x + l=3-x<^{ , _ _ _<^>x =--- 

[x 2 + 3x - 8 = 0 2 

• Với u + v = -2, suy ra: ^Ịĩx 2 - 3x +1 =-l-x<r>\ . _ : vô nghiệm. 

X 2 - 5x = 0 


Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm phưong trình là X = - 

Lời giải 2 . Đưa về dạng A 2 = B 2 <^>A = ±B. 

(*) (2x 2 - 3x +1) + 2(x - l)^2x 2 - 3x +1 + X 2 - 2x +1 = 4 


-3±VĨĨ 


(v2x 2 - 3x +1 + X -1) 2 = 2 2 <=> 


/2x • 3x ; 1 3 X 


—3 ± V 


2x 2 - 3x +1 = -X - 1 


Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm phưong trình là X = 


-3±%/iĩ 


/&<• Lời giải 3 . Đặt ẩn phụ không hoàn toàn. 

(*) <ti> (2x 2 - 3x +1) + 2(x - VịsỊĨx 2 - 3x +1 + X 2 - 2x - 3 = 0 (í) 

Đặt t = ^2x 2 - 3x +1 > 0, thì (ỉ) <^>t 2 + 2(x -1) • í + X 2 - 2x - 3 = 0 có A f = 4. 


t — y2.x — 3x + 1 — 3 — X —3 ì y 

Suy ra: _ <=> X =-— 

t = V 2x 2 - 3x +1 = -X - 1 2 


Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm phưong trình là X = 


-3±VĨĨ 


/•ã- Lời giải 4 . Liên hợp sau khi sử dụng Casio tìm được nhân tử X 2 + 3x - 8. 
(*) <=> (x 2 + 3x - 8) + 2(x -1) \ 2.v ; -3x + 1 I (x-3) =0 ự) 


13 7 
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Xét \2x 3.V I 1 - (x - 3) = 0 <=> \ 2r' 3.V • 1 = X - 3 <=> I 


Xét sỊlx 1 - 3x +1 - (x - 3) * 0 thì (í) <=> (x 2 + 3x - 8) + 


X 2 + 3x - 8 = 0 _3 + ,^41 

I — - <=> X =- —2 - 

v2x 2 - 3x + 1 = -X - 1 : vzv„ 2 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phuơng trình là X = 


X 2 + 3x - 8 = 0 


2(x-l)(x 2 +3x-8) 
sỊĩx 2 -3X + 1+ 3- X 


—3±VĨĨ 


Bình luân . Qua ví dụ trên và các ví dụ của các dạng trước, nhận thấy rằng phương 
trình có dạng mx 2 + nx + p = (i ax + b)\Ịcx 2 +dx + e có rất nhiêu cách giải, chẳng hạn: 
đặt ẩn phụ không hoàn toàn, đặt một ẩn (hoặc hai) để đưa vê dạng đẳng cấp, liên hợp, 
đặt hai ẩn phụ đưa vê hệ đối xứng ha hiến, đặt hai ẩn phụ đưa vê dạng (u ± vf = k 2 , 
đưa trực tiếp vê dạng A 2 = B 2 hoặc tôhg các sốkhông âm, ... Tùy thuộc vào đặc điểm 
của bài toán mà ta chọn phương án phù hợp, theo kinh nghiệm của tôi, bạn nên chọn 
phương pháp giải theo thứ tự phương pháp trên. 

Lớp bài toán đặt 1 hoặc 2 ẩn phụ đưa về hệ đối xứng hoặc hệ co bản 


,_, , , 2 + 3x 2-3x 36 

Ví du 171, Giai phương trình: - + - = 

Jl3 - 6x V 13 + 6x 5 


Nhân xét . Bài toán có dạng tôhg quát n . + b ỵ + a . =e. Khi đó ta thường đặt 

\Ịc -dx \Ịc + dx 

hai ẩn phụ u = \Jc - dx > 0, V = \lc + dx đưa về hệ đối xứng loại I. 

-vv 13 13 

Lời giải . Điều kiện: --C- <X<-C~- 
6 6 


u = V 13 - 6x > 0 \u 2 = 13 - 6x 


’ = n/13 + 6x>0^U 2 =13 + 6x 


u 2 + V 2 = 26 


„ , , „ 2-H 13 ^ 2-^™ 

Ta lại có: = nên (.)«■ 2 + p 

6 6 u V 

17-u 2 17-V 2 36. 17(1 l\ 36.1, . A 

•» — - + - =_+-(u + v) 

2 u 2v 5 2 yu V) 5 2 

1 7(u + v) 1, , .36 

—r ——- = —(ti + v) + -^r 

2 uv 2 5 


u 2 + V 2 = 26 (u + v) 2 - 2uv = 26 

Từ (1), (2) => ị 17 u + v _ u + v 36 <=> j 17 u + v _ u + v 36 i 1 ) 

2 uv 2 5 [2 uv 2 5 
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fc _ „ ịs 2 -2P = 26 Í2P = s 2 -26 

_ S=M+u>0 , „ _ , /IV 

Đặt ; n , (S 2 >4P), thì (/)<=> 17 S s.36<=>1 17S 5S + 72 

c 12P 2 5 L s 2 — 26 10 


5S 3 + 72S 2 - 330S -1872 = 0 
<^| p _S 2 -26 
. ~~ 2 


<=>I s 6 : thỏa s 2 > 4P. 
p = 5 


Theo Viét thì u, V là nghiệm của X 2 - 6X + 5 = 0: 


11 = 1 1 u = 5 

v = 5 1 V = 1 


M = V13-6x=l 13-6x = 1 x = 2 

• Với < «r: ' __<=><^ _o<>x=2. 

u = </l3 + 6x = 5 |l3 + 6x = 25 |x = 2 


T T ,. M = vl3 - 6x = 5 13 - 6x = 25 X = -2 

• Với < ,_<=> 1 _ " <=> 1 <=> X = -2. 

[u = ựl3 + 6x =1 [l3 + 6x = l [x = -2 

Kết luận: So vói điều kiện, phưong trình đã cho có 2 nghiệm là X = ±2. 


Ví du 172. Giải phưong trình: 


1 — X 11 


... T .. .,. , J 7 - 6x > 0 13 7 

Lời giãi. Điêu kiên: { <=>-< X < — • 

ở [l3 + 6x>0 6 6 

3 + (2x +1) | 3-(2x + l) 

4 N 10 3(2x1) v 10 • 3(2x • 1) 

11 3 + t 3 -t 

Đặt í = 2x +1 thì: (1)^^ = -^!= + -^= 

4 V 10 3/ N 10 • 3/ 


M = vl0-3f>0 2 2 

Đặt 11_11 , suy ra: M + V 2 = 20 

V = yio + 3f > 0 


10-M 2 „ u 2 -10 


, £ 10 — M 2 u 2 -10 , ,11 3 , 3 

3 3 4 u V 

. 33 19-M 2 , 19 -u 2 1f /l ,ll 33 _ 19(u + ơ) 33 , 

<=>-f- = ———+ ———<=>19 - + - = -j- + u + u <=>——— L = -j- + u + v 
4 u V \u V) 4 MU 4 

19(m + u) 33 . 

____ — ___|_ ịị _j_ 

Kết hợp vói (3) được hệ phưong trình: ị uv 4 

[m 2 +u 2 = 20 

Í76(m + v) = 33uv + 4(u + v)uv Í76S = 33P + 4SP ÍS = M + u>0 

<=> 1 . _ _ <=>!„___ vói < _ 

(m + u) 2 -2uv = 20 Ịs 2 -2P = 20 [p = uv> 0 
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2P = S-20 


1152S = 33.2 p + 2PẢS 1152S = 33(S 2 - 20) + 4S(S 2 - 20) 


2P = s - 20 


14S 3 + 33S 2 -232S-660 = 0 1 (S-6)(4S 2 +57S +110) = 0 js = 6 
1 2P = s 2 - 20 1 2P = s 2 - 20; s,p>0 |p = 8 


Theo Viét thì u, V là nghiệm của X 2 - 6X + 8 = 0: 


11 = 4 1 V = 2 

V = 2 1 M = 4 


u = \Ị10-3t = 4 . 3 

• Với < _ , suy ra: f = 2x + l =-2 <=>* = “• 

[v = Ạo + 3t=2 2 

TT ,. ịu = sỊlO-3t =2 . 1 

• Với _ , suy ra: t = 2x + l = 2<=>x = -- 

[ơ = yl0 + 3í =4 2 

, 3 1 

Kết luận: So với điều kiện, phưong trình đã cho có 2 nghiệm là x = ~ 2 ' x = 2 


x 2 -2x + lẩ 12 + 2X-X 2 


Ví du 173. Giải phưong trình: + = 20 (*) 

v (7 2.v)(2.v 1 3) y4r' 8.V • 29 


-vv 3 7 

Lời giải . Điều kiện: <X<~Y 

(*)o „ 13 + ( - Y ~ 1)2 ^ „ 13 ~ ( - y - 1)2 =20 
^25-4(x-l f yj25 + 4(x -1) 2 

Đặt t = (x — l) 2 , fo^<ạ] thì (1)0 13 + t = + , 13 ~* =20 I 

V 4 J v'25~4/ v25 • 4/ 

Đặt u = V 23 - • 4/ > 0, ơ = \Ị25 + ất > 0, suy ra: M 2 + u 2 = 50 ( 

13 + 25 ^ 2 - 13-^25 

Mặt khác: t = —— — = ——- — nên (2) <=>-—- 1 -—— = 20 

4 4 u V 

77-u 2 77-v 2 _ ữn 77(u + v)_ tÉímiữn . 

u V uv 


u 2 +v 2 =50 


(u + v) 2 - 2uv = 50 


Từ (3),(4) =>< 77(ii + v) _ _ 0 _ <=>ì'' ’ ,, , , , 1( ,„ 

—+——= u + V + 80 1154(w + V) = 2uv(u + v) + 160zm 

uv 

Đặt s = u + V > 0, p = uv > 0, (S 2 > 4P) thì 
/rN . Í2P = S z -50 Í2P = S 2 -50 

[154S = 2P.S + 80.2P 1154S = S(S 2 - 50) + 80(S 2 - 50) 
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s 3 + 80S 2 - 204S - 4000 = 0 j s = 8 
2P = s 2 -50; s,p >0 ^\p = 7 


Theo Viét thì u, V là nghiệm của X 2 - 8 X + 7 = 0: 


u = 7 1 u = 1 

V = 1 1 v = 7 


u = s/25-4t =7 , - , A , . A 

• Với 1 __ , suy ra: t = (x -1) = - 6 : vô nghiệm. 

[v . V 25 • 4/ - 1 

TT ,. ịu = \Í25-4t =1 . /— 

• Với < _ , suy ra: t = (x-l) = 6 <=>x = l±y 6 . 

[ơ = y25 + 4í = 7 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm phưong trình là X = 1 ± v' 6 . 

Nhận xét. Bản chất của bài toán là tác giả thay thế X bởi (x-1) 2 . Khi đó can chọn 
một đại lượng làm chuẩn để thử đãn và tìm ra các đại lượng còn lại dựa vào dạng tôhg 
quát của bài toán mà phân tích. _ 


Ví du 174, Giải phương trình: - - — = 7 (*) 

V 2 - X 2 * 

Chọn đội tuyển VMO năm 2014 - 2015 tỉnh Bình Thuận 


Lời giải . Điều kiện: X e ( \ 2; sỊĨ) \ |o|. 

Đặt y \2 x' >0=>< 1 1 _- ^ị( x ~yf+ lx y = 2 

- n X - y = 2 xy 


--- = 2 
y X 


l(*-y)’U*-y)-2=0 [z-y = i ặc x-y = -2 

[2 xy = x-y [2 xy = 1 ■ [xy = -1 

fy = X -1 , w [y = X + 2 2x 2 - 2x -1 = 0 „ 1±\Ỉ3 

<=>!_ . hoặc < ^ <=> , <=>x = -l, x = ——- • 

[ 2 x(x - 1 ) = 1 [x(x + 2 ) = -l |_x + 2 x + l = 0 2 

1 l 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phưong trình là X = -1, X = ^(1 + \ 3). 


Ví du 175. Giải các phưong trình sau: 


a) X 2 +l = 3.^3x-l. 

b) X 3 + I = 2.ỉj2x-Ĩ. 


Nhân xét . Dạng tôhg quát của bài toán là x" + b = a.’ỳjax-b. Khi đó ta luôn đặt ẩn 

I -— \ax = y"+b A , M 

phụ y = sjax - ơ > 0 => < ơồ đây là hệ đối xứng loại II (lấy vê trừ vê). 

lay = x" + b 


. A r -— Í3x = y +1 

<•&» Lời gỉái câu a) . Đặt I/ = y3x -1 => < = 

[3y = x +1 


>3(x-y) = (y 2 -x 2 ) 
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3 + \Ỉ5 

<5>(x-y)(x + y + 3) = 0<5> „ < > V3.V 1 - .r < >.V 

v y ' ' x + y + 3 = 0:VN o 2 


Kết luận: Nghiệm của phương trình là X = 


3 ± \ỊE 


Lời giải câu b) . Đặt y = \2x 1 => ị y + 1 

[ 2 y = x 3 +l 


2 (x-y) = y 3 -x 3 


<=> (x - y)(x 2 + xy + y 1 +2) = 0 X = y => \ 2.V - 1 = X <=> X = 1 V X = 


Kết luận: Nghiệm của phương trình là X = 1, X = 


-1±V5 


Ví du 176. Giải các phương trình sau: 

a) x = 2014 + ^2014 + ^. b) x = (2015 + 4x)(1-Ậ-'Jx) 


Nhân xét . Dạng cơ bản của 2 bài toán là x = a + \Ịa + \fx. Khi đó ta cũng đặt một ẩn 
Ị — 11/ = a 4- *s[x N 

phụ y = a + yx>a=>< r í)à đây là hệ đôi xứng loại II. 

[x = a + Ậ 

Lời giải câu a) . Điều kiện: X > 2014. Đặt y = 2014 + \fx> 2014 + \ 2014. 

Q, ” rr *' ^ ^ x-y + \[x-^Ịỹ = 0o(s/x -yjỹ)■ (yỊx + *Ịỹ + T) = 0 


Suy ra: 


y = 2014 + \Ịx 


sfx = Jỹ X = y nên X - \Ịx - 2014 = 0 <=> \fx = - 


4029 + yl 


: thỏa mãn điều kiện. 


Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là X = 


•1029 • V 


Lời giải câu b) . Điều kiện: 0<X<1. Đặt y = \Ịl-yx, (0<y<l). 

Suy ra: y 2 = l-\[x => = I-y 2 <=> X = (l-y 2 ) 2 nên: 

Moi 0 **? 1 ^\ ũ - y 

1(1“ y 2 ) 2 = (2015 - y 2 )(1 - y) 2 l(l-y) 2 (l + yf =(2015-1/ 2 )(1-1/) 

í 0 < 1/ < 1 [ 0 < 1/ < 1 

^ |(1 - yf • [(1 + yf + y 2 - 2015 ] = 0 0 1(1 - yf(y 2 + y -1007) = 0 ^ 1 

Với y = l=>x = (l-i/ 2 ) 2 =0: thỏa mãn điều kiện. 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là X = 0. 


oy = 1 
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Ví du 177. Giải phương trình: ( \Ịx 2 +1 - x ) 3 + (s]x 2 +1 + x) 3 + 4x 2 -2 = 0 (*) 

Học sinh giỏi tỉnh Phú Yên năm 2014 - 2015 


ífl = -\/x 2 +1 - X [ a + b = 2'ịx 2 +7 => (a + ỉ>) 2 = 4x 2 + 4 

✓ã- Lời giai . Đặt: < _ =>< __ __ 

lỉ> = yx 2 +l+x [flỉ> = (yx 2 +1 -x)(4x 2 +1 + x) = 1 


Kết hợp với (*), được hệ phương trình: 


a 3 +b 3 +(a + b) 2 -6 = 0 


Jab = l jab = l 

|(rt + bý -3ab(a + b) + (a + b) 2 -6 = 0 |(a + b) 3 + (a + b) 2 -3(a + b) -6 = 0 

ífl + ỉ> = 2 ^ , _ , - 

<=> 1 nên theo Viét thì a, b là nghiệm của: X - 2X + 1 = 0 


[ab = 1 

„ [a = \ \ a = \Ịx 2 + 1 - X = 1 [ \Ịx 2 + 1 = 1 + X 

Suy ra: < <=> 1 ____ ++ < ____ <=> x = 0. 

[b = l ịỳ = ,J X 2 +1 + X = 1 [Vx 2 +1 = 1 - X 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là X = 0. 

Bình luân . Việc phương trình có chứa cặp sô' mà tích của chúng bằng hằng sốk thì 
hướng xử lý bằng phép đặt 2 ẩn phụ là hoàn toàn khả thi, một lối đi thường gặp. 


Ví du 178. Giải: (Đê nghị Olympic 30/04/2014 - Phan Châu Trinh - Đà Nằng) 

4x 2 +91 = ìị^Ịx 4, + 2x 2 4x-2 + X-93 - 2 + x 4 I 2x ? V X • 2 + X-93 (*) 


Lời giải . Điều kiện: X >2 và ^/x 4 777t7^/x^2 ^ ^+*7^93 -2 >0. 

Đặt t = ^/r^+7x^/x--2777-93 > 0, suy ra: í 2 = X 4 + 2x 2 \Ịx-2 + X- 93 


<=> í 2 = (x 2 + 4x-2) 2 -91 <=>X 2 + 4x-2 = yf 2 + ‘ 


(*) <=> gx 2 + 91 = yf - 2 + f 2 <=> f 2 + yí - 2 = yx 2 + 91 

Ịx 2 - í 2 + (4~x -2-Ạ-2) = (44 + 91 - \Ịx 2 + 91) 
Ịx > 2; í > 2 

, ,,, , , x-t (x-t)(x + t) 

(x - í)(x + í) + -= -== + - v 7 = = 

< ' = ’ > ‘ sỊx — 2 + \Ịt + 2 4" 1 + 91 + vx 2 + 1 

t >2; x>2 


(x — í) • X + ÍH- , - , H- 

L 44^2+4tĨ2 44 

X > 2; t >2 


+ 91 +yx +í 


<=>x = í. 


Suy ra: %/x 2 +91 =ựx-2 +x 2 (ựx 2 +91 -10) = (ựx-2 -l) + (x 2 -9) 
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(x - 3)(x + 3) _ x-3 

4x 2 +91+10 \/x-2 + l 


<=> (x - 3) ■ 


■ + (x-3)(x + 3) 


Jx 2 +91+10 MX 2 ị l 


-(x + 3) =0 


X 2 +91 + 10 Vx-2+l 


- - (x + 3) < : 


X — 2+1 


--(x + 3) 


9 1 ^ 

= --^-(x + 3) — . —<0 nên (3)cí>x = 3. 

10 Jx-2 + 1 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất là X = 3. 

★ Lớp bài toán đặt 2 ẩn phụ đưa về phương trình tích sô 

Trước hết, ta tìm hiểu lớp bài tập mà sau khi biểu đổi và đặt ẩn phụ đưa được vê loại 

, . m.a 2 + n.a = m.b 2 + n.b 

phương trình đôi xứng 2 biên với các dạng sau: 

[m.rt 3 + n.a 2 + p.a = m.b 3 + n.b 2 + p.b 

Khi đó ta sẽ biến đôì về tích sô'bằng phép nhóm phù hợp. Nhưng trong rất nhỉêu 
trường hợp, ta không thể đưa vê 1 trong 2 dạng trên nhưng vẫn đặt 2 ẩn phụ đưa 
được vê phương trình tích sô'. Ta cùng xét các ví dụ sau đểhiểu kỹ hơn vê vấn đê này: 


Ví du 179. Giải phương trình: X 2 - 2x = \j2x +1 - \jx 2 + 


Điều kiện: x>—— • 

2 

Nhân xét & lời giải 1 . Đặt 2 ẩn phụ đưa về tích số. 

Nhận thấy: X 2 - 2x = (x 2 +1) - (2x +1) = (\Ịx 2 +T) 2 - (n/IxTT) 2 nên có: 

(*) <=> (%/x 2 +1) 2 - (\/2x + l) 2 = n/2x + 1 - \Ịx 2 +1 

<^> (\jx 2 + 1) 2 + yjx 2 + 1 = (n/2x +1) 2 + \Ị2x +ĩ (/) 

Đặt a = %/x 2 +1 >1, b = \2x ! 1 >0 thì (ỉ) <^a 2 +a = b 2 + b 

<=> (a 2 - b 2 ) + (a - b) = 0 <=> (a - b) ■ (a + b + 1 ) = 0 <=> a = b, (do: a + b +1 > 0) 

Suy ra: \Ịx 2 +1 = V 2x - 1 <^> X 2 - 2x = 0 X = 0 hoặc X = 2. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có 2 nghiêm là X = 0, X = 2. 

Nhân xét & lời giải 2 . Ghép căn thức để liên hợp. 

Nhận thây: (x 2 +1) - (2x +1) = X 2 - 2x có nhân tử với vế trái nên ghép 2 căn 
thức lại với nhau để liên hợp và đưa về tích số dạng: (x 2 - 2x)./(x) = 0. 

I 'ĩ r, \ , l 9 1 ÍX 9 ^ X — 2x „ 


(*)(x 2 - 2 x) + (yx 2 +1 -y 2 x + 1) = 0<^>x 2 -2x + 


$x + 1 + V Ảx ~\~ 


<3- (x 2 - 2 x) 1 + 


X + JL + V 2.X + 


= 0 <^x 2 - 2 x = 0 <^> 
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Ví du 180. Giải phương trình: 3x 3 + X 2 - 8 x + 4 = 2\j2x 


# _ , . A 2x-1 >0 1 

ã* Lời giai. Điêu kiên: { <=> X > - ■ 

ở 3x +1 > 0 2 


(*) <=> 3x 3 + X 2 - 8 x + 4 = v 8 x-4 - V3x 3 + X 2 

< >(v^3x ' I x : ỳ ì \ 3x‘ i x" (\8x 4) I \/8x 1 (í) 

Đặt: a = sỊãx 3 + X 2 > 0 ,b = ^8x-4 > 0 thì (ỉ) <=> a 2 + a = b 2 +b 

<=> (a 2 - b 2 ) + (a - b) = 0 <=> (« - b) ■ (a + b +1) = 0 <=> a = b, (do: a + b +1 > 0) 

Suy ra: \j3x 3 + X 2 = v 8 x 4 3x 3 +x 2 - 8 x + 4 = 0<t^x = -2 V X = 1 V x = ~ 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có 2 nghiệm là X = 1, X = ^ • 

Bình luân : Vấn đê đặt ra là tại sao biết được cân biến đôĩ vê dạng đối xứng để đặt 
được 2 ẩn phụ đưa vê tích sô' ?! Rất đơn giản, do ta đã sử dụng Casio tìm được 2 

nghiệm của phương trình là X = 1, X = ^ và giá trị của hai biểu thức chứa căn thức tại 

2 vị trí nghiệm này đêu bằng nhau, tức luôn có M\3x 3 + X 2 = \ 8 x 4, nên sẽ luôn có 
a = b. Hiển nhiên khi dự đoán được 2 nghiệm, ta hoàn toàn có thể ghép bậc nhất để 
liên hợp cũng dẫn đến đáp sô'tương tự (dành cho bạn đọc). 


4/1 I 5 

Ví du 181. Giải phương trình: — + , X - — = X + . 2x - — 

X V X V X 


<7* Lời giải . Điều kiện: X > ^ hoặc -1 < X < 0. 

^ 5^ ( I^Ị 4 r 5 „ f T 

Nhận thấy 2x-— - X-— =x~— nên đặt a = ,|2x-— >0, b = Jx~— ■ 

\ X J \ X J X V X V X 

Suy ra: a 2 - b 2 = X - — thì (*) <^> X - — + . 2x - --Jx--=0=>ữ 2 -fc 2 +ữ-fc = 0 
X X V X V X 

r 5 f ĩ 4 „ [x = -2 

o(a-b)(a + b + l) = 0oa = b=>. 2x~- = . x~— <=>x- — = 0o ■ 

V X V X X Ị_x = 2 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là X = 2. 


Ví du 182. Giải phương trình: X 3 + 3x 2 + 5x + 3 = (x 2 + 3)\lx 2 + 


Phân tích . VP (t) = (x 2 + 3)sfx 2 + 1 = (\Ịx 2 +1) 2 +2 sỊx 2 +1 =(>/x 2 +T ) 3 + 2 \Ịx 2 + 1. 

Do đó ta hy vọng vê'trái của (*) sẽ phân tích thành dạng: (x + mý +2 (x + m). Khai 
triễn và đông nhất hệ sô', ta sẽ tìm được ngay m = 1. Nhưng đông nhất thức thì dài, 
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nên ta sẽ khắc phục đêu đó bằng cách tìm 1 nghiệm của phương trình là X = 0. Khi đó 
cân viết: X 3 +3x 2 +5x + 3 = {x + m) 3 + 2(x + m), và cho x = 0 vào phương trình này 
cũng tìm được m = 1 và có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Điều kiện: X 3 +3x 2 +5x + 3 >0 ?!<=>X>-1. 

(*) <=> (x + 1) 3 + 2 (x + 1 ) = (%/x 2 +T ) 3 + 2 \Jx 2 + ĩ (z) 

Đặt a = X +1 > 0, b = \Ịx 2 +1 > 2 thì (i) a 3 +2a = b 3 +2b 
<^>(a 3 -b 3 ) + 2(a-b) = 0<3>(a-b)(a 2 +ab + b 2 + 2 ) = 0 <^a = b. 

Suy ra: \Ịx 2 +1 = X + 1>0<=>X = 0. 

Lưu ý . Ta có thể giải bài toán này bằng phương pháp liên hợp khi sử dụng Casio tìm 
được 1 nghiệm X = 0. Ngoài ra, từ ( ỉ ) => /(x + 1) = f(\/x 2 +1) với hàm đặc trưng 

f(t ) = t 3 +2t luôn đơn điệu 1 chĩêu nên X +1 = sjx 2 +1 <=> X = 0. Dạng này ta sẽ tìm 
hiểu kỹ ở phần giải phương trình bằng phương pháp đánh giá bằng hàm sô'. 


Ví du 183. Giải phuơng trình: (\Ịx + 


— 2(x + 


Điều kiện: 2x + l>0. 

Phân tích. 17’,. 2(x I l)v2x I (v2x 1)' (3 I\2.V I (\2x 1)' I 3 v 2x 1 

và VT W =(4x + ĩ-l)\(4x + ĩ) 2 -24x + ĩ + l + 3] = (yíx + ĩ-l)\(4x + ĩ-l) 2 +3 

= (ựxTĨ-l) 3 + 3(yjx + ì - 1) sẽ đưa (*) vê dạng đối xứng a 3 +3a = b 3 +3b sau khi 

đặt ẩn phụ a = \Ịx + l -1, b = V2x - 1 và có lời giải chi tiết sau: 

sằ~ Lời giải . Ta có: (*) <=> (yịx +1 -1) 3 + 3 (sfx +7 -1) = (sỊĩx - ĩ) 3 + 3\2x -1 (í) 

Đặt a = 's/xTT -1 ,b = \ 2x ~ 1, a > 0, b > 0, do : X > \ . Khi đó: 

'v 2j 

(z')<=>« 3 +3 a = b 3 +3b<o(a 3 - b 3 ) + 3(a - b) = 0o (a - b)(a 2 +ab + b 2 +3) = 0 
<^a = b, (do:a 2 +ab + b 2 + 3>0, \/a,b&U). 

Suy ra: s[x + ĩ -1 = s/ĩx-ĩ o \[x + ĩ = s/ĩx-ĩ + 1<^>x + 1 = 2x + 2\.'2x - 1 

<tí> 2\ 2x 1 = 1 — X <=> J - _ _ _ <^x = 5- 2\Ỉ5. 

Ịx 2 -10x + 5 = 0 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phuơng trình là X = 5 - 2\Ỉ5. 


Ví du 184. Giải phuơng trình: ( 8 x - 6)sfx - 1 = (2 + \Ịx - 2)(x + 4%/x -2 + 3) (*) 


<■&» Lời giải . Điều kiện: x>2. Ta có: 

VP W =(2 + \Ịx-2)ị(\Ịx-2) 2 +ấ\Ịx-2 + 2 2 +l”| = (2 + ^ x - 2 )|~( a / x -2 +2 ) 2 +1 
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= (2 + yỊx - 2) 3 + (2 + \/x - 2). 

VT W = (4x-3)ự4x-4 = r(ự4x-4) 2 +1]ự4x-4 = (ự4x-4) 3 + -n/4x- 4. Nên: 

(*)^>(ự4x-4) 3 +ự4x-4=(2 + ựx-2) 3 +(2 + ựx-2) (i) 

Đặt fl = v4x- 4 >0, b = 2 + \jx-2 > 2. Khi đó: (ỉ) <=>a 3 +a = b 3 + b 
<=>(a 3 -b 3 ) + (a - b) = 0 o (a - b)(a 2 +ab + b + l) = 0<^>a = b. 

Suy ra: 2 + \Ịx-2 = -Jĩx-ĩ <=> 2\[x - 2 = 3x - 6 <=> J _ _<=> 

[9x 2 - 40x + 44 = 0 

, 22 
Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có 2 nghiệm là X = X = 2. 


22 
x = — 
9 • 

x = 2 



Lời giải . Tập xác định: D = □ . Do X = 0 không là nghiệm (*) nên: 
(*)<=> — -13 • = 23 /-Ụ + — - 3 

X XX Vx X 


f2 .Y 

2 ì 

^ 1 

3 

1 

1 

h-> 

+ 

--1 = 


ro 

1 

1 1 

+ 

u ) 

X J 

V X 2 

X ; 



2 13 . 

Đặt a = — -1, b = 3 —- + — - 3 thì (ị) <=> a 3 + 2a = ỉ) 3 + 2b <=> a = b. 
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Ị— -—- _ X = 1 

l 3 2 

Suy ra: ? —- + — - 3= — — 1 <=> 3x 3 + 3x 2 - 13x + 8 = 0 <=> -3 + 4 

\x X X x= 

4 


Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phương trình là x = l, x = 


5 ! v»y 


Bình luân . Trên đây là các ví dụ nếu các em học sinh nhìn nhận đặc điểm của mỗi bài 
sẽ tìm ra cấu trúc chung và dễ dàng đưa được vê dạng đối xứng, dẫn đến phương 
trình tích sô'. Nhưng rất nhỉêu bài toán không chuẩn mực như thế, khi đó ta cần phân 
tích phù hợp và đặt ẩn phụ. Đểminh chứng điêu đó, ta cùng xét các ví dụ kề'sau đây: 


Nhân xét . Bài toán chỉ có hai căn thức, nếu đặt a = \Ịx + 3, b = \Ị 2x-ĩ thì sẽ thu 

được phương trình đẳng cấp dạng ab + 2x 2 = x(a + b) và có lời giải chi tiết sau: 

-vv 1 
Lời giải . Điều kiện: X -2 

\a = \íx + 3 >0 , r -——-— Ị—ĩ —--- 

Đặt: ■< _ =>ab = J(x + 3)(2x -1) = V 2x 2 + 5x - 3. Khi đó: 

b - \2x IX) 


(*) <=> ab + 2x 2 =x(a + b)<^>(ab- ax) + (2x 2 - 2bx) = 0 <=> ữ(ỉ> - x) + 2x(x -b) = 0 

r /- x -0 

b = x \Ịx + 3 = 2x r , 

<=> (p - x)(fl - 2x) <=> <=> _ <=>< 4x-x-3 = 0<=>x = l. 

_a = 2x \ 2 .V 1 .V , _ 

L 1 |_x -2x +1 = 0 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là x = l. 


Ví du 188. Giải: 2x + (x + l)vx 2 +2x + 3+ (x + 2)\/x 2 +4x + 6 + 3 = 0 (*) 

Để nghị Olympic 30/04/2013 -THPT Mạc Đĩnh Chi, Q.6, Tp. Hô Chí Minh 


Tập xác định: D = □ . 


Lời giải 1 . Đặt 2 ẩn phụ đưa về phương trình tích số. 
(*) (x +1) + (x + l)4x 2 + 2x + 3 + (x + 2) + (x + 2)4x~ + L 


+ (x + 2) + (x + 2)\fx + 4x + 6 — 0 


<=>(x + l)(l +yx 2 +2x + 3) + (x + 2)(l +Vx 2 +4x + 6 = 0 


a = 4x 2 + 2x + 3 > 0 ífl 2 =x 2 + 2 x + 3 k a 2x + 3 


_ => => < 

b = 4x 2 + 4 x + 6 > 0 fc 2 =x 2 +4x + 6 x = 


_ b 2 - a 2 -1 b 2 - a 2 +1 

(!)«■- ị -(! + «) +- ị - (1 + &) = 0 

<=> (1 + a) ■ (b 2 - a 2 - 1) + (1 + b) ■ (b 2 - a 2 + 1) = 0 


b 2 -a 2 -3 • Suy ra: 
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<=>[(1 + a)(b 2 -a 2 ) + (l + b)(b 2 -a 2 )~ị + b -a = 0 (b 2 - a 2 )(a + b + 2) + (b - a) = 0 

(b - à) [(fl + b){a + b + 2) +1] = 0 <=> b - a = 0 <=> a = b. 


> 0, Vữ,Ỉ7 > 0 


Suy ra: yx 2 + 2x + 3 = yx 2 + 4x + 6 c+x = -^ 

rề>° Lời giải 2 . Biến đổi vê dạng A 2 =B 2 . 

(*) <=> 4x + 2(x + l)^/x +2x4-3 + 2(x + 2)'\/x + 4x + 6 + 6 — 0 
<=> (x + 2) 2 + 2(x + 2)^x 2 +4x + 6 + (x 2 + 4x + 6) 

— (x + 1) — 2(x + lyTx + 2x + 3 + X + 2x + 3 
<^> (x + 2 + sỊx 2 +4x + 6) 2 = (x +1 - ^x 2 +2x + 3) 2 
X + 2 + 4~x + 4x + 6 = X +1 — £ + 2x + 3 
X + 2 + \/x + 4x + 6 — \/x + 2x + 3 — X — 1 


0 < 1 + \/x 2 + 4x + 6 + \/x 2 + 2x + 3 — 0: V7V 


2x + 3 + - 


2x + 3 

fx + 4x + 6 + '\fx + 2x + 3 


*w> X = —— 

2 


Ví du 189. Giải: (2v2x -1 - 4)x 2 + (7 - 4\2x -\)x + yỊlx -1-3 = 0 (*) 

Đề nghị Olympỉc 30/04/2013 - Chuyên Bắc Quảng Nam - Quảng Nam 

-vv 1 
Lời giải . Điều kiện: x - 2 

(*) <=> (2x 2 - 4x + l+2x-l = 4x 2 - 7x + 3 «. (2x 2 - 4x + l)y/2x-l = (4x - 3)(x -1) 
ífl = x-l ífl 2 =x 2 -2x + l Í2a 2 -l = 2x 2 -4x + l ,, 

Đặt ị r— —- => \ n " => ] ' , ' , thì: 

,/>-v2x IX) [ỉ> 2 =2x-l [2ỉr -1 = 4x-3 

PT <=> (2a 2 Ỉ7 - lb 2 a) + (a - ỉ?) = 0 <=> 2ab(a -b) + (a-b) = 0o(a- b)(2ab +1) = 0 
<=>a = b hoặc 2írf? + l = 0. 

• Nếu a = b, suy ra: \'2x - 1 = X - 1 <=> i , __ <=> X = 2 + \Ỉ2. 

|x 2 - 4x + 2 = 0 

• Nếu 2flỉ> + 1 = 0 <=> 2(x-l+2x-l +1 = 0 <=> |~(\/2x-l) 2 -lj+2x-l +1 = 0 

<=> (V 2x 1 ) ' - yỊĩx-ĩ +l = 0<=>t 3 -t + l = 0 (/) với t = \-2x 1 > 0 

Xét hàm SỐ f(t ) = t 3 -1 +1 trên [ũ; + 00 ) có /'(f) = 3f 2 -1 = 0 <z> f = với f > 0. 

v3 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X 2 I \ 2. 

BÀI TẬP RÈN LUYỆN DẠNG 14 


BT317. 

BT318. 

BT319. 

BT320. 

BT321. 

BT322. 

BT323. 

BT324. 

BT325. 

BT326. 

BT327. 

BT328. 

BT329. 

BT330. 

BT331. 


Giải phương trình: (x + 3)- 4~x 2 - 8x + 48 = 28 - X. 


Giải phương trình: (x - 1)4-X 2 - 4x + 5 = 3x + ^ • 


Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 


: 2(x - 5)4 -X 2 + 5x - 4 = 5x - 20. 
: (x + 2).\ - .y' - 2x + 3 = X + 3. 

: 5x 2 + 4(x - 2)4X 2 + X + 1 = 1. 


: 2x 2 - 4x - 21 = 2(1 - x)Vx 2 - 2x + 3. 

: 2x 2 - 6x + 3 + 2(x - 2)4X 2 -2x = 0. 

: 5x 2 - 20x +12 + 4(x - 2)4X 2 - 4x + 5 = 0. 


: X 2 -2x-4 = (x-l).yx 2 -2x. 


Giải phương trình: 


5+x + 5-x _g 
/5-2x 45 + 2x 


Giải phương trình: 


Giải phương trình: 


Giải phương trình: 


Giải phương trình: 


ựl7-4x ựl7 + 4x 5 
2 + x 2 - X _20 

V 2() .V V 20 • .V ơ 

11 _ 7 

2x + ĩ + 2 46-x-x 2 ~ 12 


. . , 4x 2 +4x + ll 9-4 x-4x 2 

Giai phương trình: + 

2J(x + 3)(2-x) \/4x ; ' I 4x • 26 


(leD) 

(leD) 

(leD) 

(leD) 

(xeD) 

(xeD) 

(xeD) 

(xeD) 

(xeD) 

(xeD) 

(xeD) 

(xeD) 

(xeD) 

(xeD) 

(xeD) 
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BT 332. 


BT333. 


BT334. 


BT335. 


BT336. 


Giải phương trình: - + 1 = 

7x + l Ậ7X +11) ■ (9 - 7x) 24 

Giải phương trình: X 4 - 2x 2 V 3 I .V í 3 \ 3 = 0. 


Giải phương trình: x + l = (2x + l)y2 + \jx +1. 

Giải: 2x’ -2x\ 2 ->2015 - \2015.v2 I 4xy2015 = >/4030. 
Giải phương trình: y/5 + x + \Ị2-X + \Ị-X 2 - 3x +10 + 1 = 0. 
^a: (34- x)fc+ĩ-(x + 1) \ 34 X _ 


BT 337. Giải phương trình: 


- X - yx +' 


BT 338. Giải phương trình: 4x = ^30 + ^ y 30 + i ^30 + i >/x + 30 • 

BT 339. Giải phương trình: 2(4\Jx + \ịx 2 +2 - 3) + ^4(%/x 2 +2- x) = 0. 
BT 340. Giải phương trình: 8x 2 - 8x + \/l -3x = >/l + x. 

BT 341, Giải phương trình: 2x 2 + 2x — 4 + 5>/x 2 +1 = 5yj3 — x. 

BT 342. Giải phương trình: 8x 2 + 2x + 5 = 6^2x 2 + X + 1 + 3\ 2x - 1. 

BT343. Giải phương trình: . 1^—^ = 2 ~ (3x — ĩ tẼẵ ~ 1 — ■ 


2x-l 


2 + J(2x - 1) 


BT344. 

BT345. 

BT346. 

BT347. 


Giải phương trình: (x + 5)\[x +1 +1 = \' 3x I 4 . 

Giải phương trình: X 3 - 15x 2 + 78x-141 = 5\j2x-9. 

Giải phương trình: X 3 - 6x 2 + 12x - 7 = ịỊ-x 3 + 9x 2 - 19x + 11. 
Giải phương trình: (5x 2 + 4x + 3 ).\fx = (x + 3).\ 3x ; ’ +4x. 


(xeũ ) 


(x GŨ ) 


(x gU ) 

(xen ) 

(x eU ) 


(xeũ ) 


(leD) 

(leD) 

(leD) 

(leD) 

(leD) 


(xeO) 

(ieD) 

(iẽD) 

(iẽD) 


15. Dang 15 . Đặt ẩn phụ bằng phương pháp lượng giác hóa 

Ý tưởng bài toán và phương pháp giải: 

Một lơ'p cac phương trinh vô tỷ co' thể giải được bẩng phương phap 
chuyển vế phương trinh lương giac. Dâu hiệu nhận biết là trong phương 

trình xuấ t hiện cac biểu thức \Ịl-x 2 , \/x 2 +1, 4x 2 -1,— Lợi thế của 
phương phap nay là đưa phương trinh ban đẩu vế một phương trinh 
lương giac cơ bản đa~biết cach giải như : phương trình đẩng câ'p , đổĩ 
xuhg, cô’ điển,... Vì hàm lượng giá c la' tuân hoàn, nên khi đặt điểu kiện 
các biểu thức lượng giác thật khéo léo sao cho lúc khai căn không có giá 
trị tuyệt đối, có nghĩa là luôn luôn dương (dựa vào điều kiện và vòng 
tròn lượng giác ). Tuy nhiên, nhược điểm cua phươ ng phap nay là khi 
chuyển vế lương giac lại kho' tim được nghiệm tưohg minh cua phương 
trình 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 



Phân tích . Câu a) đã quá rõ ràng, ở vếphải có chứa V 1-x 2 , nên ta có 2 phương án 
lựa chọn ẩn phụ. Một là đặt x = smt, hai là đặt x = cos t, nhưng ta sẽ chọn phương 
án 2, tức đặt x = cos t, để cho vế trái có dạng công thức 4cos 3 í-3cosí = cos3í sẽ 
dễ dàng hơn. Còn với câu b), đặt x = 2cosf, thì VT = 2(4cos 3 Í-3COSÍ) = 2cos3í 


và vế phải là yx + 2 = ự2(l + cos í) = 2.|cos 2 ^ • Khi đó chọn đỉêu kiện thích hợp sẽ 


khai căn thức dễ dàng và đưa vê những phương trình lượng giác cơ bản. 

Lời giải câu a) . Điều kiện: -1 < X < 1. 

Đặt x = cos t, do xe[-l;l] nên fe[0;7i]- 


Suy ra: \jl-x 2 = \fĩ- cos 2 1 = Vsin 2 í = sin tị = sin t, (do : f e[0;7ĩ] =>siní >o). 


f n \ 

(*) <^> 4 cos 3 1 - 3 cos t = sin t <=> cos 3 1 = sin t = cos ^ -1 <=> 

J 


, n kn 

í = - + - 
8 2 

t = “ + kn 
4 


, (^ 60 ) 
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Do fe[0;7t], suy ra: ^ = g v t = v t = 


3n 


Ta có: cos t = 


2 l + cos2f 


•X = COSÍ = ± 


,71 _ n 

• Với: í = — => X = cos — = 


1 + cos - 


l + cos2f 
2 

42 + 42 


nên: 


do : cos -2 > 0 
8 


XT ,. ,571 _5tĩ 

Với: t = —- => X = cos 

8 8 


1 + cos 


5ti 


42-42 


5tc 

do : cos -2- < 0 
8 


,,,. , 3n 3n \fĩ 

• Với: t = —-=>x = cos—- =—7— • 
4 4 2 


Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm là X = 


42 + 42 42-42 


X = — 


, X = — 


A. 

2 2 ' 2 

Lời giải câu b) . Điều kiện: x>-2. 

• Với: X >2 => X 3 -3x = X + X. (x 2 -4) > 2x > 44+2 nên (*) vô nghiệm. 


voi: x>z=>x -3X = X + X.(X -4)>zx>yx + z : 

> 0 

Với: -2<x<2, đặt x = 2cosf, fe[0;Tt]. Suy ra: 


(2.2 cos 2 — 

= 2 

^ 1 
Ư) 

0 

Ũ 

= 2cos-. 

f , t 

do: — e 

~0;—jì 

1 2 


2 

2 

{ 2 

L 4jj 


(*)<=>2(4cos 3 f-3cosf) = 2cos^ <=>8cos 3 f-6cosí = 2cos^<=>cos3f = cos^ 


Do 


<=> 3 1 = 4 + k2n hoặc 3t = ~4 + k2n í = 44 hoặc t = -4-' 4 )• 

2 2 5 7 v ' 

[íe[0;7ĩ] 
k e □ 


4tĩ 4tĩ 


, suy ra: t = ị 0;222;221Ỵ nên x = 2cosf = <Ị2; 2cos-^-; 2cos22- 


4tĩ 


4tĩ 


, t/v Vv \ 4 71 4 71 

Kết luận: Các nghiệm cần tìm là X = 2, X = 2 cos 22- X = 2 cos —. 

7 5 

Nhân xét . Trong lời giải trên, tôi đã sử dụng công thức nhân ba là công thức mở rộng 
trong chương trình phô’thông hiện hành. Các công thức này chứng minh như sau: 

• cos 3f = cos(2í + t) = cos 2 1 cos t - sin 2t sin t = (1 - 2 sin 2 í) cos í - 2 sin 2 í cos t 


= cos t - 4 sin 2 1 cos t = cos t - 4(1 - cos 2 í) cos t = 


4cos f-3cosf = cos3f 


sin 3t = sin(í + 2 1) = sin t cos 2 1 + cos t sin 2 1 = sin f(l - 2 sin 2 1) + 2 cos 2 1 sin t 


= siní -2sin 3 í + 2(l-sin 2 í)sinf = 


3siní-4sin t = sin3f 


sin5í = sin(3í + 2 í) = sin3f cos2f + cos3ísin2í 

= (3sin t - 4sin 3 í)(1 - 2sin 2 í) + (4cos 3 1-3 cos t)2 sin t cos t 
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= 3siní - 6 sin 3 1 -4sin 3 1 + 8 sin 5 1 + 8 sinícos 4 1 -ỏsinícos 2 1 
= 8 sin 5 í —10 sin 3 1 + 3 sin í + 8 sin t( 1 — sin 2 í ) 2 — 6 sin t( 1 — sin 2 í) 

= 8 sin 5 í — 10 sin 3 1 + 3sinf + 8 sinf(l — 2 sin 2 1 + sin 4 1) — 6 sinf + 6 sin 3 1 
= lósin 5 í -20sin 3 1 + 5sinf = sin5f. 


Ví du 191. Giải phương trình: \lx +1 = 32x 3 + 48x 2 + 18x +1 (*) 

Đ'ê nghị Olympic 30/04/2013 - THPT Chuyên Tiên Giang-Tiên Giang 


Lời giải . Điều kiện: X > -1. 

(*) v 4x : 4 = 64x 3 + 96x 2 + 36x + 2 <^> ự(4x + 2) + 2 = (4x + 2) 3 - 3(4x + 2) (/) 
Đặt t = 4x + 2, do X>-1 nên t = 4x + 2> -2. Khi đó: (ỉ) <=>%/r+2 =t 3 -3t (/'/') 

• Với: f >2 thì t 3 -3t = (í 3 -4f) + f = f(f 2 -4) + yfF>^ỊF = Ật 2 -t-2) + t + 2 
= ự(f+ l)(f-2) + f + 2 >ựf+ 2, nên (/'/') vô nghiệm khi í > 2. 

• Với: -2<t<2, đặt f = 2cosw, (ííe[0;rt]j. Suy ra: 

•Ịt + 2 =^2(1 + cosí;) =2^|cos 2 ^- =2 cos^ = 2 cos^, ổo:^e 0 ;^ • 

(//)<=> 2cos^ = 8cos 3 w-6cosw<=>cos3u = cos^<=>u = ^^ V u = ^^, (keO). 
2 2 7 5 

Do ue[ 0 ; 7 ĩ], LeQ,, suyra: w = jo; Nên f = |o; 2cos-^; 2cos-Ị^j- 

^ lỴ 47!^ lY 47! 3 

Kết luận: Các nghiệm cần tìm là X = 0, X = 2- -1 + cos - 3 - , X = -7 -1 + cos -2- • 

2 l 2 ^ 7 ; 


Ví du 192. Giải phương trình: 2x + (4x 2 -: 


Lờ/ giải . Điều kiện: -1<X<1. Đặt x = sinf, te ~ 2'2 

/ r -|\ 

Suy ra: vl X -\1 sin/ = ^cos 2 í = |cos f I = cosí, do:te ■ 

V L 2 2 -ly 

(*)<=> 2 sin í + (4 sin 2 í -1) cos í = 4 sin 3 í + cos í 


<=> (sin í - cos í) - 2 sin 7 f(sin í - cos f) = 0 <=> (sin í - cos f)(l - 2 sin 7 f) = 0 


sin í- ír =0 X It , ^ /, n \ 
V 4 J ^ í = 4+ 2 ' (^ eD )- 
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2 - 2VI - X 2 > 0 

<•&» Lời giải . Điều kiện: < 1-x 2 >0 <=> 0 < X < 1. 

x>0 ?! 
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Đặtx = sinf, fe 0;^ , suy ra: \/ĩ -X 2 = \ 1 sin t = -y/cos 2 1 = |cosf| = cos t. 

(*) \2(1 -cost) = siní(l + COSÍ) J4sin 2 ^ = 2sinf cos 2 ^ 

_ . t __ . t _ 3 í . f . í ,í __ 

sin— = 2 sin —cos — <tí>sin—= 2 sin—cos — = 0 
2 2 2 2 2 2 


gj n Ị. = 0 t k2n, keO, te 0; 

M £ 1 2 L z 

<=>sin-k l- 2 cos 3 ^ = 0 <=> , „ <=>i _ r-=—— 

2 1 2 J cosị=i .í 

2 ỈE sin i = J 1 -ĩb = ưr- 


t u X = sin í = 0 

sin í = 2 sin ^ • cos ^ = V%/4 -1 [x = sinf = yịĩỊĨ-l 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phuơng trình là X = 0, X = \Ị\fĩ - 1 . 

Bình luân . Trong lời giải trên, nếu ta tìm điêu kiện không chính xác, tức X e [-l;l] 

thì khi đặt x = sint, te thì biểu thức y2-2'Jl-x 2 = sinị- sẽ không bỏ 

2 2 2 

dífw trị tuyệt đối được ngay mà cân chia ra 2 trường hợp để giải. 


Ví du 195. Giải phuơng trình: + 2.1^1 X _ 1 _ 2^2 


Điều kiện: -1 < X < 1 thì 1 + 2x\l:l-x 2 = (x + '\/l -X 2 ) 2 > 0: luôn đúng. 

Lời giải 1 . Đặt x = cosf, fe[0;Tt], suy ra: vĩ-x 2 = %/sin 2 1 = |sin 1 1 = sin t. 
(*) oẬcost + sint) 2 \ 2(1 2 cos <íí>|cosf + sinf| = -\2 cos 2 / 

r. 71 ì r 71 ì 

<=> cos =-cos2f <=> cos f-y = cos(tĩ-2í) =-cos2f (í) 

V V 

• Nếu fe 0;^ =>í-^G =>cos f-^ì>0thì 

4 J 4 L 4 2j t 4j 

£ _ 5n + k2n _ 5n 

(/) <=>-cos2í = cos <=> Ị 2 3 => Ị 2 , do:te 0;^ • 

1 , = t-ệ ( L 4 JJ 

L 4 L 4 
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Suy ra: 


5tĩ (tí 71 ì . n \ 6 - 

X = cos — = cos — - — = sin — = — 
12 ^2 12 J 12 4 

3tt y/ĩ 

X = cos — = - 

4 2 


/o_ 1 _ / o 1 f \ 

• Nếu te ; 71 => f - ^ G ^ => cos í - ^ <0 thì: 

u J 4 u 4j l 4j 

( -n-h t = -^- + k2n 
(/)<=>-cos 2 f = -cos 4 :3fce[]đếfe -^;tĩ 

. 4 J 7 Ĩ k2n 1 4 

Í = TIT + —- 

12 3 


Kết luận: So vơi điều kiện, nghiệm phương trình là X = —— -, X = 


Lời giải 2 . Đua về hằng đẳng thức và sử dụng \//h = I A|. 
(*)<>\(.VI\1 .v’)’ - \ 2( 1 2r) < > |.Y I \ 1 r’ - \ 2( 1 2r’) 


1 - 2x 2 > 0 


1 - 2x 2 > 0 


<=>< x + sỊl-x 2 =sÍ2(l-2x 2 ) <=>< x + yỊl-x 2 =\Ỉ2(\Ịl-x 2 -x)(^Ịl-x 2 +x) 
x + yỊl-x 2 ~--\2(l 2.V ) x + ^l-x 2 =\Ị2(\Ịl-x 2 -x)(yjl-x 2 +x) 


1 - 2x > 0 


(x + ^Ịl-x 2 ) 1 -- v-(v 1 -r -x) =0^ 2 

p -— - p -—- yỉỏ-sỊĨ 

(x + \Ịl-x ) l-s]2(x-\Ịl-x ) =0 x ~ Ị 


Vídnl96. Giải phương trình: \ll-x 2 =—-— (*) 

4x 2 -1 


Lời giải . Điều kiện: X G [-l;l] \Ị±i|. Đặt x = cos t, t e [0;7i] \ 

\ 1 cos / = -—(4cos 2 1 - 1 )\ sin t = cos t 
4cos 2 f-l 

sin 1 1^4(1 - sin 2 f)-lj = cost <^> 3sinf-4sin 3 1 = cos t sin3f = sin ^--t 

<=> 8 ^ , keữ, f er0;7il\|-^;^| =>f = ^ V t = -g- V í = ^- 

í4 + fat l L;J Í3 ; 3ÍJ =8 =8 =Ị 

4 
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Ta có: cos t = 


2 l + cos 2 f _ |l + cos 2 1 


■ cos t = ±, 


• Với f = 77 => X = cos 77 = 
8 8 


1+cos i_\ẼW2 


+ VẢ , . _ 71 ^ n 
—— —, do : cos -7 > 0 • 
2 8 


. x 5n 5n j 1 + COS 4% yỊĩ-yỊĨ 

• Với t = -7- => X = cos -7- = - 7—— =—-——, do: cos- 7-<0 ■ 

8 8 V 2 2 ^ 8 J 

• Với í = — => X = cos — = • 

4 4 2 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm ỉầ x = X = '^2 -, X = ~ệ- 

2 2 2 



Lời giải . Điều kiện: X = cos t, t e [ũ; 7 i] => \fl-x 2 = \fĩ - cos 2 1 = sin í. 

(*) <=> (16 cos 4 í - 12 cos 2 í + 1 ) sin t = cos t 

<=> sin t [l 6 (l - sin 2 1) 2 - 12(1 - sin 2 í) + 1 J = cos í 

<=> siní(16sin 4 1 -20sin 2 1 + 5) = cosí <=> 16sin 5 í -20 sin 3 1 + 5siní = cosí 

. _ . _ . .(II K kn , n kn 

<=> sin5f = cosí <=> sin5f = sin -7 -t <=> t = 777 + -7 1 hoặc í = 77 + —-• 

^2 J 12 3 8 2 

Do í e [ũ; 7ĩl và k e □ nên t = -^~ V t = ^ V í = 7 ^ V t = ^~ V t = ^ • 

L J 12 8 12 8 4 


Ta có: cos í = 


2 l + cos 2 f |l + cos 2 1 


cosf = ±J-y-Nên: 


TT,. 7 ^ _ 3tĩ -v/2 

• Với í = -7 => X = cos — = —- 7 — • 
4 4 2 


• Với f = 777 => X = cos 777 = 
12 12 


rt_J 1 + COS 6_^ + ^ 


, n _ 71 

Với t = — =>x = cos — = 


Ịl + cos 


6 _ V6 + V2 f . 77 n 

—— =-——, do: COS 7 - 7>0 • 

_ 4 t 12 J 

71 ,-— 

4_V2 + n/Ĩ ( ._- 

2 l 8 J 


-1 . 

c _ c _ 1 + cosV- 

TT ,. , 5tĩ 5ti 6 

• Với í = — 7 => X = cos -77 = V- -—— 

12 12 2 


— v2 ( „571 _ 

, do: COS-77>0 

4 12 
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. , 5n . 5n 

• Với t = -2- => X = cos — : 

8 8 


Kết luận: Các nghiệm là X = 


1 + COS 4 _ ^ 2-^2 ( a . 5 - 

- —— =-— 1 —, do : cos -7- < 0 

2 2 1 8 


s/6±V2 _V2 + >/2 _ V2-V2 _ sỊ2 

—/* 2 " r 2 " r 2 



/&<• Lời giải. Điều kiên: x^o, x*±l. Đăt x = tanf, te V0;±— [ 

l 2 2 ) 1 4j 

• X 2 +1 = tan 2 1 +1 = —ỉ— => \Ịx 2 +1 = —ỉ— 

cos í cosí 

siní , 1 2 x x 2 +l_ 1 

• sin 2 f = 2 ——cos f = 2 tank--— = — = ——— 

^ , cos t 1 + tan 2 f x 2 + l 2 x sin 2 f 


Ta có: 


1 - tan 2 1 1 - X 2 


_~_2. 1-^1 Lan l ± —A 

• cos 2 f = 2 cos t-1 = - --— 1 = 7 ——— = 7 — — 

1 + tan" f 1 + tan t \ + x‘ 

4x(l-x 2 ) 2 (x 2 + l ) 2 

(x +1) sin4f 2 x(l-x ) 
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1 , 1 _ 2 _ 1 1 1 
cos t sin2f sin4f cos t 2sinfcosf 2siní cosícos2f 


<=>! + - 


2 sin í 2 sin í(l-2 sin 2 í) 


= 0 <^> 2 sin t (1 - 2 sin 2 í) + (1-2 sin 2 í) -1 = 0 


<=> 2sin 3 1 + sin 2 1 — siní = 0 <=> siní = 0 (loại) V siní = —1 (loại) V sin / = 7 ^-• 

<=>sinf = ị = sin—<=>! = — +fc2rc hoặc t = — + k2n, (keũ). 

2 6 6 6 v ' 

0 71 71^1 [ 7l| 71 71 V3 

Do f e - 7 -;^- \ 10;±y >, suy ra: í = (7 => X = tan - 1 = - 77 - • 
y 2 2 J [ 4j 6 6 3 

/3 

Kết luận: So vói điều kiện, phưong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = ■ 


Ví du 200. Giải phưong trình: x + —r ^~— = 24? 

(*) 

Vx 2 -1 



1 _ siní 


Phân tích . Phương trình có chứa \Jx -1, nêu ta đặt x = ^—-=>yx -1 = ý--Ỵ 

súư cosí 

thì các biên còn lại được biểu diễn hết theo hàm lượng giác. Công việc còn lại là chọn 
đỉêu kiện thích hợp để bỏ giá trị tuyệt đôĩ. Thông thường thì học sinh đặt điêu kiện: 
X 2 -1>0<=>X<-1 V X > 1 => f e (0; 7ĩ) thì sin t dương, nhưng còn cos t chưa xác 

,^ . r „ , 

định được dương hay âm và lúc đó cân phải chia ra hai khoảng xe 0;^ và khoảng 

\ 2 J 

xe -T;n . Nhưng nếu đê ý điêu kiện kéo theo là x>0, tức luôn có X>1. Khi đó 
điêu kiện t sẽ là íe 0;^ : thuộc góc plìân từ thứ nhất thì sint, cosf>0. Từ đó có 

V 

lời giải 1 chi tiết như sau: 


X 2 -1>0 X<-1 V X>1 


Điều kiện: < <=>( 

x >0 ?! X >0 


<=> X > 1. 


. 1 ( 71 ì siní>0 

Lời giai 1 . Đặt X = — —, ÍE 0)7 => 

siní ^ 2) [cosf>0 

o 7 1 1 l-sin 2 í cos 2 1 cost cost T „ . ,, 

=^VX - 1 = /r = .p2L-l = 7727 =7727. Khi đó: 


sin t V sin t sữư siní 


, , 1 1 siní 

(*) <=> —7—— + —7—— • ——- 

sin í sin í cos í 


<=> sin t + cos t = 2v2 sin í cos í 
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< > \2 sin t + — = y/2 sin 2 / sin 2 í = sin t + — t = — + k2n, k 6 □. 
I 4j l 4j 4 

Do f 6 0;^- và /cgũ nên £ = —=>x =——— = v2. 

I 2 J 4 

V ' rr»c— 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = \fĩ. 


Lời giải 2 . Đặt 


a = x> 1 


2 2 

a =x 


b = \Ịx 2 -ĩ >0 =x’ -1 ab + a = 2\2b 


a 2 -b 2 =l 


a = f^(do:b> o) 2 v 2/> , _ - 

/7 + 1 v 1 a = 7 , b>0, a>l 

<=>j 7 b + 1 

—-^1— --b 2 =l b* +2b 3 -6b 2 +2b + l = 0 

lb 2 + 2b + l 1 

b >0 a> i ịb = l Jx \ 2 J= 

<=>í /7 + 1 rr=>s r-— <>X-\Ị2. 

(Ỉ7-1) 2 (Ỉ7 2 +4/7 + 1) =0 l a = ^ 2 yx 2 -l=l 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = yfĩ. 


Ví du 201. Giải phương trình: X + - 


3x 36 


r y . .,. X<-3 3 

Lời giai . Điêu kiện: • Đặt X = —— 

X > 3 cos í 


, t e(0;ĩi)\ 1^1 => sin/ > 0 . 


477 =,, 3 ,IĨẸ = 3 - °7Í = 3 - ^ 


T7Vr =3 -27ÌT =3 -G77n' 
cos / cos/ cơsf| 


cos 2 t 


7T h COS/>0 


X I „ I V, 12 r> o sin í 3 sin/ ,, 

• Với ÍẼ 0;7 => ’ =>\Jx -9 = 3 —7 = —— thì: 

V 2) |tan/>0 cosf| cos t 


1 1 

(*) <^> ——- + ——- = 4 cos t <7> sin t + cos t = 4 cos 2 1 sin t 
cos t sin t 

<=>-+_ _|——2— =-— -tan/(l + tan 2 í) + (1 + tan t) = 4tan/ 

cos 3 1 cos 3 1 cos 3 1 

<=> tan 3 /+ tan/-3tan/ + l = 0<=>tan/ -1 V (an/ - -1 • \2. 

Ta có: — ^r— = 9(1 + tan 2 1) => X = 3 = 3-v/ĩ + tan 2 7, do: 3 > 0 • 
cos / cosí v_ cos/ , 

Suy ra: tan/ = l=>x 3\ 2 và (<in/ • 1 í \ 2 >x 3\ 4 2\ 2. 

'ì fcos/<0 f— 2 — 3sin/ 3siní 

• Với te x-;n =><! =>\Ịx -9 = —- =—--thì: 

v 2 J [tan /<0 cos/ cos/ 
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1 1 

(*) <=> ——- —= 4 cos t sin t - cos t = 4 cos 2 1 sin t 

cos t sin t 


sin t 1 cosí 4cos 2 ísiní 

-— • -—-—— = - —- 

cosí cos 2 í cos 3 í cos 3 í 

<=>tanf = -l hoặc 1 , 111 / - 1 - v'2. 


taní(l + tan’ í) -(1 + tan 2 í) = 4 tan í 


9 3 r -— ( . 3 

Ta có: —= 9(1 + tan 2 f) <=> X = —— = -3-y/l + tan 2 1, do: —— < 0 


Suy ra: tan ị = -1 => X = -3\ 2 và tan t -- 1 \'2 >.v - 3\ 1 2\2. 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm cần tìm là X = +3 -h, X = 13\ 4 -2\2. 


Ví du 202. Giải phuong trình: V 



Phàn tích . Trong phương trình có chứa ,1 - + x ; , -—— nên ta có thể lượng giác hóa 

\ a X \ a ! X 

ịl_ x |l 

bằng cách đặt x = acost. Cụ thể . p 2* ; -r~ ũ -T-; -T- nền ta đặt: 

Vl + 2x ; Vl-2x ịị + x ịị- x 

1 

X = ^cos t và có lời giải 1. Ngoài ra, do hai vê không âm và dự đoán phương trình có 

một nghiệm X = 0 nên có thể giải bằng phương pháp đánh giá bằng bất đẳng thức cổ 

điển hoặc bất đẳng thức hình học (xem bài học tiếp theo). 

-vv 1 1 
Điều kiện: - 2- < X < 2- • 

2 2 


1 

Lời giải . Đặt X = 2-cosí, t e Khi đó: 

I 7 . ị f 1 ( _Y\ 

V 1 2 .V - V 1 cos/ - '2 si 11 2 ^ - \2 sin ^ - \ 2 sin ^ , do:j-G 0 ; — 

V 2 2 2^21^2^ 

\ỊĨ+Ĩx - \ 1 • cos / = J2cos 2 ^ - \ 2 cos 1 - v'2 cos ^ , do:ị-e 0 ;^ • 

V 2 2 2^2^ 2^ 

ịl - 2x s/l-2x , t , ịl + 2x , t 

s/ra: . -= — — = ran — vá . -=rot — • 


• yl-2x = yl-cosí = 4 12 sin = 


Suy ra: , 1 -—T— = , = = tan^- và 7 =cot^- 

Vl + 2x vTTĨv 2 Vl-2x 2 


, 1— t rr _f t t rr( t _í ^ 

(*) <=> V 2 sin + y 2 cos = tan 3 - + cot •tí’ V 2 sin + cos 3 - 

v/ 2 2 2 2 ^2 2 


í, __ t 

, , \ sin — + cos — 

. / / 2 2 
sin — + cos — =-—-— 

2 2 J . í_ t 

y sin — cos — 

2 2 
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<=> 


(. t : 
sin^ + cos^ 

l 2 2 


\ 2 cos 


u 


TC 

4 


\ 

7 

\ 

/ 


*JĨ —— = 0<=>sinẬ + cosẬ = 0 V sin í \ 2 (loại). 
v sin t) 2 2 

= 0 <=> í = ^ + 1 c2tc, [ksU, t e (0; 7:)) => t = ^ => X = 0. 


Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x = 0. 

BÀI TẬP RÈN LUYỆN DẠNG 15 


BT348. 

BT349. 

BT350. 

BT351. 

BT352. 

BT353. 

BT354. 

BT355. 

BT356. 

BT357. 

BT358. 

BT359. 


Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 

Giải phương trình: 

Giải phương trình: 

Giải phương trình: 
Giải phương trình: 

Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 
Giải phương trình: 


2x 2 + y/l-x + 2x\ỊĨ - X 2 = 1. 


X 3 + \fĩ - 3x 2 + 3x 4 - X 6 = X\2 - 2.V. 



4x 3 - 12x 2 + 9x -1 = \j2x - X 2 . 


16x 4 - 12 x 2 +1 

5x 2 
. + = 4. 

\Ịx 2 + 1 X 2 +1 

sỊx 2 + 25 = x + -p=s- 

yx 2 +25 


^/x 2 ”+ĩ = ■ 


(x 2 +l ) 3 


6 x 5 - 20 x 3 + 6 x 
\ , 1 A 
V -Ịx 2 -1 


= 4(x 2 -1). 


1-x 5 

1 + ' = • 

Vx 2 -1 6 * 


(xsO) 

(xsO) 

(xsO) 

(xeO) 

(ieũ) 

(xeũ) 

(xeD) 

(xeO) 

(xeO) 

(xeO) 

(xeO) 

(xeO) 
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w du 203. Giải phương trình: Mfex 3 - 


+ x = 4 


P/tÂM tíc/r . Quan sát vế trái của phương trình thấy khi X tăng thì giá trị của biểu 
thức trong căn cũng tăng. Từ đó có thể dự đoán vế trái là hàm đông biến, còn vếphải 
là hằng sô'và sử dụng Casio tìm được nghiệm duy nhất X = 1, nên đây là những điêu 
kiện thích hợp cho việc sử dụng phương pháp hàm sô'để giải. Ngoài ra, công thức đạo 

hàm sau đây thường hay được sử dụng là ạỊũy = —= ■ 


ụL ể n-\ 

n.<Ju 


Điều kiện: 5x 3 -1 > 0 <=> X > -7=7 • 

3 S 

Lời giải 1 . Sử dụng tính đơn điệu của hàm số. 

(*)<í 5 >vfex 3 -l+ự 2 x-l + x-4 = 0 (0 

X = -j= không thỏa mãn (i) 

I ^ _ r 1 > 

X > —= xét hàm số y = f(x) = \j5x 3 -1 + sịĩx -1 + X - 4 trên —=; +CO có: 

■v5 \y5 y 

1 5x 2 2 _ í l ^ _ 

f(x) = — . -I- . +1 > 0, Vx e ~^=;+od . Do đó hàm số y = f(x) 

2vỡx' 1 3ị (2x-l) 2 vỡ ì 


đồng biến trên Ị^-^=;+coJ và /(1) = 0 nên X = 1 là nghiệm duy nhất của (í). 
Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất là X = 1. 


164 












khangvietbook.com.vn - ĐT: 3910 3821 - 0903 906 848 


Lời giải 2 . Sử dụng bất đẳng thức Cauchy với điểm rơi X = 1. 


Ta có: 


? 1.5X^3^ 


Suy ra: 


T7 _ ÍZ 3 "7 3/T - 5x + 3 2x +1 15x + 20x +13 

VT , =^5x~l + Ụ2x-l + x< ' + ' + x =- 7 ^- 

(*) 4 3 12 


rl 15x J + 20x +13 

1 C1 • _ 


< 4 <=>3x 3 + 4x-7<0<í=>(x-l)(3x 2 + 3x + 7) < 0 X < 1. 


[Z 3 T 3/T “ 15x + 20x +13 . x 1 AS ...Ị ? ,, . 

Suy ra: y5x -1 + y2x-1 + X<-J 7 "-<4 và dấu = xảy ra khi X = 1. 

Kết luận: So với điều kiện, phuơng trình có nghiệm duy nhất là X = 1. 

<•&» Lời giải 3 . Liên hợp khi sử dụng Casio tìm đuợc X = 1 là nghiệm duy nhất. 

(*) <z>(^5x 2 -1 -2) + (sịlx -1-1) + X-1 = 0 
5(x - l)(x +1) 2(x-l) 


. 5(x-l)(x + l) . 

< 7 > . -= - - + —[ 

v5x 2 -1+2 é 


■ 1 ) i \ 2 x - 1 i 1 


+ (x- 2 ) = 0 


. , 5(x +1) 

»(*-!) , ’ +- 


5x -1 + 2 \(2x - 1 ) + Ụ2x -1+1 


+ 1 = 0<=>X = 1. 


„ 5(x +1) , 2 

Do - + - 

V 5x 2 - 1+2 V ( 2 x ly' i v 2 x 1 i 1 


- + 1>0, Vx> 77 =- 


Kết luận: So với điều kiện, phuơng trình có nghiệm duy nhất là X = 1. 


Ví du 204. Giải phuơng trình: 3( V 2x 2 +: 


Phân tích . Sử dụng Casio tìm được X = 0 là nghiệm duy nhất của phương trình. Đễ ý 
rằng: \/2x 2 +1 > 1 => \/2x 2 +1 -1 > 0 và 8 \ 2x' +1 + 3x > 8 ^/x 2 " + 3x = 8 |x| + 3x>0 

nên đểphương trình có nghiệm thì đỉêu kiện kéo theo là X >0. Tìm điêu kiện chặt chẽ 
sẽ thuận lợi cho việc đánh giá f\x) luôn dương hay âm trong cách giải bằng hàm số. 

rằ* Lời giải . Điều kiện: X > 0. 

(*) <=> 3x 2 + X + 8x\Ì2x 2 +1 - 3^2x 2 +1+3 = 0 (i) 

Xét hàm SỐ /(x) = 3x 2 + X + 8xv2.r' +1 - 3%/2x 2 +1 + 3 trên [ũ; + 00 ) có: 


f\x) = 6 x +1 + 8 y 2 x +1 + — 


: — 6 x +1 + 


32x - 6 x + 8 


\J2x 2 +' 


Do: 32x 2 -6x + 8>0, Vxeũ nên /'(x)> 0, Vx>0. Suy ra hàm số /(x) luôn 
đồng biến trên [0; + 00 ) và có /(0) = 0 nên X = 0 là nghiệm duy nhất của (í). 

Kết luận: So với điều kiện, phuơng trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 0. 
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Ví du 205. Giải phương trình: Xy[x + ^/x"TĨ2 = 12( V 5 .V + \Ị&-x) (*) 

Phân tích . Sử dụng Casio, tìm được X = 4 là nghiệm duy nhất của phương trình. Với 
đỉêu kiện 0 < X < 4 thì nháp đạo hàm ở vế trái thây hàm sô'đông hiến, đạo hàm vếphải 
thấy là hàm nghịch hiên. Từ đó nghĩ đêh việc vận dụng nội dung: "Nếu hai hàm số 
f(x) và g(x) đơn điệu ngược chỉêu trên mỉên D thì sô' nghiệm trên D của phương 
trình f(x) = g(x) không nhỉêu hơn 1" và có lời giải chi tiết bằng hàm sô'như sau: 

Lời giải . Điều kiện: 0 < X < 4. 

• Xét hàm SỐ f(x) = Xyfx + -n/x + 12 xác định và liên tục trên [0;4], có: 


f(x) = — \[x + — -ị= > 0, Vxe(0;4], nên /(x) đồng biến trên [ũ;4] (ỉ) 
Xét hàm SỐ g(x) = 12ị\/5-x + a/4-x) xác định và liên tục trên [ũ;4], có: 


g\x) = 12 


-X 


-X ) 


biến trên đoạn [ũ; 4 ]. 


<0, Vxe[ũ;4). Do đó hàm số /(x) nghịch 

(») 


Từ (í), (ii), suy ra f{x) = g(x) có nghiệm duy nhất và /(4) = y(4) = 12 nên 
X = 4 là nghiệm duy nhất của phương trình (*). 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 4. 

Ví du 206. Giải phương trình: (x - l)(2sjx -1 + 3 \Ịx + 6) = X + 6 (*) 

Học sinh giỏi tỉnh Thái Bình năm 2010 

Lời giải . Điều kiện: X > 1. 

Do X = 1 không là nghiệm của phương trình nên chỉ xét X e (l;+oo). 

(*)<r>2sỉ^ĩ + 3ĩỊx + ẽ = ^ị (0 

X — 1 


• Xét hàm SỐ f(x) = 2 \lx -1 + 3\lx + 6 trên khoảng (1; + 00 ) có: 


f\x) = >0, Vx > 1 nên hàm số /(x) đồng biến trên (1; + 00 ). 

yỊx-1 yx + 6 

• Xét hàm số g(x) = trên (1; + 00 ) có g\x) = - —<0, Vx > 1. 

X — 1 (x-1) 

Do đó hàm SỐ g(x) nghịch biên trên (l;+oo). 

• Ta lại có: /(2) = g(2) = 8 nên X = 2 là nghiệm duy nhất của (ị). 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là X = 2. 

Ví du 207. Giải phương trình: (4x - l)(\/3x + 5 + \Ịx + 3) = 4x + 8 (*) 

Lời giải . Điều kiện: x + 3>0<=>x>-3. 
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1 „ „ _ , 1 
Do X = -ị, x = -3 không là nghiệm của (*) nên chỉ xét X e (-3; +co) \ I ^ 

(*)<»^x + 5+^/xT3 = ^iệ<»^x + 5 + ^/x + 3-^iậ = 0 ( 


Xét hàm SỐ f(x) = y 3x + 5 + V 


/'(*) = - 


(3x + 5) 


4 .Y • » 3<r — t — — 4 X + 8 - 

— —-— <=> y3x + 5 + vY + 3 -— — 0 I 

4x-l 4x-l 

+ 5 + sfx + 3 - Ỵ -— I trên X e (-3;+oo) \ j có: 
L= + — 36 >0, Vxe(-3;+oo)\jịj- 

Y + 3 ( 4 x -1) 2 1 ; [ 4 ] 


( 1 1 f 1 

Suy ra hàm số f(x) đồng biến trong các khoảng -3)3- , 4-; +CO 

V 4 114 


Bảng biến thiên 


X —00 



Ta có (i) là phưong trình hoành độ giao điểm của hàm số f(x) và trục Ox có 
phưong trình y = 0. Từ bảng biến thiên, suy ra phuong trình (ỉ) có tối đa hai 
nghiệm và có /(-2) = /(1) = 0 nên X = -2, X = 1 là 2 nghiệm cần tìm. 

Kết luận: So vói điều kiện, phuong trình đã cho có 2 nghiệm là X = -2, X = 1. 


Ví du 208. Giải: ự(x + 2)(2x -1) - 3^+6 = 4 - ự(x + 6)(2x -1) + 3^/x + 2 (*) 

Học sinh giỏi tỉnh Cao Bằng năm 2014 - 2015 


/&<• Lời giải . Điều kiện: X > T • 

(*)<=> ^(x + 2)(2x-l) - 3-\/x + 2 + ^(x + 6)(2x -1) - 3*Jx + 6 =4 

<=> \(.Y • 2(v2x 1 -3) + Vx + 6(-v/2x-l -3) = 4 

(\ ; 2x — 1 — 3){4x + 2 + ^x + 6) = 4 (/) 

Do sfx~+2 + \Ịx + 6 > 0, Vx > và vế phải duong nên để phuong trình (í) có 


thì cần điều kiện kéo theo là \/2x - 1 - 3 > 0 <=> \Ị2x -1>3<=>X>5. 

• Xét hàm SỐ duong f(x) = \l2x - 1 - 3 trên nửa khoảng (5;+oo) có: 

f\x) = . ^ >0, Vx > 5 nên /(x) là hàm số duong đồng biến (5;+oo) (1) 

\. 2 x 1 

• Xét hàm SỐ duong g(x) = \fx + 2 + yJx + 6 trên nửa khoảng (5; +oo) có: 
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1 1 

g'(x) = , + , > 0, Vx>5 nên g(x) đồng biến trên (5;+oo) (2) 

2\ .V ! 2 2\ X ! 6 

Từ (1),(2) => h(x) = f(x).g(x) = (\Ị2 x- 1 -3)(\Ịx+ 2 + Vx + 6) là hàm số đồng biến 
trên (5;+oo) và có hỢ) = 4 nên X = 7 là nghiệm duy nhất của (?’). 

Kết luận: So với điều kiện, phuơng trình có nghiệm duy nhất X = 7. 

Nhân xét . Trong thí dụ trên, tôi đã sử dụng kết quả: "Tích của hai hàm sô' dương 
đông biến (nghịch biến) trên D là một hàm đong biến (nghịch biến) trên D". 

Ví du 209. Giải: ự(x -1) 2 - 2(17 1 - (x - 5)V* - 8 - 3x + 31 = 0 (*) 

<•&» Lời giải . Điều kiện: X > 8. Đặt t = \Ịx— 1 =>x = f 3 +l>8=>f> \Ịỹ. 

(*) ot 2 -2t- (í 3 - 4:)\jt 3 - 7 - 3f 3 + 28 = 0 

<=> 3f 3 - f 2 + 2f - 28 + (f 3 - 4)^f 3 -7=0 (i) 

Nhận thấy t = v7 không là nghiệm nên chỉ xét t e (^/ 7 ; + 00 ). 

Xét hàm SỐ /(f) = 3f 3 - f 2 + 2f - 28 + (f 3 - 4)Vf 3 -7 trên (Ẳ/ 7 ,; +co) có: 

/'(<) = (9t 2 - 2f + 2) + 3f 2 </t*-7 + > 0, vt e (^/ 7 ; + 00 ). 

' ,<, ■ », ' # S -7) 2 

Do đó hàm số f(t) đồng biến trên khoảng (n/7;+oo). 

Ta lại có: /(2) = 0=>f = 2<=>x = 9 là nghiệm duy nhất của phuong trình. 

Kết luận. Phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 9. 

2. Các ví dụ vận dụng hàm sô 1 / = /(x) đơn điệu 1 chiêu trên miên D và tôn 
tại u, V eD thì f(u) = f(v) «• u = V . 

Ví du 210. Giải phuong trình: vx I 2 - v 2x • 1 = ^2x 2 - sỊx + 1 (*) 

Phân tích . Nếu lập phương hai vế thì phương trình rất phức tạp, nhưng nêu quan 
tâm đến mối liên hệ giữa các biến trong căn thức, ta nhận thấy: 2x 2 + l = (2x 2 ) + l 

vàx + 2 = (x + l) + l. Tức (*)<=> ^/(xTĩy+T + ^(xTĨ) = ^(^x^y+T + ^(^x 2 ^ với vê' 
trái và phải đêu có dạng f(t) = sỊĩ+ĩ + sfĩ mà ta gọi đây là hàm đặc trưng. Khi đó 
phương trình viết dạng f(x + 1) = /(2x 2 ) nên sẽ sử dụng phương pháp hàm như sau: 
Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) ịj(x +1) +1 + ịj(x + 1) = ự(2x 2 ) + ĩ + ặĩr) ^ f(x +1) = /(2x 2 ) (1) 

Xét hàm SỐ f(t) = ĩft+ịỊt + ĩ có /'(!) = —ị=+ ■ 1 >0, VíeD \{-l;0}.0 

Do đó hàm SỐ f(t) đồng biến trên □ (2) 
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Từ (1), (2) =>/(x + l) = /(2x 2 ) <=> x + 1 = 2x 2 <=>x = 1 hoặc x = ~2 


Kết luận: Phương trình đã cho có 2 nghiệm là x = ~ 2 ' x = ^- 



Lời giải . Điều kiện: X > -2 • 


(*) <=> (5x - 6) 2 — 1 = X 2 — -== o /(5x - 6) = /(x) 

Ậ5x - 6 ) -1 \Ịx-l 

Xét hàm SỐ f(t) = t 2 — jJ= trên (l;+oo) có /'(í) = 2f +-— 

yỊt-1 2(í -1) 

Do đó hàm SỐ f(t) luôn đồng biến trên khoảng (l;+oo). 


> 0, Ví > 1. 
( 2 ) 


Từ (1), (2) =>/(5x- 6 ) = /(*)<=>5x-6 = x<»x = ^- 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x = 2 

Ví du 213. Giải phương trình: - — + ^ = *Jx + 9-—— (*) 

I _ & _ X 2 + 4x + 7 x + 12 

Lời giải . Điều kiện: X > -9. 

(*)»* + 2—-— -- = ựx + 9-Ị— 

X +4 x + 7 x + 12 

Xét = trênũ có f\t) = 1 + — 2t = — 5f2 + 8 - 1)2 >0, Ví. 

t 2 + 3 (P+3) 2 (í +3) 2 

Do đó hàm số /(í) luôn đồng biến trên □ (2) 

Từ (1), (2) => /(x + 2) = /(^/x"+9) <^>x + 2 = ^/x+"9 X = . 

Kết luận: So với điều kiện phương trình có nghiệm duy nhất X = ——^—— • 

... ax 3 +bx 2 +cx + d = nĩex+ f (i) 

Xét hai dạng chuẩn: ' ỵ • J w 

fl.r 3 +bx 2 +cx + d = (a'x + b')\jc'x + d (“) 

Hai dạng này có thể xây dựng hàm đặc trưng ở 2 vế dạng f(t) = m.t 3 + n.t. 

Đối với dạng (/), ta xét: m.(px + ùf + n.(px + u) = m.(%Jex + /) 3 + n.^Ịẽx + / và đông 

nhất hệ sô'với đê bài tìm được giá trị m, n, p, u. 

Đôĩ với dạng ( ii ), ta có thể dựa vào căn thức đểbiêh đối, từ đó định hướng được dạng 
của hàm sô' đặc trưng và biến đôì vế còn lại. Đểhiểu kỹ nó, ta cùng xét các ví dụ sau: 

Ví du 214. Giải phương trình: X 3 - 15x 2 + 78x -141 = 5\fĩx - 9 (*) 

Olympic 30/04/2011 

Phân tích . Xét phương trình: (x + mý + 5.(x + m) = (\2x 9) + 5.\Ì2x-9 và khai 
triển ta được: X 3 + 3 mx 2 + (3 m 2 + 4)x + m 3 + 4m = 5Ẵjlx-9. Đong nhất hệ sô' với 

3m = -15 

phương trình đã cho, được hệ: ị3m 2 + 4 = 78 <=>/» = -5. Khi đó ta viết phương 

m 3 +4 m = -141 

trình (*) <=>(x-5) 3 + 5.(x-5) = (ẬỈ2x-9ý + 5.ỈỈ2X-9 f(x -5) = f{ịị2x-9) với 
hàm sô'đặc trưng ở hai vê'có dạng f(t) = t 3 + 5 1 luôn đơn điệu trên □ và có lời giải 
1. Ngoài ra, ta có thể giải bài toán này bằng phép đặt ẩn phụ đưa vê hệ phương trình 
mà đã được học ở bài học 3 (lời giải 3). 
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Tập xác định: D = □. 

Lời giải 1 . Sử dụng tính đon điệu của hàm số. 

(*) o(x- 5 ) 3 + 5(x - 5) = (\/2x-9 ) 3 + 5s[ĩx - 9 o f(x - 5) = f($2x-9) (1) 

Xét hàm SỐ /(í) = t 3 + 5t có /'(í) = 3f 2 + 5 > 0, Ví e □ . 

Do đó hàm SỐ f(t) luôn đồng biến trên □ . (2) 


Từ (1), (2) => f(x - 5) = /(V2.V - 9) <=> X - 5 = sJ2x - 9 <=> X = 4 hoặc X = 


11 + Vỉ 


Kết luận: Phuơng trình đã cho có các nghiệm là X = 4 , X = —— -— ■ 

Lời giải 2 . Đặt 2 ẩn phụ đua về phuơng trình tích số. 
(*)<^(x-5) 3 +5(x-5) = (^2x^9) 3 +5^/2x^9 ự) 

Đặt a = x-5, b = ỉỊĩx -9 thì (/) <=> a 3 + ba = b 3 + 5b <=> a 3 -b 3 + 5(a -b) = 0 

„ , „7. , 1-2 . r\ r> _ 7. 3 In.. ĨT .. r , . /I .. Tí 2 . s /5 


<=>(«-ỉ>)(rt +ab + b +5) = 0<^>a = b<^> <ị2x-9 =x-5<=>x = 4, X = - 


Kết luận: Phuơng trình đã cho có các nghiệm là X = 4, X = — 

-ộ" Lờ/ giải 3 . Đặt 1 ẩn phụ đua về hệ phuơng trình gần đối xúng loại II. 


r 3 rr—r í(i/-5 ) 3 =2x-9 
Đặt y-5 = v2x-9 =>ị , _ 

[x 3 - 15x 2 + 78x -141 = 5(y - 5) 


y 3 - 15ị/ 2 + 75y - 2x -116 = 0 
X 3 - 15x 2 + 78x - 5 y -116 = 0 


(y 3 -x 3 )-15(}/ 2 -x 2 ) + 80(]/-x) = 0 


•(y-x) y 1 + yx + X 2 - 15(y + x) + 80 =0- 


• Với y = x^>x-5 = \j2x-9 <=>x = 4 hoặc X = 


y 2 + (x - 15)y + X 2 - 15x + 80 = 0 
11 • \ 5 


• Với y 2 + (x - 15)y + X 2 - 15x + 80 = 0 và xem đây là phuong trình bậc hai với 
ẩn là I/ có: À = -3x 2 + 30x - 95 < 0, Vx nên phuơng trình vô nghiệm. 

Kết luận: Phuơng trình đã cho có các nghiệm là X = 4, X = — ~~~ 

Nhân xét . Việc tìm ra phép đặt ẩn phụ có thể tiếp cận bằng công cụ đạo hàm thông 
qua việc xét hàm sô'ngoài dấu căn f(x) = X 3 - 15x 2 + 78x -141 => f(x) = 3x 2 - 30x + 78 

=^> /" = 6 x - 30 = 0 <=> X = 5 và sẽ đặt y - 5 = ự2x-9. Hoặc ta có thể tìm ra phép đặt 
ẩn phụ từ dạng tôhg quát (dạng 8, bài 3): (ax + b)" = p.sỊcx + d + q.x + r với n e Í2;3| 
thì sẽ đặt ay + b = sỊcx + d nếu p.c > 0 , đặt -(ay + b) = ’ỳỊcx + d nếu p.c < 0 . 
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Lời giải 4 . Đặt ẩn phụ để đơn giản hon, rồi sử dụng tính đơn điệu của hàm số. 


Lời giải 4 . Đặt ẩn phụ để đc 

Đặt I/ = yỊlx - 9 => = 2x ~ 9 

{5y = x 3 -ll 

>—V 1 /3 1 Ri / — ( -V _ _L R ( 'Y _ 


y 3 + 5 y = x 3 - 15x 2 + 80x -150 


[5y = x — 15x + 78x - 141 

oy 3 +òy = (x- 5 ) 3 + 5.(x - 5) » /(y) = f(x - 5) (3; 

Xét hàm SỐ f(t) = t 3 + 5t có f\t) = 3í 2 + 5 > 0, Ví e □ . 

Do đó hàm SỐ /(í) luôn đồng biến trên □ . (4) 

Từ (3), (4) => f(y) = f(x - 5) <=> y2x 0 = x- 5<=>x = 4 hoặc X = 


11 + Ví 


Bình luân . Lời giải 4 sẽ gọn hơn lời giải 1 khi ta sử dụng ẩn phụ để đưa về hệ tạm, rồi 
sau đó cộng hai phương trình này lại với nhau (đôi khi nhân thêm hằng sô' rồi mới 
cộng với phương trình còn lại để tạo ra hàm đặc trưng). Hiển nhiên, chúng ta cũng 
cân đến đông nhất thức, tức ở trên cân có y 3 + 5y = (x + m) 3 + 5(x + m) và khai triển 
vế trái, đông nhất với phương trình han đâu được m = -5. Nói chung, cách nào cũng 
có lợi thế riêng của nó, tùy thuộc đặc điểm bài toán, sự nhạy bén của người giải toán. 


Ví du 215. Giải phuơng trình: 16x 3 - 168x 2 + 580x - 655 = \ỊEx -19 (*) 


Phần tích . Xét: m(px + u) 3 + (px + ù) = m(\5x- 19) 3 + sj5x- 19 và khai triển được: 
mp 3 x 3 + 3 mp 2 ux 2 + (3 mpu 2 + p- 5m)x + mu 3 +U + 19 m = ự5x-19. Nếu đông nhất 


hệ sô'bậc ba được mp 3 =16 nên có thể chọn: 


m = 2, p = 2 


Nếu m = 2, p = 2 và 


I _m = 16, p = 1 

đông nhất hệ sô'bậc hai được 24w = —168 <=> u = —7 và lúc này phương trình được 
viết lại là 2(2x - 7 ) 3 + (2x -7) = 2(%/5x -19) + ỉỊòx - 19. Khai triễn và rút gọn 
phương trình này thì giôhg vói đê bài, chứng tỏ hướng chọn m = 2, p = 2 là đúng 
hướng. Nếu không khớp với đê bài thì sẽ chọn lại, nhưng thường thì m, p là những sô' 
nguyên. Những bước phân tích trên nhìn tuy dài nhưng đã quen rồi thì rất nhanh. 

Tập xác định: D = □ . 

(*) 2(2x - 7f + (2x - 7) = 2(5x -19) + ìỊòx-19 /(2x - 7) = f(ậ 5x-19) (1) 

Lời giải 1 . Sử dụng tính đơn điệu của hàm số. 

Xét hàm SỐ /(í) = 2t 3 + t trên □ có f(t) = 6f 2 +1 > 0, Ví G □ . 

Do đó hàm SỐ /(í) luôn đồng biến trên 0 (2) 

Từ (1), (2) => f(2x-7) = 05x- 19) o2x-7 = ĨỈ5x- 19 

8 x 3 - 84x 2 + 289x - 324 = 0 <=> (x - 4)(8x 2 - 52x + 81) = 0 ^ X = 4, X = -Ị-—- 


Kết luận: Phuơng trình đã cho có 3 nghiệm là X = 4, X = 


13±sfỹ 


Lời giải 2 . Đặt ẩn phụ để đơn giản hơn, rồi sử dụng tính đơn điệu của hàm số. 
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-— íy 3 =5x-19 (3) 

Đặt: y = V5x-19=>r . _ , , ___ 

' |y = 16x 3 - 168x 2 + 580x - 655 (4) 

Nhân xét . Nếu cộng hai phương trình lại với nhau thì vế trái sẽ là \f +y tức đang 

xây dựng hàm đặc trưng f(t) = t 3 +t và vê'phải không đưa được vê hàm này, tức 

không sử dụng được phương pháp hàm. Để ý phương trình (4) có sô' 16, theo kinh 

nghiệm thì 16x 3 = 2.(2x) 3 nên sẽ thử nhân phương trình (3) với 2, rồi cộng với 

phương trình (4) được: 2y 3 + y = 16x 3 -168x 2 +59ŨX-693. Mong muôh lúc này là 

cân hiến đổi vê dạng: 2y 3 + y = 2(2x + mý + (2x + m) và đông nhất được m = -7. 

Í2ư 3 =10x-38 ® 

__=> 2y 3 +y = 16x 3 -168x 2 + 590x-693 
|y = 16x 3 - 168x 2 + 580x-655 

2y 3 + y = 2(2x - 7) 3 + (2x - 7) /(y) = /(2x - 7) (5) 

Xét hàm số /(í) = 2t 3 +t trên ũ có f(t) = 6f 2 +1 > 0, Ví e □ . 

Do đó hàm SỐ f(t) luôn đồng biến trên □ ( 6 ) 


2y 3 + y = 16x 3 - 168x 2 + 590x - 693 


Từ (5), ( 6 ) => /(y) = f(2x -7)<=>y = 2x-7 = V5x -19 <=> X = 4, X = 


13 +ự/ 


Kết luận: Phương trình đã cho có 3 nghiệm là X = 4, X = 


13 +VI 


Lời giải 3 . Đặt 2 ẩn phụ đưa về phương trình tích số. 

Đặt a = 2x-7, b = \/5x-19 thì (l)c^2fl 3 +a = 2b 3 +bo2ự-b 3 ) + (a-b) = 0 
« (a - b)(2a 2 + 2ab + 2b 2 + 1 ) = 0 a = b, (do : 2a 2 + 2ab + 2b 2 +1 > 0) 

c—. 3 ÍẼ7 ĩ n nn ^ , oi\ n ^ A 43 ì V/ 


Suy ra: Ỉị5x -19 = 2x - 7 <=> (x - 4)(8x - 52x + 81) = 0 <=> X = 4, X = 


Kết luận: Phương trình đã cho có 3 nghiệm là X = 4, X = 


13 +Vl 


Lời giải 4 . Đặt 1 ẩn phụ đưa về hệ phương trình gần đối xúng loại II. 

Phân tích . Xét hàm số y = 16x 3 - 168x 2 + 580x - 655 có y ' = 48x 2 - 336x + 580 và 

y " = 96x-336 = ữ<^>x = — nên tìm ra phép đặt ẩn phụ 2 y-7 = \ 5.v 19. 


Đặt 2y - 7 = V5x - ■ 


(2y-7 ) 3 =5x-19 

16x 3 - 168x 2 + 580x - 655 = 2y - 7 


8 y 3 - 84y 2 + 294y - 5x - 324 = 0 


[ 8 x - 84x + 290x - y - 324 = 0 
<=> y = X hoặc 8 y 2 + 4(2x - 21)y + 8 x 2 - 84x + 295 = 0. 


8 (y 3 - X 3 ) - 84(y 2 - X 2 ) + 295(y - x) = 0 
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• Với y = x=>2y-7 = \Ị5x - 19 <=> X = 4 hoặc X = 


13+ # 


Với 8 y 2 + 4(2x - 21)y + 8 x 2 - 84x + 295 = 0 có Aý = -48x 2 + 336x - 596 < 0, Vx 
nên phương trình vô nghiệm. 


Kết luận: Phương trình đã cho có 3 nghiệm là X = 4, X = 


13±sJỸ 


Ví du 216. Giải phương trình: 8 x 3 - 13x 2 + 7x = 2 VX 2 + 3x - 3 


Phân tích . Xét (2x + mf + 2(2x + m) = (\Jx 2 +3x-3 ) 2 + 2 \Jx 2 + 3x - 3 và đông nhất 
hệ sô'ta được m = 1 nên có lời giải 1 như sau: 

Tập xác định: D = □. 

(*) <=> (2x -1 ) 3 + 2.(2* -1) = (n/x 2 +3x-3) 3 + 2.^/x 2 +3x-3 (/') 

<•&» Lời giải 1 . Sử dụng tính đơn điệu của hàm số. 

(0 <=> f(^Jx 2 + 3x - 3) = /(2x -1) (1) 

Xét hàm SỐ /(í) = t 3 +t trên □ có f(t) = 3f 2 +1 > 0, Ví e □ . 

Do đó hàm SỐ f(t) luôn đồng biến trên □ (2) 

Từ (1), (2) => f(\/x 2 +3x-3) = f(2x - 1) •«> \Jx 2 + 3x - 3 = 2x -1 


<=> 8 x 3 - 12x 2 + 3x + 2 = 0<?í>x = l hoặc X = : 


Kết luận: Phương trình đã cho có 3 nghiệm là X = 1, X = 


5 • V 89 


Lời giải 2 . Đặt ẩn phụ để đơn giản hơn, rồi sử dụng tính đơn điệu của hàm 
SỐ hoặc đặt ẩn phụ. 


Đặt: y = \jx 2 + 3x - 3 : 


y 3 = X 2 + 3x - 3 


y 3 + 2 y = ( 2 x - 1) 3 + 2 ( 2 x - 1 ) 


[2y = 8x 3 - 13x 2 + 7x 

Đặt t = 2x -1 thì phương trình <=> y 3 + 2y = t 3 + 2t C5> y = t. 

Suy ra: I/ = V.Y' ! 3x 3 = 2x -1 <=> X = 1, x = . 

16 

„ 3 • V ,S9 

Kết luận: Phương trình đã cho có 3 nghiệm là X = 1, X = — ^- 

Lời giải 3 . Đặt hai ẩn phụ trực tiếp đưa về hệ đối xúng loại II. 

(*) ^ (2x -1) 3 - (x 2 - X -1) = 2^2(2x -1) + (x 2 - X -1) (3) 

ịu = 2x-l ịu 3 -(x 2 -x-l) = 2v , , 

Đặt] r— -— — -— =>] , , , ’ 7 => u -V =2 (v-u) 


V = ^2(2x - 1) + (x 2 - x-1) V 3 - (x 2 - X - 1) = 2 u 


<^u = v=> y X 2 + 3x - 3 = 2x -1 <íí> X = 1 hoặc X = : 
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Kết luận: Phương trình đã cho có 3 nghiệm là X = 1, X = 


Bình luân . Trong lời giải 3, tôi đưa vê dạng: [/(x)]" ± b(x) = a(x). r -ậa(x).f(x) + b(x) 

và đặt 2 ẩn phụ đã được tìm hiểu ở bài học 3. Điêu này muôh nhắc ta rằng, trong toán 
học có rất nhtêu hướng đi, tùy thuộc vào đặc điểm của bài toán mà ta chọn hướng đi 
cho phù hợp, hiển nhiên cân có đây đủ “phương tiện" mới đến “địa điểm” cân đêh. 


Ví du 217. Giải phương trình: X 3 - 6x 2 + 12x - 7 = \/9x 2 -X 3 -19x + ll (*) 


Phân tích . Xét m(px + uý + (px + ù) = m(9x 2 - X 3 - 19x +11) + yỹx 2 ~x 3 -19x + ll 
<=>(mp 3 +m)x 3 +(3 mup 2 - 9m)x 2 + (3u 2 mp + p + 19m)x + mu 3 +u-llm = VP và so 

mp + m = 1 p = 1 

sánh hệ sô'với (*) thu được hệ:<^ m ^ 6 <=><m = ^. Khi đó phương 


3ump + p + 19m = 12 2 

mu 3 +u-llm = -7 r = _1 


trình <=> ^(x-1) 3 + (x — 1) ^ (V9x' -X 3 -19x + ll) 3 +^9x 2 -X 3 -19x + ll. Khai 

triển và rút gọn tthu được phương trình giôhg đê bài nên có lời giải 1. Tuy nhiên cách 
phân tích sẽ dài dòng, đểkhắc phục ta có thể đặt y = \/9x 2 -X 3 -19x + ll để đưa vê 
hệ tạm, sau đó cộng lại để tìm hàm đặc trưng và có lời giải 2. 

Tập xác định: D = □ . 

(*) <=> ^(x -1) 3 + (x -1) = ^(n/9x 2 -x 3 -19x + 11) 3 + n/9x 2 -x 3 -19x + 11. 

Lời giải 1 . Sử dụng tính đơn điệu của hàm số. 

f(x - 1) = f(<j .V + 9x 2 - 19x +11) (1) 

Xét hàm số/(í) = i í 3 + í trên □ có f(t) = ^t 2 +1>0, Ví. 

Do đó hàm SỐ f(t) luôn đồng biến trên □ (2) 

Từ (1), (2) => /(x -1) = f(<í-x 3 + 9x 2 - 19x + 11) ox-l = \j-x 3 + 9x 2 - 19x + 11 

X 3 -6x 2 + llx-6 = 0<í>x = l hoặc X = 2 hoặc X = 3. 

Kết luận: Phương trình đã cho có ba nghiệm là X = 1, X = 2, X = 3. 

Lời giải 2 . Đặt ẩn phụ để đơn giản hơn, rồi dùng tính đơn điệu của hàm số. 

,/—T——T——- — íy 3 =-x 3 +9x 2 -19x + ll (3) 

Đặt: 1 / = v-x 3 + 9x 2 - 19x +11 =ỉG " , 

[y = x 3 -6x 2 +12x-7 (4) 

Nhân xét . Nếu cộng hai phương trình lại thì vế trái là hàm bậc ba, vếphải là hàm bậc 
hai, lệch bậc nhau sẽ không sử dụng được phương pháp hàm. Suy nghĩ rất tự nhiên, ta 
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sẽ nhân phương trình (4) cho 2, rồi cộng với phương trình (3) sẽ thu được hai vế đêu 
có dạng bậc ba, khả năng sử dụng được phương pháp hàm số là rất cao. 

\y 3 =-x 3 + 9x 2 -I9x + ll 
|2i/ = 2x 3 -12x 2 +24x-14~ 


<=> • 


y 3 +2 y = x 3 - 3x 2 +5x-3 


y 3 + 2y = (x -1) 3 + 2(x -1) f(y) = f(x -1) (5) 

Xét hàm SỐ /(í) = t 3 + 21 trên ũ có f'(t) = 3f 2 + 2 > 0, Vf G □ . 

Do đó hàm SỐ f(t) luôn đồng biến trên n (6) 

Từ (5), (6) => f(y) = f(x — 1) <Í5> y = X — 1 <=> \J-X 3 + 9x 2 — 19X + 11 = x-l 


<=> X 3 -6x 2 + llx - 6 = 0 <í> X = 1 hoặc X = 2 hoặc X = 3. 

Kết luận: Phưong trình đã cho có ba nghiệm là X = 1, X = 2, X = 3. 

Ví du 218. Giải phưong trình: (9x + l)\9x -1 = 8x 3 - 12x 2 + lũx - 3 (*) 

Phân tích . Phương trình có dạng cơ bản 2: ax 3 + bx 2 +cx + d = (i a’x + b')sỊc'x + d như 
đã nêu ở trên. Khi đó ta cần bám sát vào đại lượng chứa căn đểphân tích, dự kiến hàm 
đặc trưng và biêh đối vế còn lại. Cụ thể: VT = (9x + l)\9x -1 = [(9x -1) + 2] \ị9x -1 

= (V9x -1) 3 + 2\.9x -1 nên sẽ dự kiên hàm đặc trưng là f(t) = t 3 + 2t. Từ đó, sẽ 
phân tích vế phải: 8x 3 - 12x 2 + lOx - 3 = (2x + m) 3 + 2(2x + m) và đong nhất hệ sô' ta 
sẽ tìm được m = -1 và có lời giải. Hiển nhiên ta hoàn toàn có thể đặt hai ẩn phụ a, b 
để đưa vê phương trình dạng đối xứng (dành cho lớp 10, 11), rồi kết thúc bằng việc 
giải phương trình tích sô'(bạn đọc tự giải). 

-vv 1 

rờ” Lời giải . Điều kiện: X > T. 

(*) <=>(V9.V 1) ! + 2\9.v 1 = (2x-1) 3 + 2(2x-1) <=>/(ự 9x-l) = f(2x -1) (1) 

Xét hàm SỐ /(í) = t 3 + 21 trên n có f(t) = 3f 2 + 2 > 0, Ví G □ . 

Do đó hàm số f(t) luôn đồng biến trên □ (2) 

Từ (1), (2)=»/(ự9x-l) = /(2x-l)^ự9x-l=2x-l^x = 13 + y^ - 

Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có nghiệm là X = 

Ví du 219. Giải phuong trình: x(4x 2 +1) + (x - 3) V5 - 2x = 0 

Đề thi thử Đai hoc 2013 khôĩ A - THPT Tuy Phước 

Phân tích . Tương tự thí dụ trên, xuất phát từ (x-3)yj5-2x, có chứa -2x trong 
căn nên chuyển vê'và nhân cho 2 sẽ được: (6-2x)v5-2x = [(5-2x) +1]v5-2x 


13 + n/Ĩ37 
8 
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w du 221. Giải phương trình: (x + 3 



Điều kiện: -1 < X < 1. 

Lời giải 1 . Sử dụng phương pháp hàm số. 

(*) <=> (x + 3)\/x + l + X +1 = (3 - x)yịl - X +1 - X 

<=> [(X +1) + 2] sỊx +1 + (x +1) = [(1 - x) + 2] 4 1-x + (1 - x) 

< > (vxTiy+( n/xT)’ + 2 4x+ĩ=(4ĩ^r +(vT - ^)' + 2\ỊĨ—x 
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^/(^Tĩ)=/(VT^7) (1) 

Xét hàm số f(t) = t 3 + t 2 +2t trên □ có /'(í) = 3f 2 + 2f + 2 > 0, Ví 6 □ . 

Do đó f(t) tăng trên □ và f(\Ịx + ĩ) = f( \ I .v) <=> ^/x+ĩ = \J 1-x <=>x=0. 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là x = 0. 

✓ã- Lời giải 2 . Ghép hằng số để liên hợp sau khi sử dụng Casio tìm được x = 0. 
(*) <=> (x + 3 )(\Jx +1 -1) + (x - 3)(\Jl-x -1) + 4x = 0 

x = 0 


y X + 1+1 "y 1 — X + 1 


X + 3 


x-3 


] - ' —7 + 4 - r~— (0 

^yx+1+1 'sịl — X +1 

Do xe[-l;l], suy ra: VT (i) >0, VP (i) <0 nên phương trình (í) vô nghiệm. 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là X = 0. 


Ví du 222. Giải: (x +1) 2 (4 + ựx 2 +2x + 4) + x(x +1)(8 + 2\ 4x 2 - 3) = ị + ^~ (*) 

2 2x 


Lời giải . Điều kiện: x^o. Do X = -1 không là nghiệm nên với x^-1 ta có: 

(*) <=> (x +1)(4 + \jx 2 +2x + 4) + x(8 + 2^4x 2 +3) = 1 

(x +1) 2x 


<=>(x + l) 
<=>(x + l) 
<=>(x + l) 


4 + ự(x + l) 2 +3 +2x 4 + Ậ2x) 2 + 3 


3x + l 
2x 2 + 2x 


4 + ự(x + l) 2 +3 
4 + ự(x + l) 2 +3 


= (-2x) 
1 

X +1 


4 + ự(-2x) 2 +3 


= (-2x) 


4 + ự(-2x) 2 +3 


1 1 

H-— H- 

X +1 2x 


1 


(-2x) 


<=>/(x + l)=/(-2x). 

Xét hàm số f(t) = f(4 + sỊt 2 +3) - ỷ trên □ \ Ịo| có: 

/'(í) = 4 + \Ịt 2 +3 + L + -ị- > 0, Ví ^ 0 nên hàm số f(t) đồng biến. 
é 2 +3 t 


Suy ra: /(x +1) = /(-2x) <=> X +1 = -2x <=> X = -^ • 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = - -4 • 

Nhân xét . Trên đây tôi đã trình bày những dạng chuẩn, cơ bản trong việc sử dụng 
hàm sô'. Nhưng trong rất nhiêu bài toán, hàm sô' đặc trưng được che dấu khá kỹ. Khi 
đó đòi hỏi người giải can phải có kinh nghiệm biến đổi đểbỏ đi lớp ngụy trang ấy, đưa 
ỵê những dạng cơ bản quen thuộc, ta cùng xét các ví dụ sau đểminh chứng điêu này. 

Ví du 223. Giải phương trình: -2x 3 + 10x 2 - 17x + 8 = 2x 2 \ 5x X 1 (*) 


178 












Ví du 225. Giải phương trình: Ự 5 + X + \/l-x + sj5-4x-x 2 = 2 + V* + 6 (*) 


rà” Lời giải . Điều kiện: -5 < X < 1. 

Đặt y = ^5 + x + \fi ~x > 0 => y 2 = 6 + 2Ậ5 + x)(l-x) <=> ^5-4x-x 2 = — • 

(*) <=> y + — -ã = ^ + \lx + 6 <=> y + - 3 = %/x + 6 + (^- Y + 6) — 3 


• /Cv) = /(V* + 6). 
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f 2 

Xét hàm SỐ /(í) = í + — -3 trên [ũ; +00 ) có /'(í) = 1 + 1 > 0, Vf > 0 nên hàm số 
/(í) luôn đồng biến trên [0; +co) và có /(y) = /(\/x + 6) <=> y = s/x + 6. 

2V4Ĩ 8 

Suy ra: \f 5 T~x + Vl - X = -v/x + 6 2\/5-4x-x 2 = X <=> X = —— - 


Kết luận: So với điều kiện, phuơng trình có nghiệm duy nhất X = 


2%/iĩ-8 


Nhân xét . Sự tinh tế trong lời giải trên là nhận ra ^ X + — Ế = ( x +6) — 3 

2 

dụH yồo vếtrái đã có hàm đặc trưng dự kiến y + - 3 ơồ có lời giải đẹp như trên. 

Ví du 226. Giải: a/3-x + \/x + 4 + 2\/l2 - X - X 2 = 4x - 2 + ^4x + 5 (*) 

Lời giải . Điều kiện: -4 < X < 3. 

Đặt y = a/3-x + \/x + 4 > 0 => y 2 = 7 + 2\ 12-X-X 2 => 2\jl2-x-x 2 = y 2 - 7. 

(*) <=> y + y 2 -7 = 4x -2 + ^4x + 5 <=> y + y 2 - 7 = y/ểx + 5 + (n/4x + 5) 2 - 7 

< ^/(y) = /(V 4 * + 5 )- 

Xét hàm SỐ /(í) = t + t 2 - 7 trên [ũ; + 00 ) có f'(t) = 1 + 2f > 0, Ví > 0 nên hàm số 
f(t) luôn đồng biến trên [ũ;+oo) và có /(y) = /’(\'4x + 5) <Í5> y = ^4x + 5 

_ _ _ _ _ ^ -/229 

Suy ra: %/3-x + %/x + 4 = \/4x + 5 <=> V12 -x-x 2 = 2x -1 <=> X =-^- 


Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất là X = 



Nhân xét . Một bài toán có dạng tôhg - tích, nhưng khi đặt t = tôhg thì bình phương 
lên sẽ không biểu diễn x hết theo t. Lúc đó bạn hãy nháp thử có đưa được vê dạng hàm 
sô'hay không, khi dựa vào hàm đặc trưng dự kiến bên vế phải f(t) = t + t 2 -7, nếu 
không được lúc đó hãy suy nghĩ đêh các phương án khác. 

Ví du 227. Giải phương trình: ựl + x 2 - ựx 2 +x + 4 = ựx 2 +x + 5 + X (*) 

rồ* Lời giải . Tập xác định: D = □ . Đặt u = \[x 2 + X + 4 > 0. Khi đó: 

(*) <=> %/l + x 2 -u = \lu 2 +1 +x<^> Ậ + (-x) 2 + (—x) = Ậ + u 2 + u <=> f(-x) = f(u). 
Xét hàm SỐ /(í) = t+ \ 1 I / trên □ có: 

f\t) = 1 + - =L= = ^ 7-+ ^- > 0 w (E □; (do: ()< vl • / ’ > % /7 = |í|>f)- 
Do đó hàm SỐ /(í) luôn đồng biến trên □ . Suy ra: f(-x) = f(u) <=> « = -X 
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nr .—"T x<0 

=> \Ịx + X + 4 = -X < <^> X = -4. 

[X +x + 4 = x 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = -4. 


Ví du 228. Giải: 5(x 2 -x-6 


:-3)(yx-3 + 


Lời giải . Điều kiện: X > 3. 

(*) 5(x + 2)(x - 3)ự5x-19 = (x + 2) r(ựx-3) 2 + 4ựx-3 + 2 2 + 4l(ựx-3 + 2) 

(5x - 13)v5x - 19 = (a/x-3 +2) 2 +4 (ựx-3 +2), (do:x + 2>0, Vx>3) 
r (v3x- 19) ’ + 4 ] ự5x-19 = (yỊx- 3 + 2) 3 + 4.(ựx-3 + 2) 

(ự5x-19) 3 + 4a/5x-19 = ( \ X 3 + 2) 3 + 4.(ựx-3 + 2) 

<=> f(yj5x -19) = /(Vx -3+2) (1) 

Xét hàm SỐ /(í) = t 3 + ất có /'(í) = 3f 2 + 4 > 0, Ví e □ nên hàm số /(í) luôn 
đồng biến trên c và có <=> f(sỊ5x- 19) = f(slx- 3 + 2) <=> \/5x-19 = \Ịx-3 + 2 


<=>5x-19 = x + l + 4- n/x -3<=>yx-3 = x- 5<=>x = 7. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 7. 


w229. Giải phương trình: — 4(1 + Vl + 4x) _ 1 _ 4x_ 

X +1 + y X 2 + 3x + 2 [y/x x + 1 J 


'S- Lời giải . Điều kiện: X > 0. 

4 . 4v 1 • 4x 1x2 1 

(*) < > - - — - - - = —-—— - = -——— 

X + 1 +J(x + l)(x + 2) X (x + 1) 2 x + 1 x(x + l) 2 


(4x) + ( 


+ (ị x \ _ ( x +1) + Ậ x + 1)(* + 2) _ 1 + 1 1 -^ + 2 

(x +1) 2 X +1 X +1 V X +1 


«►(4x) + (4x) • ựl+(4x) = + + /(4x) = / [ -Ị- ■ 

X +1 X -I - -L Y X “1“ -L X “1“ -L y 

Xét hàm số /(f) = t +1\ỊĨ+t trên (0;+oo) có /'(0 = 1 + >/l + f + — Ậ —>0Vh(0; + 00 ). 

2/1 + f 

Do đó hàm SỐ /(í) luôn đồng biến trên (0;+oo). 

Suy ra: /( 4x) = / — 1 <=> 4x = —<=> 4x 2 +4x-l = 0<=>x= 

1 X “t” 1 / X “H" 1 2 


Kết luận: So vơi điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm X = 


-1+ylĩ 
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Ví du 230. Giải: ( 2x !) 2 ( 4 * 2 4 * + 3) = J 2x + Ì + sl3-2x + 2\4.r 4r’ ! 3 + 4. 

4 


-vv 1 3 

Lời giải . Điều kiện: - < X < X. Phưong trình: 


<=> 


<=> 


(\ 2.V ỉ í + \j3 — 2x) + ( \j2x t 1 + ^3 — 2x)” — 


(2x -1) 2 


(2x -l) 2 


(*) 


/(Ự2x + l + ự3-2x) = / 


^(2x-l) 2 ^ 


Xét hàm SỐ /(í) = t + f trên [ũ; +00 ) có f'(t) = 1 + 2f > 0, Vf > 0 
Do đó hàm SỐ /(í) luôn đồng biến trên [0;+oo). 


Suy ra: 

Đặt 


+ 1 + sl3-2x) = f 


í (2x-lf^ 


<=> 


+ 1 + yj3 -2x = (i) 


ín = \Ị2 x +1 > 0 

\u 2 +v 2 =4 

z_— => < 

, <=>< 

[u = v3 - 2 x > 0 

[n 2 -zr =4x-2 


Kết hợp với phuơng trình (í), được hệ 


M 2 + V 2 = 4 

4(n 2 -v 2 ) = 2x-l 
2 

u 2 + V 2 = 4 

,2 2x2 <=> 


« 2 + n 2 = 4 


u + v = 


(u -V ) ■ | Q _,„ „,2/ 


8 


8 = («-»)(m + ơ) 


« +IT =4 


<=> 


(n + ơ) 2 -2nu = 4 


s 2 -2P = 4 


Với 


(u 2 +v 2 -2uv){u + v) = 8 |(2 - uv){u + v) = 4 |(2-P)S = 8 

s = w + n > 0 - . .. ÍP = 0 


[p = uv> 0 
Suy ra: 


, (S > 4P) và giải hệ này đuợc: 


s = 2 


C\| 

II 

0 

II 

v -.v . 1 2 

V < 

<=> 

■ V 1 

0 

II 

CN| 

II 

Ồ 

v3 2.V - 0 


+ 1=0 3 1 

,_ 'w' X = — V x = -—■ 

/3-2x=2 2 2 


^ 3 1 

Kết luận: So với điều kiện nghiệm phuong trình là x= 2 ' x = ~2 


Nhân xét . Do tôi nhận ra: \ 


: - 4x 2 + 3 = 2Ậ2x +1)(3 - 2x) 

4 = (\2x +ĩ) 2 + (-v/3-2x) 2 nên đã 

(2x - 1) 2 (4x - 4x + 3) = (2x -1) 2 [(2x -1) 2 + 2 ] 

mạn/í dạn biển đôì vê (*), để xây dựng hàm đặc trưng và sử dụng phương pháp hàm. 


Ví du 231. Giải phuong trình: 1 + 


: = x + 


1 + V1 - x 


y2x + 2 

1 I \ 2 2.V 


(*) 
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Điều kiện: -1 < X < 1. 

Lời giải 1 . Đánh giá bằng phương pháp hàm số. 

(*)<=>-£2—- — -V 1 < > /(x i 3) /(2x t 2) - X 1 (i) 

1 ì v 4- (x í 3) 1 . ý 4 (2.V f 2) ■ 

Nhận thấy X = 1 là nghiệm của phương trình đã cho. 

n 

Xét hàm SỐ /(í) =- , xác định trên đoạn r 0;4~| có: 

1 + y/ĩ^ĩ 


m= 


1 i v4 


(1 + yỊĨ 1 


• 0, Ví e (0;4). Do đó hàm số f(t) 


luôn đồng biến trên đoạn [ũ;4]. 

r „ \ íx + 3>2x + 2 í f(x + 3) > /Y2x + 2) 

Nếu xef-l;l), suy ra: 1 ' J 

1 ’ 7 [x-l<0 [x-l<0 

í/(x + 3)-/(2x + 2)>0. . r 

«> < thì phương trình (i) vô nghiệm khi X e -1;1). 

[X - 1 < 0 L ’ 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 

c ’ 

Bình luân . Việc phát hiện ra hàm sô' f(t) = — J , t e [ũ;4] như trên là không 

khó, có thể thấy ngay từ việc quan sát biểu thức và đặt đỉêu kiện xác định . Ớ trên tôi 
đã sử dụng kết quả : " Nẽu hàm số /(x) luôn đôhg biển trên D thì f(u) > f(v) 
otOỉ); Vm, Í)Ễ D. Nẽu f(x) luôn nghịch biển trên D thì /(«) > f(v) <=> u< v; 
V u, veD ". Hiển nhiên kết quả trên cũng nhờ vào sự nhẩm được nghiệm duy nhất 
X = 1 của phương trình nên sẽ chứng minh trong khoảng còn lại vô nghiệm. Ta hoàn 
toàn có thể đưa hẳn về dạng f(u) = f(v) <=>u = v bằng lời giải 2 như sau: 
sằ* Lời giải 2 . Đặt ẩn phụ, kết hợp với phương pháp hàm số. 


/x yX + 3 y2x + 2 

(*) <=>- — - - = ỵ — \ 

1 +ự4-(x + 3) 1 +J4-(2x + 2) 


u = X + 3 
V = 2x + 2 


■v-u = x-1 thì (í) <=> 


1 + V4 - li 2 1 + y4 - V 2 


<-> — 7 == + u = Ỵ + V ^ f(u) = f(v) 

1 I v4 u 1 + Ja~v 


Xét hàm SỐ /(í) =-. 1 +1 xác định và liên tục trên đoạn r 0;4l có: 

1 + V4-Í 2 


183 



Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. LỄ Văn Đoàn 


f'(t) = V- - + / = = - / +1> 0, Vf e (0;4Ì. Do đó hàm số 

{ v4 r) (1 * 4Ĩ- / )' 1 

/(/) luôn đồng biến trên đoạn [0;ề]. (2) 

Từ (1), (2) => f(u) = f(v) <=>u = v, suy ra: x + 3 = 2x + 2<=>x = l. 

Kết luận: So với điều kiện, phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 


Ví du 232. Giải phuong trình: 


X -x + 2 


\Ịx 2 + X 


1 + V —X + X ~\~ 2 1 + V —X — X + 4 


:=X 2 -1 (*) 


Học sinh giỏi tỉnh Bình Phước 


^ [o<x 2 -x + 2<4 -i + y/ũ 

Lời giai . Điêu kiện: < „ <=> -1 < X <-—-- 

0 < r t .V < 4 2 


, V 'n/x —x + 2 +x 2 -1 

(*) <=>- , " -- , = = X 2 - 1 

l + ự4-(x 2 -x + 2) 1 + .Ự4 -(x 2 +x) 

f(x 2 -X + 2)-f(x 2 +x) = x 2 -1 (í) 

G 

Xét hàm SỐ /(í) =- - p xác định và liên tục trên đoạn trên r0;4l có: 

1+ V4 - f 


>0, Ví e (0;4). 


f\i)=[tì^Ẹi + JL 


2\.’4 1) (1 i v4 ĩ) 


Suy ra hàm SỐ /(í) luôn đồng biến trên đoạn [0;4]. 

r „ íx 2 -x + 2>x 2 +x ị f(x 2 -x + 2)> f(x 2 +x) 

• Nếu X e -1;1J=> 1 ■ <=> f , 

L ’ [x -1<0 [X -1<0 

í/(x 2 -x + 2)-/(x 2 +x)>0 _ ... r 

<=> < , suy ra (í) vô nghiệm khi xe -1;1 . 

X -1<0 


• Nếu xe 1; 


-1 +V 


x 2 -x + 2<x 2 +x f(x 2 -X + 2)</(x 2 + x) 


X 2 -1 > 0 


X 2 -1 > 0 


ị/(x 2 -x + 2)-/(x 2 +x)<0 + 

<=> 1 , suy ra (í) vô nghiệm khi xe 1;-—-— 

|x 2 -l>0 ^ 2 

• Thử trực tiếp, thây X = 1 thỏa (*), nên X = 1 là nghiệm duy nhất. 

Kết luận: Phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 
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II. Sử dụng bất đẳng thức cô điển đê giải phương trình vô tỷ 
1. Ý tưởng giải bài toán 

• Biến đổi phương trình về: f(x) = a,(a = const hoặc a = h(x)), mà trong 
đó ta dung bất đẳng thức chúng minh được kết quả f(x)>a hoặc 
f(x) < a. Lúc đq nghiệm la' tâ't cả cac gia' tri thỏa mãn dấu" =" xảy ra. 

• Biến đôi phương trình vế dạng f{x) = g(x), mà trong đó ta dùng BĐT 

, , a ịf(x)<a , í f(x)>a / 

chứng minh được: \ hay \ , ( a = const hoặc a = h(x)). 

[g(x)>a 1 y(x) < a 


Lúc đó, nghiệm của phương trinh là cac gia' tri X thỏa hệ: 


f(x) =a _ 
g(x) = a 


2. Các bất đẳng thức cô điển thường được sử dụng 

• Bất đẳng thức Cauchy: 

° Với a, b > 0 thì: a + b> 2\[ãĩ>. Dấu " =" xảy ra <=>a = b. 
o Với a, b, c >0 thì: a + b + c> 3 .\Ịa.b.c. Dấu " =" xảy ra <=>a = b = c. 

• Bất đẳng thức Cauchy - Schwarz (Bunhiacôpxki): 

ị(a.x + b.y ) 2 <(a 2 +b 2 )(x 2 +y 2 ) 

° Với a, b, X, y bất kỳ ta luôn có: y ', <—- 

ị\a.x + b.y\<Ậa 2 + b 2 ).(x 2 + y 2 ) 

Dấu " =" xảy ra <=> — = — hay — = y ■ 

X y a b 

Ua.x + b.y+ c.z) 2 <{a 2 +b 2 +c 2 )(x 2 +y 2 +z 2 ) 

° Với X, y, z bất kỳ thì: <j ' r— ---—-——- 

\\a.x + b.y+ c.z\<Ậa 2 +b 2 +c 2 )(x 2 + y 2 +z 2 ) 

"_.. _ a _ b _ c x y z 

X y z a b c 

• Bất đẳng thức véctơ: cho u = (a; b), V = (x; ỳ), w = (ra; n) và khi đó: 

o li + V > 11 +V . Dấu " =" xảy ra <^- u, V cùng chiều <=> — = — • 

X y 

o u-v > u -V . Dấu " =" xảy ra u, V cùng chiều <» — = — • 

X y 

° u .V > u.v. Dấu " =" xảy ra <^- u, V cùng chiều ++ — = — ■ 

X y 

° u + v + w>u + v + w. Dấu " =" xảy ra £>?- = — = — ■ 

b y n 

♦ Lưư ý . Thông thường, tôi sẽ sử dụng Casio để đi tìm nghiệm của phương 
trình (điểm rơi). Dựa vào điểm rơi này để ghép hợp lý khi sử dụng BĐT. 
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★ Các ví dụ sử dụng bất đẳng thức Cauchy, Cauchy - Schwarz 

Ví du 233. Giải phương trình: \/x-4 + V 6 .V = X 2 - lOx + 27 (*) 

Tạp chí Toán Học & Tuổi Trẻ sô 402 

Phân tích . Do VP (t) =x 2 - lOx + 27 = (x - 5) 2 + 2 > 2 và nếu đánh giá được vế trái 
VT W - \ — 4 I sò X <2 thì khả năng sử dụng bất đẳng thức để giải là rất cao. 

Thật vậy VT có dạng s[Ã + sỊb với A + B= hằng số, đó là dâu hiện nhận dạng sử 
dụng bất đẳng thức Cauchy hoặc Cauchy - Schwarz. Nếu sử dụng Cauchy, thì chỉ số 
căn thức bây nhiêu thì trong căn sẽ có bây nhiêu hạng tử tích sô'bằng nhau. Đôĩ 
với căn thức \Ịx- 4 có một hạng tử, can thêm một hạng tử hằng sô'dạng yỊm.(x- 4) 
với m = x- 4 = 5-1 (do dự đoán được nghiệm duy nhất X = 5 bằng Casio và phù hợp 
với dấu " =" xảy ra ở vếphải). Ta cũng làm tương tự với căn thức \ 6 X. 

Điều kiện: 4 < X < 6. 

ẽằ* Lời giải 1 . Sử dụng Cauchy dạng sỊcũb < ■ 


VP ( ., =x 2 - lũx + 27 = (x - 5) 2 + 2 > 2 

Ì=4-VC(^ í l±íp 

Từ (1), (2), suy ra 


(1) 


3 X 
- _ 2 + 2 
_ 7 X 

2 ~2 2 

\ịx 4 i \-6 X < 2 


Lvr w = %/x — 4 + \ 6 — X < 2 (2) 


X 2 -lOx + 27 > 2 


, nên nghiệm phương trình (*) là các giá 


trị để dấu " =" trong (1), (2) đồng thời xảy ra <=> X = 5. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 5. 

Lời giải 2 . Sử dụng Cauchy - Schwarz dạng a.x + b.y < Ậa 2 +b 2 )(x 2 +y 2 ). 

• Ta có: /(x) = x 2 — 10x + 27 = (x-5) 2 +2>2 (1) 

. Mà: *,) li.jĩ=ĩ+v4r?^4ĩ4ĩ=ĩTrĩ-2 (2) 

Từ (1), (2), suy ra 4 + \ịb X 2^ n g n ngiiiệrn phương trình (*) là các giá 
[x 2 -lOx + 27 > 2 


trị để dấu " =" trong (1), (2) đồng thời xảy ra <=> X = 5. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 5. 

Ví du 234. Giải phương trình: 16x 4 + 5 = 6\ 4x + X (*) 

Đề nghị Olympỉc 30/04/2014 - THPT Nguyễn Văn Linh - Phú Yên 
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/&• Phần tích . Do VT ft) = 16x 4 + 5 > 0, Vx e □ , nên phương trình có nghiệm thì cân 
đỉêu kiện kéo theo là sỊĩx 3 + X = ^x(4x 2 + 1) > 0 <=> X > 0. sử dụng Casio, tìm được 
nghiệm duy nhất của phương trình là X = ^ nên dựa vào điểm rơi này đê tìm trọng sô' 

■. , , 1 

/lợp Zý SAO cho khi áp dụng Cauchy đảm bảo dấu đăng thức xảy ra tại x = -~- Đối với 


'i^4x 3 + X = 6.ị]mx.(4x 2 +1).; 


- • Khi X = — thì 


mx = 4x +1 \m = 4 


n = 4x 2 +1 n = 2 


đó có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Điều kiện: X > 0. 

VP W = 6.%/4x 3 +x = 3.^4x(4x 2 +1).2 < ' v 4x + 4x 2 + 3 (1) 

VT (í) = 16x 4 + 5 > 4x 2 + 4x + 3 <=> (2x - l) 2 (2x 2 +2x +1) < 0: đúng Vx > 0 (2) 

Do đó nghiệm của phương trình (*) là tất cả các giá trị làm cho dấu của đẳng 


thức (1) và (2) đồng thời xảy ra <=> 


4x = 4x 2 +1 = 2 
2x -1 = 0 


<ox = — ■ 

2 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất x = 2 



Ví du 235. Giải phương trình: X 3 - 3x 2 - 8x + 40 - 8ị/ĩx + 4 =0 (*) 

Đề nghị Olympic 30/04/2014 - Chuyên Lê Quý Đôn - Ninh Thuận 



Phân tích . Phương trình <=> X 3 - 3x 2 - 8x + 40 = 8\/4x + 4 và sử dụng Casio, tìm 
được nghiệm duy nhất của phương trình là x = 3. Vếphải có căn bậc bôh nên trong 
căn thức sẽ có 4 hạng tử tích sốbằng nhau. Tức có 8%/ix + 4 = ịj( 4x +4).16.16.16 và 

có lời giải chi tiết như sau: 

ã* Lời giải . Điều kiện: 4x + 4 > 0 <=> X > -1. 

(*) <=>X 3 -3x 2 -8x + 40 = 8\fĩx~+4 (1) 

, í- t- Cttucky 4 r + 32 

Ta có: VP (1) =8f4x + 4 = ự(4x + 4).16.16.16 < =x + 13 (2) 

Mà: X 3 -3x 2 -8x + 40 > X +13 <=> (x-3) 2 (x + 3) > 0 : đúng Vx > -1 (3) 

Từ (2), (3), suy ra nghiệm (1) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong (2) và 

_ _ , Í4x + 4 = 16 

(3) đông thời xảy ra <^> ị X = 3. 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 3. 



Ví du 236. Giải phương trình: \ỊĨ - 3x • \fĩ + 2x = 2x 3 + 2x 2 +1 
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Phần tích . Sử dụng Casio, tìm được phương trình có nghiệm duy nhất x = 0. Hình 
thức bài toán khó cho việc sử dụng liên hợp, hoặc hàm sô' nên ta sẽ nghĩ đến việc sử 
dụng bất đẳng thức. Nhimg nếu sử dụng Cauchy thì biểu thức trong căn thức (bậc ba) 

phải dương. Với điêu kiện l + 2x>0<=>x>--^ thì 2x 3 + 2x 2 +1 = 2x 2 (x +1) +1 >0 

nên đểphưcmg trình có nghiệm can đĩêu kiện: \Jl - 3x .\jl + 2x > 0 <=>< X < ^ • Do 

đó sẽ thêm bót zj(l-3x).a.b, Ậ1 + 2x).c để áp dụng BĐT Cauchy với điểm rơi là X = 0 

và các hạng tử tích trong căn thức bằng nhau nên a = b = 1-3.0 = 1, c = 1+2.0 = 1. 

Từ những định hướng này, ta có lời giải chi tiết như sau: 

^ 1 1 
Lời giải . Điều kiện: ~ 2 <x< 3 


Ta có: 


• 0<^/(l-3x).l.l < -- = Ĩ-X 

• 0< Ặĩ^ c 7VỉẦ= 1+x 


I 3x V 1 • 2x < 1 X' (1) 


Dấu " =" trong (1) xảy ra khi và chỉ khi X = 0. 

í 1 

Mà: 2x 3 +2x 2 +1>1-X 2 <t^x 2 (2x + 3)>0: đúng Vx e --Ẹ; 

V 2 

Dấu " = " trong (2) xảy ra khi và chỉ khi X = 0. 


Từ (1), (2), suy ra: 


ệ/ l-3xựl + 2x <l-x 2 
2x 3 +2x 2 + 1>1-X 2 


, nên nghiệm (*) là tất cả các giá trị 


làm cho dấu " = " trong (1), (2) đồng thời xảy ra ++ X = 0. 
Kết luận: Phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 0. 


Ví du 237. Giải phuong trình: \Jx 2 + X -1 + \Ị-X 2 + X +1 = X 2 - X + 2 


Phân tích . Sử dụng Casio, nhận thấy phương trình có nghiệm duy nhất x = l. Bài 
toán có dạng s[Ã + sỊb = đa thức, ta hoàn toàn có thể giải bằng bất đẳng thức Cauchy 
cho từng căn thức sau đó cộng lại và dựa vào đó chứng minh vế còn lại hoặc sử dụng 
trực tiếp bất đẳng thức Cauchy - Schwarz. Hiển nhiên cả 2 cách cân dựa vào điểm rơi 
X = 1 để ghép hằng sốhợp lý. Từ những phân tích này, có 2 lời giải chi tiết như sau: 
[x 2 +x-l>0 l + y/E yỊE + l 

Điêu kiện: < , «•-< X < ——— 

-X 2 + X + 1>0 2 2 


ố” Lời giải 1 . Sử dụng Cauchy dạng \Ja.b < ■ Dấu " = " xảy ra khi a = b. 
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, nên nghiệm phương trình 


1—- r--- Cauchy 2 , 

• yx 2 +x-1 =-ựl.(x 2 +X-1) < =-- (1) 

Ta có: ^ 2 

. iTTTT - ĨTXTT? -X 2 + X + 2 ... 

• "Ý—X + X + 1 — ^ H" X + 1) ^ -—- (2) 

=> VT W = a/x 2 + X — 1 + %/-x 2 + X +1 < X +1 (3) 

Dấu " =" trong (3) xảy ra khi và chi khi dấu " = " trong (1), (2) đồng thời xảy ra 
Ịx 2 +x-l = l [x 2 +x-2 = 0 Íx = 1 V x = -2 

, <=>< „ <=>1 _ <=> X = 1. 

[-X + X +1 = 1 Ị-x + X = 0 [x = 0 V X = 1 

Talạicó: VP (t) =x 2 -x + 2 = (x 2 -2x + l) + (x +1) = (x-1) 2 +(x + l)>x +1 (4) 

Dấu " =" trong (4) xảy ra khi và chỉ khi x-l = 0<tí>x = l. 

rp- /o\ /A\ I yX + X — 1 + ỵ— X" + X +1 < X +1 A 1 . A 1 

Từ (3), (4), suy ra: ■ ■ , nên nghiệm phương trình 

[x 2 -x + 2>x + l 

(*) là các giá trị làm cho dấu " =" trong (3), (4) đồng thời xảy ra <=> X = 1. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 1. 

Lời giải 2 . Sử dụng Cauchy - Schwarch dạng a.x + b.y < Ậa 2 + b 2 )(x 2 + y 2 ). 
VT (i) =1.\Ịx 2 + X-1 + l.\Ịx-x 2 +1 < Ậi 2 + l 2 )(x 2 + x-l + x-x 2 + l) =l4x (1) 

„ ,, ,_1 1 • .X 1 : 1 1 • X 2 +X-1 x-x 2 +l X = 1 

Dau = xay ra khi và chí khi -—-=---<=> <=>x = l. 

7 1 l[_x = -\ 

VP (t) = X 2 - X + 2 > 2sfx <=> (x -1) 2 + (\[x -1) 2 > 0: đúng Vx e □ . (2) 

. , . Íx-1 = 0 

Dấu Dấu " =" xảy ra khi và chỉ khi ị _ <=> X = 1. 

\4x -1=0 

Từ (*), (1), (2), suy ra nghiệm phương trình là các giá trị làm dấu " = " trong 
(1), (2) đồng thời xảy ra <=>x = l. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 1. 


Ví du 238. Giải phương trình: \Ịx + 3 + JÍ 


-4^5-x=l 

12 



Điều kiện: - — < X < 5. 
3 


Lời giải 1 . Sử dụng bất đẳng thức Cauchy. 


• yx + 3 = — • yj(x +; 


Cauchy 1 ỵ + 7 

ĩ' 2 


r-- I r—- — Cmch y I 3x + 5 

Ta có: j• sỊ3x + l=ị-Ậ3x + ĩ)A < 

• 4ự5-x = 2.J(5-x).4 < ;/ 9 - X 
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Suy ra: (1)+ (2)+ (3) =>ựx + 3 + ^3x +1+4ự5-x < 12 (4) 

Từ (*), (4), suy ra nghiệm phuơng trình là các giá trị làm cho dấu đẳng thức 
trong (1), (2), (3) đồng thời xảy ra <=> X = 1. 

Kết luận: Phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 

rả* Lời giải 2 . Cauchy - Chwarz dạng ax + by + cz< Ậa 2 + b 2 +c 2 )(x 2 +y 2 +z 2 ). 

Ta có: l.ựx + 3 + U 3.V I 1 + 2.\20 4.V y < " lmrz \l' i l ' I 2\v'24 = 12 (5) 

Suy ra nghiệm làm cho dấu đẳng thức trong (5) xảy ra: 

<=> -s/x + 3 = V 3x I 1 = = 1. 

2 

Kết luận: Phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 


Ví du 239. Giải phuong trình: \lsx 2 - 1 + \Jx 2 -X - X \lx 2 +1 = (7x 2 - X + 4) • 


Phân tích . Nhận thấy x = -l là một nghiệm của phương trình và vế trái có nhiêu 
căn phức tạp nên ta sẽ nghĩ đêh việc áp dụng bất đẳng thức Cauchy - Schwarz bộ ba 
sô'để đánh giá VT </(x). Rồi dựa vào f(x) và điểm rơi x = -l để tách ghép vếphải 

nhằm chứng minh VP> f(x) bằng bất đẳng thức Cauchy dạng a + b> 2 \fãb. 

_ r .. .,, _ , [3x 2 -1 > 0 s , - „^ 1 

ã* Lời giai. Điêu kiên: <1 . <=>x<— — hoăc X>1. 

[x 2 -x>0 3 

Áp dụng Cauchy - Schwarz dạng ax + by + cz< Ậa 2 +b 2 +c 2 )(x 2 +y 2 +z 2 ) có: 

1 .y 3x' -1 + l.\jx 2 -X + (~x)\jx 2 +1 < Jl 2 +1 2 + (-x) 2 \Ì3x 2 - l + x 2 -x + x 2 +l 


Suy ra: V3x 2 -1 + Vx 2 - X - xyx 2 +1 < Ậ5x 2 - x)(x 2 + 2) (1) 

\fỹ. r -1 

Ta có: VP = (7x 2 -X+ 4) •-^ =-^(5x 2 -x) + 2(x 2 +2)J và áp dụng bất đẳng 

thức Cauchy cho hai số duong (5x 2 - x); 2(x 2 + 2), ta đuợc: 

(5x 2 -x) + 2(x 2 +2) > ' v lẶSx^^xịK^+ĩ) = 2V 2 ự(5x 2 - x).(x 2 + 2) (2) 

yỊĩx 2 -1 + %/x 2 - X -XÝX 2 i 1 < Ậ5x 2 -x)(x 2 +2) 

Từ (1), (2), suy ra: _ , nên có 

/"-7 „.2 __ /I\ \ //cr_2 , o\ 


(7x 2 - X + 4) • > y(5x 2 - x)(x 2 + 2) 


nghiệm của phuong trình đã cho là tất cả các giá trị làm cho dấu đẳng thức 

_ , Í3x 2 -1 = x 2 -x 

trong (1), (2) đông thời xảy ra <=> < <=>x = -l. 

[5x -x = 2(x +2) 

Kết luận: So với điều kiện, phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = -1. 
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Ví du 240. Giải phương trình: x = Jx- — + Jl~ — (*) (MO Yugoslavia) 


Phân tích . Sử dụng Casio tìm được nghiệm xấu và ta tiếp tục sử dụng Casio tìm được 

nhân tử bậc hai dạng X 2 -X -1 bằng chức năng table. Đối với , X- — = 1 X - — 1 

V X Xj 

, 7 lọ 

và áp dụng Cauchy thì dấu đắng thức xảy ra khi X - — = 1<=>X 2 -X-1 = 0 phù hợp 

X 

_ [ ĩ FT 77 . , 

với nhân tử vừa tìm được. Còn Jl - — = (x - 1) và áp dụng bất đăng thức Cauchy 
cũng đạt dấu đắng thức tại — = X -1 = X 2 - X -1 = 0. Từ đó có lời giải như sau: 


Lời giải . Điều kiện: X > 1. 


Ta có: 


' ị Ị í \ 1 ^~ auc ^y ^ 

• \ x ~~ = iP- x ~— - —- 

V X y 1 X J 2 


1 + X- — 

X 


-1 -1 Cauchy 

1- = -M < í 

X \ X 


+ X — 1 


1 1 

VP =.x-- + .l--<x (1) 

¥ X ¥ X 


Suy ra nghiệm của phương trình (*) là tất cả các giá trị làm cho dấu đẳng thức 


1 = X — — 


trong (1) xảy ra 


r „2 „ -,_n^«_ 1 + v5_1 - Vỉ 

A <^>X -X-1 = 0<^>X= V X = -—— 


— = x-l 

X 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm là X = 


l + s 


Ví du 241. Giải phương trình: y6x - X 2 - 8 + sịx-2 + \A - X + 


Phân tích . Do biểu thức: t/óx-x 2 -8 = ịj (4 - x)(x - 2) = ^(4-x).(x-2), giúp ta 

suy nghĩ đến việc áp dụng bất đẳng thức Cauchy dạng: \fãb < sẽ phù hợp với 

điểm rơi x = 3 được tìm bằng Casio và y/x- 2 + \Ịể-x thuộc dạng ^/Ã + ^/B có 
A + B là một hằng sô'nên sẽ áp dụng bất đẳng thức Cauchy - Schwarz. Công việc còn 

lại là tách ghép 6x%/3x hợp lý dựa vào điểm rơi X = 3. Nếu dựa vào điểm rơi này, đa 

1 3 + X 

sốhọc sinh sẽ áp dụng \Ị 3.X = — thì sẽ khó khăn cho việc còn lại. Do ta ước lượng 
được tôhg hai đánh giá trên <3, nên ta sẽ áp dụng Cauchy cho 6x%/3x sao cho 
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6xsf3x < 27 + X 3 để VT < X 3 + 30, tức: 6x\Ỉ3x = 2.\ 27..V' < 27 + X 3 , vẫn đảm bảo 
dấu " =" xảy ra tại vị trí x = 3 và có lời giải chi tiết như sau: 

/&• Lời giải . Điều kiện: 2 < X < 4. 

„ , 4/—T-T—T I 177--:-;- = My k-x + x-2 „ 


Ta có: sl-x 2 + 6x - 8 = yỊẬ 4 - x).(x - 2) < ^-= 1 

Dấu " = " của (1) xảy ra khi và chi khi X = 3. 

f = f = Cauchy-SChwarz 

Mặt khác: ị/x - 2 + ựề - X = l.\Ị\Jx - 2 + l.y-v/ề - X < ■> 


/x-2 + Jể-X 


_ ) —= Cauchy-SChwarz I , .. — - — 

\ 2 V l.\/x 2 I I.n/ 4 X < \2\ý(l : ’ t l ’)(x 2 I 4 x) 2 (2) 

Dấu " =" của (2) xảy ra khi và chi khi X = 3. 

I ci lại có: 6xV 3.V 2. \ 27.X < 27 + x 3 (3) 

Dấu " = " của (2) xảy ra khi và chi khi X = 3. 

(1) + (2) + (3) => VT W = \Ị-X 2 + 6x-8 + ị/x-2 + ịỊể-x + 6xn/5x <X 3 + 30 = VP ( .) 

Suy ra nghiệm của phuơng trình là các giá trị làm cho dấu " =" trong (1), (2), 
(3) đồng thòi xảy ra X = 3. 

Kết luận: So vói điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất X = 3. 


Ví du 242. Giải phuong trình: \ (S X' +, 


X - 2 _ ^ 1 + X 


Phân tích . Sử dụng Casio, tìm được phương trình có nghiệm duy nhất x = 2. Do đó 
ta can thêm trọng số để áp dụng được bất đẳng thức Cauchy đảm bảo dấu " =" xảy ra 

tại vị trí X = 2. Với \ (S X’ = Ậ8- X 2 ) -m ■ ^ • s[{ 8-x 2 )-4 (chọn m = 4 do 

vm 2 

sau khi áp dụng Cauchy có dấu " =" tại 8 - X 2 = m, với X = 2 => m = 4) . Ta sẽ làm 
. . , ịx 2 -2 _ ịx 2 -2 1 _ Ịx 2 -2 1 

tương tự cho , ——— =, ——— • J?7 • —= = 2.. —-- và có lời giai sau: 

V 2x 2 V 2x 2 V 2x 2 4 


«â* Lời giải . Điều kiện: 


-2^2 < X < -72 
\ 2 < X < 2a/2 


— 1 I--- Co " cí, -V 1 17 _ r 2 r 2 

2 _ 1 ho „2\ A ^ i X X 


Ta có: 


f8-X = T• ự(8-X )• 4 < 2 2^ = 3_ 4 

Ị x 2 -2 Ị x 2 -2 1 c ^' iy x 2 -2 | 1 3 1 

2 x 2 V 2x 2 4 ■ 2x 2 + 4 _ 4 ? 


(1) + (2) => VT M = y8 - X 2 +, 


x 2 -2 15 X 2 1 


' v ' <*> V 2x 2 ■ 4 4 X 2 

Dấu " =" trong (3) xảy ra khi dấu " =" trong (1), (2) đồng thời xảy ra 
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X 2 =4 


8 - X =4 




<=> X = ±2. 


1 + x 2 15 X 2 1 (x -) z ,(l lì’ 

Ta lại có: 5-——>-4-----^-<=> + —--7 >0 (4) 

X 4 4 X 2 v2 ) \x 2) 

Íĩ-1 = 0 

Dấu " = " trong (4) xảy ra khi và chỉ khi 1 “■ <=> X = 2. 

1-1 = 0 

_x 2 

... _ fz —ỹỹ . ịx 2 - 2 15 X 2 1 _ 1 + x 2 . .. 

Từ (3), (4), suy ra: \J8 -X + .1 <-2-— -4- < 5-——, nên nghiệm 

V 2x 4 4 X X 

phuơng trình (*) là các giá trị làm cho dấu " = " trong (3), (4) xảy ra <=> X = 2. 
Kết luận: Phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 2. 


Ví dư 243. Giải phuong trình: X 2 ,ịfĩ - X 4 -1 = X 4 - X 3 


Phân tích . Sử dụng Casio tìm được phương trình có nghiệm duy nhất X = 1 và do 
X = 0 không là nghiệm nên (*) <=> ^ 2 -x* + X = X 2 + - 1 - • Nhận thấy vế phải có dạng 

X 

nghịch đảo gợi ta sử dụng bất đẳng thức Cauchy, còn vếtrái sử dụng bất đẳng thức 
Cauchy - Cchwarz 2 ĩân sẽ triệt tiêu đi biến X và có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Điều kiện: 2 -X 4 > 0 <=> -ịỈ2 < X < ịỊĨ. 

Do X = 0 không là nghiệm nên (*) <=> ịỊĨ - X 4 + X = X 2 + — (1) 

X 

-1 Cauchy Ị ĩ 

Ta , * 2 r 2 -ị =2 (2) 

Ta có: < X V X 

l.v2 -V 1 + l.x < yỊĨ.\J\j 2 - X 4 +x 2 <>Ỉ 2 .ịyỊĨ.Ậ 2 -x i ) + ĩ = 2 (3) 

Nghiệm phuong trình (1) là các giá trị làm cho dấu " = " trong (2), (3) đồng 


, 1 

. . .. -V - 

thời xay ra <=> X <=> 
^/ 2 -x 4 =x 


X = —1 


Kết luận: So với điều kiện, phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 












Tư duy sáng tạo tìm tòi lời giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


(*) <=> 'Jx + Ĩ + 7 - — J —— - 3 

('s/x + l — ’\/x + 2)('\/x~2+l) 

Đặt a = yỊx + l,b = 'Jx-2, (a>b> 0). Khi đó: (1)<=>Í 


(a-b)(b + lf 

rp , „ , 4 ,, , íb + l'] ,(b + i) , 4 

( a-b)(b + lf { 2 2 ) (a-b)(b + lf 


■ = 3 (2) 


Cmdty A 1 „(b + ì\(b + l 

> 4.4 ịa-b)- ^ ^ 


‘ T -''\-rn-rj-wH5v- 1 - 3 

Suy ra nghiệm của phương trình (2) là các giá trị làm cho dấu " =" trong (3) 


\a = 2 k/x + 1 =2 

xảy ra <=> ị _ => 1 ,_ <=> X = 3. 

k -1 1 ^ 2=1 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 3. 

4 

Nhân xét . Việc đánh giá a + - - ——— >3 là một kỹ thuật tách cặp nghịch đảo để 

(a-b)(b + l) 

áp dụng được bất đẳng thức Cauchy khá cơ bản. Việc áp dụng này dựa theo ý tưởng: 
"tách phần nguyên theo mẫu sô'đểsau khi áp dụng bất đẳng thức Cauchy được hằng 
số hoặc biến số giôhg (hoặc gần giôhg) vếphải". Bạn đọc có thể tìm hiểu và rèn luyện 
các bài bất đẳng thức cơ bản này trong đê cương học tập toán 10 của cùng tác giả trên 
trang iveb: iv.iv.iv.mathvn.com, trang 115. 


Ví du 245. Giải phương trình: — p = = = (1 - x' 

x + 5 + J2(x 2 +1) 



Phân tích . Sử dụng Casio, tìm được nghiệm duy nhất của phương trình là x = l. Vế 
trái có dạng phân số với tử sô' dạng căn nên sẽ nghĩ đến việc áp dụng BĐT Cauchy 
dạng sfÃ + \fẼ < f(x). Nên cân đánh giá mẫu sô' >2... để cả phân sô'cùng dấu < và 
biểu thức mẫu có chứa y2(x' +1) = Ậl 2 +l 2 )(x 2 +1 2 ), gợi ta sử dụng bất đẳng thức 

Cauchy - Clnvarz viết ngược dạng: Ậa 2 + b 2 ) (x 2 + y 2 ) > a.x + b.y. Kiểm tra lại thấy 
dấu " =" xảy ra khi x = ĩ, phù hợp với dự đoán bằng Casio nên hướng đi là đúng. 

/&* Lời giải . Điều kiện: 0<X<1. 

Ta có: < ^ 3 => 4sx + l + \Ịx + 3 <x + 3 


- rá’ ì ^ 2 => 45x +1 + %/x + 3 

r—z 1 17 —.—T “ y l X + 7 

yịx + 3 ---ự(x + 3)-4 < —— 

. . _ í 3x +1 = 4 

Dấu " = " trong (1) xảy ra khi và chỉ khi <=> X = 1. 

x + 3 = 4 
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__, Cauchy-Schwarz 

Mà: X + 5 + \J2(x 2 +1) = X + 5 + J(l 2 + l 2 )(x 2 +l 2 ) > x + 5 + x + l = 2(x + 3) 


Dấu " =" xảy ra khi và chỉ khi X = 1. 
11 

Suy ra: - , < ———— 

X + 5 + \ 2(x 2 +1) 2(x + 3) 


TS'„ _ /V* T/T^ _ %/3x + 1 + yJx + 3 X + 3 1 

Lấy (1) nhân (2) theo vế, suy ra: VT = - _ = < —— 2- = 2- (3) 

x + 5 + ự2(x 2 +l) 2 (x + 3) 2 

VP (t) -(l--v)vì .VI 3 2 VV > 2 <>v(I ' r) + ( 1 ~^)- 0: đún g Vxe[0;l] (4) 
Dấu đẳng thức xảy ra khi X = 1. 

TV„ /Q\ /,f\ yf3x +1 + \Ịx + 3 1.. . c ” 3 —3\/x A _, . A 

Từ (3), (4), suy ra: -—- < < (1 x) V 1 X •-——, nên nghiệm 

X + 5 + y2(x 2 +1) 2 2 

(*) là các giá trị làm cho dấu " =" trong (3), (4) đồng thòi xảy ra <=> X = 1. 

Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất X = 1. 


Ví du 246. Giải phuong trình: 2(x + 5)v 1 - 3x + 3x -10 = - 


5(x 2 +4x + 9) 


DX + y4 + 3x +1 


^ 4 I 

Lời giải . Điều kiện: -2 < X < 2. 


-1 Lauchy-bchwarz I -1 ^ 

Ta có: 2\ 10 - 6x + >/4 + 3x = 2. v 10 -òx ! l-vH-òx < 4 I ^ • v hs -9. 


Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 
Nên: 2\ 10 - 6x + ^4 + 3x +1 < 10 <=> - 


= V2.y8 t 6x < > X • 1. 


1 > ± 

I - 6x + ^4 + 3x +1 _ 10 


„ T _ 5(x 2 +4x + 9) 5(x 2 +4x + 9) x 2 +4x + 9 ... 

Suyra:VP = — , — , —>— -—--- =-—-- (1) 

2\ 10 ftx I v4 ì 3x i 1 10 2 

VT = 2(x + 5)ựl-3x+3x-10< X + da + 9 ^»x 2 -2x + 29-4(x + 5)ựl-3x >0 

<=> (x + 5) 2 - 2.(x + 5).2\jĩ - 3x + 4(1 - 3x) > 0 <=> (x + 5 - 2\T •• 3x) > 0: đúng. 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi X + 5 - 2\JĨ - 3x = 0 <=> X = -1. 

* Ỵ 2 4r -I- Q 4 1 

Hay: VT = 2(x + 5)ựl-3x+ 3x-10 < - * —, Vxe (2) 

Từ (1), (2), suy ra nghiệm phuong trình tại vị trí dấu " =" ở (1), (2) <=> X = -1. 
Kết luận: So với điều kiện, phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = -1. 
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Ví du 247. Giải phương trình: -v /3 - 2x 2 + . 3 - -2 = 1 + — (*) 

Y X 16x 

Đê nghị Olympic 30/04/2014 - Chuyên Lê Quý Đôn - Vũng Tàu 


Lời giải . Điều kiện: 3 - 2x 2 >0 và 3 - 4 > 0. 


x + - + 4 = 2y (1) 

Đặt y = -— -, suy ra hệ phương trình: < -— 

2x 4 - 2x 2 +. 3 - 4 = 1 + }/ 4 (2) 


Lây (2) - 2.(1) => 43 -2x - 2x) + ÍM-ị - - 

0 - v x ì 


'22 

3-4-4 = ỵ 4 - 4 y+ 9 

X X 


_ _ _ Cauchy-Schwarz 

• 1.V3 2.V ! ( v2).(xy2) < yĩ+2.y/3^2x + 2x=3 ( 4 ) 

Tâ. CO! < I ~z~ pr Cauchy-Schwarz õ r\ 

ĩ ' /rTĩ fy + y 3 (5) 


• Lý3 2.V Ị ( V- ).(.vy 2) < 

Tâ. CO! < I r - nr Cauchy-Schiưa 

. l,3-Ặ + (-^,4 < 

[ V X X 

( 

Lây (4) + (5) => VT (3) = (ý3 2.V - 2x) + ^ 

V 

VP ( 3 ) = í / 4 -4 J/ + 9 = 6 + ( J /-l)V+2 1/ + 

_ .1 • £__ 1 _ „1 __/ o \ 11 


2 2 1, 

13-4-- <6 

X X , 


VP ( 3 ) = í / 4 -4 J/ + 9 = 6 + ( J /-1)V+2 1/ + 3) = 6 + ( J /-1) 2 [( J / + 1) 2 + 2]>6 (7) 

Do đó nghiệm của phương trình (3) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức của 
(6), (7) đồng thời xảy ra <=> dấu đẳng thức ở (4), (5), (7) đồng thời xảy ra, tức: 
i X + 4x +1 „ í. /ĩ _ 9 V — —V 


2 ự2 


sịò- ẢX = -X 

r 2 " 1 

<=>G 3 —- = -— <=>x = -l. 


V x‘ r V'3-2x xy2 , 

1 4 = 4=; , 4 X 2 + 2x + l = 0 

[ 1 ->/2 1 -V2 l 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = -1. 


X 2 + 2x + l = 0 


Ví du 248. Giải phương trình: \/3x 2 + 6x + 7 + Vãx 2 + I Ox +14 = 4 - X 2 - 2x (*) 


Phân tích . Đểý các hiểu thức trong và ngoài căn có thể đưa vê dạng hằng đẳng thức 
dạng a 2 ± 2 ab + b 2 = (a ± b ) 2 > 0 và kết hợp với dự đoán nghiệm duy nhất X = -1 bằng 
Casio nên sẽ có lời giải chi tiết như sau: 

/&• Lời giải . Điều kiện: 4 - X 2 - 2x > 0 ?! <=> -1 - yỊE. < X < -1 + yỊE. 

(*)o J3(x + 1) 2 +4 + J5(* + l) 2 +9 =5 -(x + 1) 2 


Ta có: 


IVT (1) = ^3(x +1) 2 + 4 + -^5(x +1) 2 + 9 > \ỊĨ + yỊẸ = 5 


VP =5-(x + l) 2 <5 
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Suy ra nghiệm phương trình đã cho là các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong 
(2), (3) đồng thời xảy ra x = -l. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = -1. 

Ví du 249. Giải phương trình: \Ịị - X 2 + 2.ỉịx i - 4x 3 + 4x 2 = (x -1) 2 +1 - |x| (*) 

Đ'ê thi thử THPT Quốc Gia 2015 lần 2 - THPT Chuyên Đại học Vinh 
rb» Lời giải . Điều kiện: 4 -X 2 > 0 <=> -2 < X < 2. 

(*) |x| + \[Ã -X 2 = X 2 - 2x - 2.^(x 2 - 2x) 2 + 2 (1) 

Ta có: Ị|x| + v4 x : ’ Ị = 4 + 2 |x| 'nM-x 2 >4, Vx e [-2; 2 ]. 

Suy ra: |x| + -\/4-x 2 > 2, Vxe[-2;2] (2) 

Dấu đẳng thức trong (2) xảy ra khi và chỉ khi X = 0 hoặc X = ±2. 

Đặt t = ịỊ(x 2 -2x) 2 , và do Vxe[-2;2] nên suy ra: fe[-1 ;2]. 

Khi đó: (1) |x| + yjể - X 2 = í 3 - 2í 2 + 2 với t e [-1; 2 ] (3) 

Xét hàm SỐ /(í) = í 3 - 2f 2 + 2 trên [-1; 2 ] có f'(t) = 3f 2 - 4f = 0 <=> í = 0 V í = ^ • 

Tính /(-1) = -1, /(0) = 2, /|j 1 = /(2) = 2 => max f (t ) = 2 => m < 2. 

V 3 ; 27 [-1:2] 

Do đó X 2 -2x-2ìJ(x 2 -2xý +2<2 (4) 

Dấu đẳng thức trong (4) xảy ra khi và chỉ khi X = 0 hoặc X = ±2. 

Suy ra nghiệm của phương trình (1) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong 
(2) và trong (4) đồng thời xảy ra <=>x = 0, X = ±2. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là X = -2, X = 0, X = 2. 

★ Các ví dụ sử dụng bất đẳng thức véctơ 

Ví du 250. Giải phương trình: \jx 2 - 2x + 5 + \/x 2 + 2x +10 = \/29 (*) 

Phân tích . Các biểu thức trong căn thức đưa được vê dạng bình phương, nhưng ta sẽ 

1 

không làm được như ví dụ trên do điểm rơi của bài toán là X = T khi dò băng Casio. 

5 

Nhưng để ý, biểu thức trong căn thức có dạng tôhg của 2 bình phương (môđun của 
véctơ) gợi ta sử dụng bất đẳng thức véctơ dạng: u + V > u + v . Tức biến đổi phương 

trình Ậx - 1) 2 + 2 2 + Ậx + 1) 2 + 3 2 = \ 29 và chọn u = (x- 1; 2), v = (x + l; 3). 
Nhưng do vế phải là hằng sô' nên ta cân điêu chỉnh lại cách chọn véctơ u hoặc V để 
triệt tiêu X khi tính u + v và điêu chỉnh đó có thể là u = ( 1-x; 2), ữ = (x + l; 3) do 
tính chất sô'chính phương, ta luôn có: (x-1) 2 = (1-x) 2 và có lời giải chi tiết như sau: 
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Phân tích . Phương trình <=> yj(x - 1) 2 + 2 2 -Ậx-3) 2 + 1 2 = \Ỉ5 với vế trái có dạng 
hiệu và biểu thức bên trong có dạng tôhg hai bình phương gợi ý ta sử dụng bất đẳng 
thức véctơ dưới dạng u-v<u-v với việc chọn u = (x- 1;2) và V = (x-3}1) vì 

khi tính u-v thì X sẽ triệt tiêu phù hợp với vếphải là hằng sô'và có lời giải như sau: 

/&• Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*)<=> Ậx- 1) 2 + 2 2 - yj(x-3) 2 + 1 2 =s ( 1 ) 

Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, xéthaivéctơ: u = (x-l;2), v=(x-3;l). 
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ũ =Ậx-lf + 2 2 _ _ 

Suy ra: ị _ _và u — v = (2; 1) => u—v = V 2 2 +1 2 = \Ị5. 

V = Ạx - 3) 2 +1 2 

Ta luôn có: u -V <u-v <v> Ặx- 1) 2 + 2 2 - Ặx- 3) 2 +1 2 <\f5 (2) 

Từ (1), (2), suy ra nghiệm của phuơng trình là các giá trị làm cho dấu " =" 

- - X-I 2 

trong (2) xảy ra <=> u, V cùng chiều <=> ——r = 9 <=> X = 5. 

.V 3 1 

Kết luận: Phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất: X = 5. 


Ví du 253. Giải: y25x’ - 20x + 13 - VẼ* + 6x +13 = ^16x 2 - 40x + 26 (*) 


Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=> Ậ5x - 2) 2 + 3 2 - Ậx + 3) 2 + 2 2 = ự(4x - 5) 2 + ĩ 2 (1) 

M = (5x - 2; 3) H = Ậ5x-2) 2 +3 2 
Chọn: < V = (x + 3; 2) => < V = Ậx + 3) 2 +2 2 

u-ĩ> = ( 4x-5;l) 1« - u| = Ậ4x - 5) 2 +1 2 

Ta luôn có: u - V < 1» - ữ <=> ^(5x - 2) 2 + 3 2 - ^/(x + 3) 2 + 2 2 < ^(4x - 5) 2 + ĩ 2 (2) 
Từ (1), (2), suy ra nghiệm của phuong trình (*) là các giá trị làm cho dấu " =" 

- - 5x-2 3 13 

trong (2) xảy ra <=> u, V cùng chiều <=> 3 = 2 <=> x= 7 ' 

, 13 

Kết luận: Phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất: X = -ỹ- • 


Ví du 254. Giải phuong trình: y4x 2 - 20x + 34 + y X 2 + 2x + 5 + yx 2 +' 


Phân tích . Phương trình Ậ2x - 5) 2 + 3 2 + Ặx +1) 2 + 2 2 + \Ịx 2 +1 = 6^2 với các 
hiểu thức trong căn đêu có dạng Jf 2 (x) + a 2 , gợi ta sử dụng bất đẳng thức véctơ 
dưới dạng u + V + w > U + V + IO . Cần biến đôì (2x-5) 2 =(5-2x) 2 để các biến X 

triệt tiêu do vếphải là hằng sốvà có lời giải chi tiết như sau: 

«©* Lời giải . Tập xác định: D=D . 

(*) <=> Ậ2x - 5) 2 + 3 2 +ự(x + l) 2 +2 2 + 4x 2 + 1=6^2 (2) 

Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, xét u = (5 -2x;3), v = ('\+ x;2), 10 = (x; 1). 

Suy ra: u = \ (5 - 2x) ’ +3 2 , V = Ặx I 1) I 2' , w = \Ịx 2 +1 và 
u + v + w = (6 ; 6) nên |w + ơ + a;| = 6y/ĩ. 
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Co: u + V + ĨV > u + V + w <=> \j(2x — 5 ) + 3 + ìj(x 4- 1 )” + 2~ + \jX +1 = 6 \ 2 (2) 
Từ (1), (2), suy ra nghiệm của phương trình là các giá trị làm cho dấu " =" 

trong (2) xảy ra <tí> u, V, w cùng chiều <=> X = 1. 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất: X = 1. 

Nhân xét . Qua các ví dụ, nhận thấy dấu hiệu nhận dạng giải phương trình vô tỷ bằng 
các bất đẳng thức u + V > u + v} u - V < u-v và u + V + w > U + V + ĨV là các 

biểu thức trong căn đêu có thểbiêh đổi được vê dạng: Ậax ± b) 2 + a 2 (*). Lúc đó, ta 
can chọn tọa độ véctơ dựa vào (*) theo công thức tính môđun véctơ hợp lý. 


Ví du 255. Giải phương trình: Xsj3x + 2 + V4 - X = ^2(x 2 + l)(x + 3) (*) 

Đề nghị Olympỉc 30/04 - THPT Bình Phú - Tp. HCM 


Phân tích . V'l' x.\3x I 2 i l.\4 X làm ta nhớ đêh "hoành nhân hoành + tung 
nhân tung”, nghĩa là tích hai véctơ u.v = x.^3x + 2 + l.-v/ề - X với véctơ u = (x; 1) và 
v = (\l3x + 2;\Ị4-x). Khi đó hiển nhiên liên quan đến bất đẳng thức véctơ dạng: 
u.v < u . V và nếu tính được u .V = VP thì việc giải phương trình đi đúng hướng. 

Thật vậy u .V = \Ịx 2 +l.\j2x + 6 = ^2(x 2 + l)(x + 3) = VP và có lời giải như sau: 

Lời giải . Điều kiện: -T<x<4. 

(*) <=> x.sẸx + 2 + l.\fĩ - X = \Ịx 2 + 1.a/2x + 6 (1) 

ịu=(X)l) ị\ũ\ = 4^+ĩ 

Chọn: < _ ' - - => < _ ■ -^ == = 

ị i’:• (\ 3x • 2; \ 4 x) r - \{\i3x ■ 2) I (\4 x) - v2x • 6 

Suy ra: Ũ.V = x.\Ỉ3xV2 + l.\4 X và u .V = \Ịx 2 I l.\2x I (■>. 

Ta luôn có: u.v < n.v <=> x.yỊ3x + 2 + l.\4 X < \/x 2 + l.\2x + 6 (2) 

Từ (1), (2), suy ra nghiệm của phương trình là các giá trị làm cho dấu " = " 

trong ( 2 ) xảy ra <=> u, V cùng chiều <=> ■ A 1 <=> Xy/Ã- X = \3x I 2 

V 3x + 2 a/4-x 

íx>0 íx>0 1 — 

. __ <^>1 <^>x = 2 hoặc X = l + y2. 

[x(4-x) = 2x + 2 [X -4x 2 +3x + 2 = 0 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có hai nghiệm là X = 2, X = 1 + \Ỉ2. 
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Ví du 256. Giải phương trình: -X\JĨ - 3x + \ 1 .V = \/x 2 + l.\/3-4x (*) 

Đ'ê nghị Olympic 30/04/2014 - THPT Chuyên Long An - Tỉnh Long An 


/&» Lời giải . Điều kiện: 2-3x<0. Chọn: « = (-x;l), i>~(v'2 3x;\l x). 


ịuị — yx +1 ' y.y = \Ịx 2 + l.y3-4x 

Suy ra: 1 _ _và 1 1 1 1 1 _ _• 

V = y3 - 4x M.ỡ = -X\2 3x + yjl-x 

Ta luôn có: Í/.Ữ <u .V <^> -Xsịĩ - 3x + \1 "Ỹ < vx ; ’ I l.\3 4x (1) 

Từ (*), (1), suy ra nghiệm của (*) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong (1) 

xảy ra <=> hai véctơ u, V cùng chiều — — = ^ \ 2 3x = -Xsfĩ - X 

-X 1 

íx<0 íx<0 -1-J5 m 

^ ^ I ^ TA /TT^TX 


9 _ x <=> *í 9 

2-3x = x(l-x) (x-2)(x +X-1) = 0 


<=> X = _ : TMĐK. 

2 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm là X = 


-1-y/E 


Ví du 257. Giải phương trình: (3-x)yx 


m 


Lời giải . Điều kiện: 1<X< —.Chọn: w = (3-x;l) và v = (\jx- l;^5-2x). 


Suy ra: 


u =^(3-x) 7 +1 ^ u.v = (3 - x)\fx-l + \Ì5-2x 


= \j4 - X 


u .V = J( 3-x) 2 +1\Ị4-x = ^40 - 34x + 10x 2 - X 3 


Ta có: u.v< u . V (3-x)4õc-ĩ + 45-2x < \/4(G-34x-i-ĨÕx^--x 2 " (1) 

Từ (*), (1), suy ra nghiệm của (*) là các giá trị làm cho dấu " =" trong (1) xảy 

ra u, V cùng chiều <=> , = . (3 - x)y5 - 2x = sịx - 1 


x-i VD-ZX 


3-x>0 x<3 

<=>•{ - _ _ , ^<=>1 , <=>x = 2. 

[(3-x) 2 (5-2x) = x-1 [2x 3 - 17x 2 4- 49x -46 = 0 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất: X = 2. 
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III. Đưa vê tông các sô không âm hoặc dạng A n = B n . 

Dấu hiện nhận dạng: Hệ số trước căn thức thường là nhũng số chẵn. 

1. Đưa vê tổng các sô không âm 

Dùng các biến đổi hoặc tách ghép (chủ yếu là hằng đẳng thức) để đưa 

ịA = 0 

vê' dạng tổng các số không âm A 2 + B 2 + Vc + -- - = 0<=><B = 0- 

c = 0 

2. Biến đổi vê dạng A n = B n . 

Biến đổi đưa phương trình về dạng: a n =b n , (« e □ + ) <=> a = ỉ> nếu n lẻ 
và a n =b n , (n e □ + ) <=> |rt| = \b\ nếu n chẵn. 


★ Các ví dụ đưa vê tông các sô không âm 


Ví du 258. Giải phương trình: 4 \fx~+ĩ = 2x 2 - llx + 23 


Phân tích . Nhận thây hệ sô'trước dấu căn là sô'chẵn nên có rất nhiêu khả năng đưa 
được vê dạng tôhg hai sô'không âm bằng hằng đẳng thức: a 2 ±2 ab + b 2 =(a±b) 2 và 
khi phân tích nên xuất phát từ ±2.a.b đểthêm bớt dễ dàng hơn. 

Lời giải . Điều kiện: X > -1 . 

(*)<=> (x +1 - 2.SỈX + Ĩ.2 + 2 2 ) + 2(x 2 - 6x + 9) = 0 <íí> (yfx Tĩ - 2) 2 + 2(x - 3) 2 = 0 

í%/x+ĩ-2 = 0 í* + l = 4 


x-3 = 0 


<=> < _ <=> X = 3. 

X = 3 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 3. 


Ví du 259. Giải phương trình: X + ■ 


> - 2x = 11 


Phân tích . Cũng xuất phát từ -2.2.^/x+~3; -2.1.V3-2X sẽ đưa được ve dạng : 
A 2 + B 2 =0 và có cách giải 1. Ngoài ra, nếu sử dụng Casio tìm được 1 nghiệm duy 
nhất X = 1, do đó ta sử dụng tách, ghép hợp lý để nhân lượng liên hợp đưa vê phương 
trình tích số và có lời giải 2. 

<vv fx + 3>0 3 

Điêu kiện: ị " ' ^ <=> -3 < X < ^ • 

[3 - 2x > 0 2 

Lời giải 1 . Đưa về tổng hai số không âm 

(*) <=> 11 - X - 4 \Jx + 3 - 2\ 3 - 2x = 0 

<=> (x + 3 — A\jx + 3 + 4) + (3 — 2x — 2\js — 2x + 1) = 0 


(Jr + 3 - 7) 2 + G/3 - 7 y -1 ) 2 = n J ^ + 3 2 °»x = l. 

[V3-2x-l = 0 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 
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Lời giải . Điều kiện: 2x -1 > 0. 

(*) <=>(4x 2 -2.2 x.yỊx + 3 + X + 3) + (1 - 2.yj2x-l + 2x-1) = 0 



Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 

Bình luân . Đây là một bài toán khá đơn giản nếu nhìn nhận với góc độ tôhg các số 
không âm với dấu hiệu là có hằng sô' chẵn trước căn thức. Tuy nhiên, trong quá trình 
giảng dạy, khi tôi đưa bài toán này ra, đa sô'các bạn học sinh đêu sử dụng liên hợp do 
đã quen tay với thao tác Casio và tìm được nghiệm duy nhất x = l. Hiên nhiên sẽ gặp 
nhiêu rắc rối cho dù đó là liên hợp thông thường hay truy ngược dấu ?! . 

Ví du 261. Giải phương trình: X 4 - X 2 + 3x + 5 - 2 \jx + 2 =0 (*) 

Lời giải . Điều kiện: X > -2. 

(*) <=> (x 4 - 2x 2 +1) + (x 2 + 2x +1) + (x + 2 - 2\Ịx + 2 +1) = 0 

X 2 -1 = 0 

<=>(x 2 -l) 2 +(x + l) 2 +(a/x + 2 -l) 2 = 0<^><X + 1 = 0 <=>x = -l. 

4x + 2 -1 = 0 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất: X = —1. 


Ví du 262. Giải phương trình: X 2 - 2(x + 1 )v3x + 1 = 2\l2x 2 + 5x + 2 -8x-5 (*) 


. -vv 3x + l>0 1 

Lời giải. Điêu kiên: <1 „ <=>*>-—• 

2x 2 + 5x + 2 > 0 3 


(*) <=> (x +1) — 2(x + l)^3x +1 + 3x + 1 4- X + 2 — 2Ậx 4- 2)(2x +1) 4- 2x +1 


= 0 


< > (x • 1 \ 3x : 1) ! (vx • 2 •- \2x • 1) 0 < > ] X rr— _<=>* = !• 

1^'s/ X + 2 = v 2.X +1 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x = l. 


Ví du 263. Giải phương trình: 4x 2 + 12 + \Ịx - 1 = 4(x%/5x - ĩ + \9 3x) (*) 


Lời giải . Điều kiện: 1 < X < ^ • 


(*)<^>4x 2 4-12 4- Vx -1 -4x%/5x-1 - 4\9-5x = 0 

(4x 2 - 2.2x.\ 5x -1 + 5x -1) +1~4 - 2.2. v’9 5x + 9 - 5x1 + Va' -1 = 0 


<=> (2x - \/5x-l) 2 + (2 - \ 9 5x) + yỊx-1 = 0 <=> < 

\Ịx —1 = 0 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất: X = 1. 


2x - \/5x -1=0 
2 \ 9 5x 0 <=>x = l. 


Ví du 264. Giải: 12x 2 + 16x +1 - 2'j2Ax 3 + 12x 2 - 6x - 4%/x 2 - X = 4\Sx' • 9.V • X 


Lời giải . Điều kiện: 24x 3 + 12x 2 - 6x > 0 A X 2 - X > 0 A 8x 3 + 9x 2 4- X > 0. 


(*)<=> 


6x-2 v (-.x(4x ; ’ + 2x -1) + 4x 2 + 2x-1 I (1 2v4x ’ -4x +4x 2 -4x) 


4x 2 + 4x - 2ẬAx 2 +4x)(1 + 8x) + 1 + 8x 


= 0 


< >(\ 6x vM.r' t 2x 1)' 4-(l-\/4x 2 -4x) 2 + (\/4x 2 + 4x - \Ịl + 8x) 2 =0 




X - 


+ 2.X — 1 — 0 


1 - sỊĩx 2 - 4x =0 

4- 4x — 'Jĩ+8x = 0 


<=>4x 2 -4x-l = 0<=>x = 


l±>/2 


Kết luận: Thế vào điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 


1 ! V 2 


Ví du 265. Giải phương trình: 3x + ■ 1 + . 1 . = 2(\jlx - 7 + \/x-3 + 5). 

-7 yx-3 
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# _ 2x - 7 > 0 7 , , 

Lời giai . Điêu kiện: Ị <=> X > — • Phương trình 

X 3 > 0 2 


<=> 






(2x - 7) - 2\j2x - 7 + 
((Ự 2 x 7)' y 2 Ự 2 ^ 


-7 

7 


-7 + 


1 1 1 (x - 3) - 2\/x - 3 + ——^— 

yỊx-3 

ịoíx -3) 2 Ị 2 - 2ịfx -3 + 


= 0 


#2x-7 


7 1 7 


v%/x-3y 


= 0 


{^7f-- ỉ 2= + 

y2x -7 J 


V.v 3) - 




.2 1 

4/o n \ 1 _ Q 


2x - 7 - 


-7 


*Jx - 3 *) 2 - —==■ = 0 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 4. 




yỊx - 3 J 
2x 7) =1 


= 0 


) 


<=>% = 4. 


? x-3 =1 


w 266. Giải phương trình: 


3x + 3 ^ X 4-1 

yfx \Ịx 2 - X +1 


(*) 


-V ? 1 /V ^ /= 3 X "i - 1 

Lời giải . Điều kiện: X > 0. Ta có: (*) <=> 3ỵx + -4= = 4 + Ị = 

yỊx \Ịx 2 -x + l 
\ 


<=> 3 


^>3 


•»3 


<=> 3 


(t/x ) 2 - 2ị[x ■ -J= + ■ 

4/r (^) 2 


Ị_ 1 

'Ịx 


2 - 


x + 1 


sỊx 2 - X + 1 
= 0 


= 0 


4 /— 1 'ì 2 yx 2 -x + 1 -(x + 1 ) 

V $fx J sịx 2 -x + l 

4/77 1 ì 3x 2 - 6 x + 3 - 

V yxj (2\Jx 2 -x + l+x + l).\Ịx 2 -x + 1 

iỴ + _ 

V \M (2^Jx 2 -x + l + x + l).^x 2 -x + 1 


4/. 


/x— 7 - 0 


X-1 = 0 


77> ■] x 1 <=> X = 1: thỏa mãn điều kiện. 

[x = 1 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là X = 1. 

T „ J , . , (.V 4)vx 2 -1 2 + (2x-4)\/x-2 ,, 

y? du 267. Giải phương trình: - , -— = —— xí— (*) 

y4-x + X-5 x — 1 

Đê nghị Olympic 30/04/2014 - Chuyên Lê Quý Đôn - Bình Định 


205 











Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


/&• Lời giải . Điều kiện: 2 < X < 4. 

Bản chất bài toán có 2 căn thức, để đon giản, đặt I 0 => ữ 2 + ỉ > 2 = 2 . 

b = v’4 .V > 0 


(*)<=> 


l + (4-x)ựx-2 2 + 2(x-2)ựx-2 _ l + flỉr 2 + 2rt 3 
- 2 , = = ——— <=> = — 


l + ( 4 -x)-y 4 -x (x- 2 ) + l l + b -b a +1 

o (1 + ab 2 ){a 2 + 1 ) = (2 + 2 a 3 )(b 2 -b + 1) 
o a 2 +1 + a 3 b 2 + ab 2 = 2 lr - 2 b + 2 + 2a 3 b 2 - 2a 3 b + 2a 3 
(a 3 + a 3 b 2 - 2a 3 b) + 2b 2 - 2b +1 + a 3 - a 2 - ab 2 = 0 
<^[a 3 {b 2 -2b + l) + (b 2 -2b + l)\ + b 2 -ab 2 +a 3 -a 2 =0 
<=>(Ỉ7 2 -26 + l )(« 3 + l) + 2-ữ 2 -a(2-a 2 ) + a 3 -a 2 =0, (do:fr 2 =2 -a 2 ) 

<^>(b-1Y ự +l) + 2a 3 -2a 2 -2a + 2 = 0 

o(b- lý ự +1) + 2 a 2 (a -1) - 2(a -1) = 0 (b - l) 2 (a 3 +1) + 2 (a -1 )(a 2 -1) = 0 

<=> (6 -1 f(a 3 + 1 ) + 2 (a - 1) 2 (a + 1 ) = 0 (0 


Do a, ỉ>>0=><! , , nên (ỉ)<Í 5 > ị' ~++ị ", ^ =><!'”_ 

y+l>0' 1«-1 = 0 [6 = 1 [ 4ĩ^c = l 

Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất X = 3. 


fl + l >0 


b -1 = 0 fl = 1 


í X - 2 = 1 


<^x = 3. 


Ví du 268. Giải phuong trình: 1 + = 2 • 1 + x ^* 

3 X v'2 X 1 • x 


Í0<x<2 ịa = y[x> 0 2 ,2 

Lời giai. Điêu kiên: <1 ,- • Đăt ị . _ => +b =2. 

[3 -V \2 X / 0 ■ b v2^>0 

_ l + 2rt-a.rt 2 _ 0 1 + rt 3 , d o:a 2 = 2 -P ^l + 2a-a(2-b 2 ) 1 + rt 3 

(*) <=>----— = z--<--- > - 7 ---— = z -— 

3 -a -b l + a 3-(2 -b ) + b l + a 

^ T+~T~ = ~v~: <=>(fc-l) 2 (g 3 + l) + 2(fl-l) 2 (rt + l) = 0 (như ví dụ trên). 
b 2 -b + l a 2 +1 

Suy ra: r -— 1 ox = l. 

[b = l {vlT 1 

Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất X = 1. 

★ Các ví dụ đưa vê dạng A n = B n 


Ví du 269. Giải phuong trình: 4x 2 + 14x +11 = 4y6x +10 (*) 

Tạp chí Toán Học & Tuổi Trẻ sô'420 


Phân tích . Phương trình có chứa một dấu căn nên có các hướng sau để giải quyêí: 
một là lũy thừa, hai là đặt ẩn sốphụ, ba là nhân liên hợp. Do khi lũy thừa, đặt ẩn phụ 
thì sẽ đưa đêh phương trình bậc 4, đòi hỏi kỹ năng nhẩm nghiệm và nghiệm đó phải 
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đẹp, còn bài này thì nghiệm xấu nên ta không chọn hai phương án này cũng như 
không chọn nhân lượng liên hợp. Phép biến đổi tương đương vê dạng tôhg hai sô' 
không âm cũng không tồn tại và hướng giải quyết kê'đến là đưa vê dạng a n = b" với 
n = 2 bằng cách tách ghép hằng đẳng thức và có lời giải sau: 

-vv 5 

/&• Lời giải . Điều kiện: X > - ^ • 

(* *) 4 + 2.2.a/óx + 10 + (6x + 10) = 4x 2 + 20x + 25 <=> (2 + ựóx + 10) 2 = (2x + 5) 2 

<=> Ỉ2 + Jóx +10 = |2x + 5I 2 + %/óx +10 = 2x + 5 


5 _ r -— _ _ 5 

do: X > — — 2 + "\/6x +10 > 0; 2x + 5 ^ ——.2 + 5 > 0 

3 3 


rr -— „ „ x>-ị 

<=> v 6 x +10 = 2x + 3 <=> i 2 


Ạ 3-3 


4x + 6x - 1 = 0 


Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất: X = 


VĨ3-3 


X+1-X-9 =0 


Phân tích . Tương tự thí dụ trên, với manh mối là: 6^3x +1 = 2.3.\/3x + l có dạng 

-2ab sau khi chuyển vếnên ta phân tích thành hằng đẳng thức và có lời giải sau: 

^ ' 1 
Lời giải . Điều kiện: 3x + 1 > 0 <=> X > -^ • 

(*) <^> 9 - 2.3.\Ì3x +1 + (3x +1) = X 2 + 2x +1 <=> (3 - v3x I 1) = (x +1) 2 


«• 3 - \ 3x 1 1 = X + 1| 


( 1 )» 


X - 7x + 3 = 0 


3 — y 3x + 1 — X + 1 
3 - ^/3x"+T = -X - 1 
— _ ịx < 2 


<^> v3x + 1 = 2 — X <^> 


3x + l = (2-x ) 2 


( 1 ) 

(2) 

7 ->/37 
2 


(2) <=> \/3x +1 = X + 4 <=> 


X > -4 

: vô nghiệm. 

X 2 + 5x +15 = 0 


Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất X = 


Ví du 271. Giải phuong trình: X 3 - 3x 2 - (x + 


= 4\Ịx + 2-6 (*) 

Phân tích. Phương trình có đa thức bâc ba và biểu thức chứa 

căn có thể viết ve dạng 


bậc ba với quan niệm: (x + 1)n/x + 2 =[(\/x + 2 ) 2 -l]\fx + 2 =(n/x + 2 ) 3 -\Ịx + 2. Do 
đó, ta tách ghép để đưa (*) ve dạng a n = b n với n = 3 và có lời giải sau: 
ố” Lời giải . Điều kiện: X > -2. 

(*)<=>X 3 -3x 2 +3x-l= (sỉx + 2) 2 -1 v.v I 2 I 4\.v I 2 3x 7 
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<=>(*-1) 3 = (ựx + 2) 3 -3(ựx + 2) 2 + 3ựx + 2 -1 <=> (x -1) 3 = (ựx + 2-1) 3 

r —— „ I —— íx>0 

<^>x-l = vx + 2-l<^>vx + 2 = x<^>< <^>x = 2. 

[x + 2 = x 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất: X = 2 . 


Ví du 272. Giải: 8 x 3 - 36x 2 + (1 - 3x)^3x-2 - 2 v 3x 2 + 63x - 32 = 0 (*) 


/&• Lời giải . Điều kiện: X > ^ • 


(*) 8x 3 -36x 2 + 54x-27 = [(3x-2) + l]ự3x-2 + 2ự3x-2-9x + 5 

<=> (2x-3) 3 = (v3x 2)’ -3(\ 3.V 2)' + 3v3x-2 -1 

<=> (2x — 3) 3 = (%/3x —2 — l) 3 <=> 2x — 3 = %/3x — 2 — 1 <=> X = 2. 

Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất: X = 2. 


Ví du 273. Giải phưong trình: X 3 + 3x 2 + 12x - 


3x - 2 + y-3x -2 + 6 = 0 (*) 


Đ'ê nghị Olympic 30/04/2014 - THPT Chuyên Bảo Lộc - Lâm Đông 


/&• Lời giải . Điều kiện: -3x - 2 > 0 <=> X < -^ • 

(*) <=> (-3x - 2)\f-3x - 2 + 3%/-3x - 2 - 3(-3x - 2) = -X 3 - 3x 2 - 3x 

<=> (v 3.V 2)' - 3(V-3x-2 ) 2 + 3v 3x 2 -1 = (-x ) 3 - 3(-x ) 2 + 3(-x) -1 

f—-— - , _ , 1 —-— íx <0 [x = -l 

<Í5> (y-3x - 2 - 1) 3 = (—X - 1) <=> y-3x - 2 = -X <=> < - _ _ <=> _ • 

[x 2 + 3x + 2 [x = -2 

Kết luận: So với điều kiện, phưong trình đã cho có 2 nghiệm là X = -2, X = -1. 

BÀI TẬP RÈN LUYỆN 

BT 360. Giải phưong trình: \ 4x 1 + \/4x 2 — 1 =1. (xen) 


- 2x = 6. 


BT 361. Giải phưong trình: 3y3 - 2x + , - 2x 3 = 6. 

\2x 1 

BT 362. Giải phưong trình: Vx 2 + 48 = 4x -13 + yjx 2 +9. 

BT 363. Giải phưong trình: ỉfx + 6 + X 2 = 7-a/x-1. 

BT 364. Giải phưong trình: X 3 + 2x 2 - 1 = 15(Vx-l - \fx-2 ' ) 3 . 
BT 365. Giải phương trình: (2x - 7)(\ 3x - 2 - %/x + 3) - 5. 

BT 366. Giải phương trình: 2(x - 3)(ĩ/x + 4 + 2\j2x - 7 ) = 3x - 4. 
BT 367. Giải phương trình: \Ịx + 5 + sjỏ-x +12 = X 2 . 

BT 368. Giải phương trình: v 3x 8 - Vx +1 = —-- 

K 6 2x-ll 

BT 369. Giải phương trình: yx + ỹỊx 2 -! = 32(x -1) 2 yỊĩx-ĩ. 


(x eũ ) 
(x eũ ) 

(x eũ ) 
(x eũ ) 
(x eũ ) 
(x eũ ) 
(x eũ ) 
(x eũ ) 

(xem) 
(x eũ ) 
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BT370. 

BT371. 

BT372. 

BT373. 

BT374. 

BT375. 

BT376. 

BT377. 

BT378. 

BT379. 

BT380. 

BT381. 
BT382. 
BT383. 
BT 384. 
BT385. 
BT386. 
BT387. 
BT388. 
BT389. 
BT390. 
BT391. 

BT392. 

BT393. 

BT394. 

BT395. 

BT396. 

BT397. 


X -f“ 1 1 T /- ỉ 

Giải phương trình: 4 • y3x + 2 = y3x - 2. (x G □ ) 

yỊ3x-l 4 

Giải phương trình: 2x 4 - 3x 3 - 14x +16 = (28 - 4x 3 ) \Ỉ2x — 15. (x G □ ) 
Giải phương trình: 2\j4x 2 -x + 1 + 2x = 3^1 2x 2 -X 3 + \ 9x ’ -4x + 4. 


X + X 


Giải: sjx : ' + X + 1 - \Ịlx 2 + 2x +1 = —— _ , 

(x + X + l)(2x + 2x +1) 

Giải phương trình: 4x 3 - 7x + sjAx 3 -3x + l = \ỊAx - 2 - 3. 

Giải phương trình: 8 x 3 - 36x 2 + 53x -25 = V 3x - 3. 

Giải phương trình: 8 x 3 - 12x 2 + 5x = \Ỉ3x-2. 

Giải phương trình: 2\Ịlx-l = 27X 3 - 27X 1 + 13x - 2 . 

Giải phương trình: X 3 + 3x 2 - 3\ 3x + 5 = 1 - 3x. 

Giải phương trình: 7x 2 - 13x + 8 = 2x 2 ĩỊx{ ĩ+3x - 3x 2 ). 


X X 


(xeũ ) 

(x GŨ ) 
(x GŨ ) 
(xeũ ) 
(x eũ) 
(x GŨ ) 
(x GŨ ) 

(x GŨ ) 

(x eũ ) 
(x eũ) 
(x GŨ ) 
(xeũ ) 

+ 9x-4. (xgũ) 

Giải phương trình: 3x 3 - 6x 2 - 3x -17 = 3^9(-3x 2 + 21x + 5). (x G □ ) 
Giải phương trình: X 3 + Xyfx = (x + 4)(x + 5). (x G ũ ) 

Giải phương trình: 2x 3 + X 2 - 3x +1 = 2(3x- l)\ 3.v—ĩ. (x G □ ) 

Giải phương trình: 4x 3 + X - (x + l)\/2x +1 =0. (x G n ) 

Giải phương trình: X 3 + 3x 2 + 4x + 2 = (3x + 2)^J3x + l. (x G ũ ) 

Giải phương trình: X 3 + 3x 2 + 5x + 3 = (x 2 + 3)\Ịx 2 +1. (x G □ ) 

, _ . sfx + 1—2 1 . . 

Giai phương trình: , -=-— • (x G □ ) 

^/2x71-3 x + 2 

Giải phương trình: X 3 + (2 + 3\/5-3x)x — 7-j5- 3x = 0. (x G □ ) 

Giải phương trình: 3x(2 + \Ị9x 2 +3) = (x +1)(2 + Vx 2 +2x + 4). (x G ũ ) 
Giải phương trình: 5x^25x 2 + 2 + (2x 


14 

Giải phương trình: 4x 2 + 18x + — + 27 = 3| 

X 

Giải phương trình: 8 x 3 + 8x - 4 = \Zl - 6 x. 
Giải phương trình: vỏxTT = 8 x 3 - 4x -1. 
Giải phương trình: ^3x + 4 = X 3 + 3x 2 + X - 2. 
Giải phương trình: 9x 2 - 28x + 21 = s/x-1. 
Giải phương trình: X 3 - 4x 2 - 5x + 6 = 3 ^" 2 


Giải phương trình: ( 8 x - 
Giải phương trình: X 3 + X 2 - 15x + 30 = 4{ 27(x +1) 


+ 3)\j4:X + 12x +11 + V X + 3 — 0. 
X - 1 = (2 + sfx-2)(x + 4%/x-2 + 3). 

(XGŨ) 
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BT398. 

BT399. 

BT400. 

BT 401. 

BT402. 

BT403. 

BT404. 

BT405. 

BT406. 

BT407. 

BT408. 

BT409. 

BT410. 

BT411. 

BT412. 

BT413. 

BT414. 

BT415. 

BT416. 

BT417. 

BT418. 

BT419. 

BT420. 

BT421. 

BT422. 

BT423. 

BT424. 

BT425. 

BT426. 


Giải 

Giải 

Giải 

Giải 

Giải 

Giải 

Giải 

Giải 

Giải 

Giải 

Giải 

Giải 

Giải 

Giải: 

Giải 

Giải 

Giải 

Giải 

Giải: 

Giải 

Giải 

Giải 

Giải 

Giải 

Giải 

Giải 

Giải 

Giải 

Giải 


-3 + \-3-2.v = 3x 2 - 12x +14 


(ieO) 

(iễD) 


phương trình: 

phương trình: \Ị7 -X + \Ịx-5 =x 2 - 12x + 38 

phương trình: \Ịl-x 2 + \/l + X 2 = 2 - (x G □ ) 

phương trình: Vsx 2 + 6.r + 12 + \Ỉ5x 2 +10x + 9 = 3 - 2x 2 - 4x 

phương trình: yỊĨ. - X 2 + J2 - \ = 4 - X + — I 

ỵ X 2 { xj 

phương trình: X\fx + V12 -X = 2aJ3(x 2 +1) 
phương trình: X + 2\[x + 3 + 4 \ 2 X = 


(x GŨ ) 


(ieO) 
(ieO) 
(x EŨ ) 


+ X - 3x 

phương trình: sỊx 2 + 2x + yỈ2x~ĩ = \Ỉ3x 2 +4x + l 
phương trình: \Ị3x 3 + 2 x 2 +2 + \Ị- 3x 3 + X 2 + 2 x -1 = 2 x 2 + 2 x + 2 
phương trình: \jx 2 - 2x + 3 + \jx 2 +4x + 6 = \/Ĩ7 (x G □ ) 

phương trình: \ 4x ! 1 + 2\ X ; ’ 2x ; 2 = VĨ3 (x G □ ) 

phương trình: \Ịx 2 + lOx + 74 - sịx 2 - 6 x +10 =10 (x G ũ ) 

phương trình: 2\Ịx 2 - 2x + 2 - \ị9x 2 - 6 x + 2 = -v/x 2 + 2x + 2 
•Ịx 2 -4x + 8 + ^4x 2 + 12x +10 + \9x’ -30x + 50 = 10 (xgũ) 

(x GŨ ) 


phương trình: X + yỊx-1 = \jlx 2 -lOx + 16 + 3 
phương trình: (x - l)\Ịx - 1 + n/3-x = \ 2.\fp 2x i 2 (x G ũ ) 
phương trình: (2 - x)Vx + v'3 2x = \/-x 3 + 7x 2 - 17x +15 
phương trình: xa/x + 1 + \j3-x = 2\Ịx 2 +1 (x G ũ ) 

3xa/5x-6 + >/-4x 2 Tl9x--Ĩ2 = \ 36x ' - 2x 2 - 20x + 6 (x G□ ) 

(xgũ ) 
(x GŨ ) 
(x GŨ ) 
(x GŨ ) 
(xgD ) 
(x GŨ ) 
(x GŨ ) 
(x GŨ ) 
(x GŨ ) 

phương trình: 3xa/3x + 2 + 14%/3x + 2 = 27x 3 — 162x 2 + 342x —196 


3 - 2x 2 - 20x + 6 

phương trình: 4%/x +1 = X 2 - 5x +14 

phương trình: X 2 - X + 6 = 4\/l-3x 

phương trình: X 2 -4v3x+ĩ + 2x + 7 = 2x\ 2 - X 

phương trình: 4x 2 sfx + 2 + 4\Ị3x - 2 = X 4 + 7x +10 

phương trình: 2 x\Ịx + 3 +\[x = 2x 2 +X + 2 

phương trình: X 4 - 2x 2 Vx 2 - 2x + 16 + 2x 2 - 6x + 20 = 0 

phương trình: 4x 2 + \/2x + 3 = 8x +1 

phương trình: 9x 2 - 18x = 31 - 12\ 6x 1 

phương trình: (2x + 2)\l2x - I + X 3 - 9x 2 + 33x - 29 = 0 
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§5. BẤT PHƯƠNG TRÌNH VÔ TỶ 




I. Bất phương trình vô tỷ cơ bản 

ÍB >0 


© yỊA < B <=> <1A > 0 
A<B 2 
B> 0 

© y7 < B< > A>0 ■ 
A<B 2 

© ĩJÃ>BoA>B 3 . 

© A. 2 \Ịb >0oB = 0 V 


1 1 B < 0 

y/ã b |a >0 


[ B > 0 
|A>o' 

Jb >0 

|VÃ<B 


© \/Ã > B 


<^> • 


IA > 0 
B < 0 


© V A > /ỉ < > 


V 


A > 0 


[B < 0 

ìfÃ<B<v>A<B 3 . 
>0<=>A = 0 V 


B 


ỊB>0 
A > B 2 


Ị B > 0 
A > B 2 


I A>0 
B > 0 " 


® 4ẫ>4b 


<=> < 


I B > 0 
A>b’ 


★ Nhóm bất phương trình cơ bản hoặc đưa vê dạng cơ bản 

Ví du 273. Giải bất phương trình: sỊEx-ĩ - sỊx-1 > \2x 4 (*) 

Phân tích . Phương trình có dạng cơ bản vA - X~B > \fc, khi đó ta cân đặt điêu kiện, 
rồi chuyển vê'sao cho hai vếđêu dương và bình phương lên sẽ đưa được vê các dạng cơ 
bản. Từ đó có lời giải chi tiết như sau: 

ã* Lời giải . Điều kiện: X > 2. 

(*) <=> y5.v 1 > \2.v 4 + \Ịx — 1 <=>5x-l = 3x-5 + 2g(2x 4)(x 1) 

<=> Ậ2x-4)(x-l) <x + 2 (i> <=> (2x - 4)(x -1) < (x + 2) 2 
<=>x 2 -10x<0<^-0<x<10. 

Kết luận: Giao với điều kiện, tập nghiệm bất phương trình là: X e [2;10). 


Nhân xét . Trong (ỉ) do 2 vếđêu dương nên tôi đã bình phương trực tiếp mà không sử 
dụng công thức cơ bản \fÃ < B. 

Ví du 274. Giải bất phương trình: — + yjx- 3 > -L A (*) 

\Ịx- 3 s/x-3 

ố” Lời giải . Điều kiện: X > 4. 

(*)«.ự2(x 2 -16) + x- 3>7-x<=>ự2(x 2 -16) > 10-2x (i) 


Ịx 2 -16>0 v |l0-2x>0 ịx<5 

[10 - 2x < 0 v |2(x 2 -16) > (10 - 2x ) 2 v ỊlO v 34<x< 10 ! v 34 
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<=> 


X > 5 


<=>x >10 -V 


10-^<x<5 

Kết luận: Giao với điều kiện, tập nghiệm cần tìm là X e (11) \ 34; I / ). 

Nhân xét . Trong (i) do với đỉêu kiện x>4 thì 10 -2x chưa biết dấu nên ta phải áp 


Nhân xét . Trong (i) do với điêu kiệ 
dụng đúng công thức: \[Ã > B <=> I 


A > 0 J B > 0 
B<0 v \A>B 2 ' 


1 / r* . 


Ví du 275. Giải bất phương trình: 

zx + 4 

X-—- 

v 2x-5 y 

\JlOx - 3x 2 - 3 > 0 (*) 


Lời giải . Ta có: (*) <=> 


í 2x 2 -7x~a' x 
y 2x-5 J 


<v> 




r 

1 r 

"l0x-3x 2 -3 = 0 

I ro 

II 

X 

> 

ro 

II 

X 


lOx - 3x 2 - 3 > 0 


1 


<=> 


-< x< 3 <=> 

< 

2x 2 - 7x - 4 „ 

< 

3 


\ —>0 

2x -5 


1 5 

— <x< — vx>4 




2 2 L 


- 3x - 3 > 0 


x = 3 

1 

X = - 


<=> 


X = 3 

15 ' 

-<x<ir 

.3 2 



T 1 1 
Ví du 276. Giải bất phương trình: - > 

\ 2x ' I 3x 5 2x ~ 1 


(*) 


T v . , Í 2 x- 1<0 2 x -1 >0 

/ã* Lời giải. Ta có: (*) <=> <! V i , - 

12x 2 + 3x - 5 > 0 ự2x 2 +3x-5<2x-l 




, 1 

X < — 

2 

5 w 

X <V X >1 

2 


V ■< 


2 x -1 > 0 

2x 2 + 3x - 5 > 0 

2x 2 + 3x - 5 < 4x 2 - 4x +1 


1 

X > — 

2 

<=> X < — — V ịx < V x>l<^>x<-- V 1<X<- V x>2. 


x<-~ V x>2 

2 
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( 5 r 3 r 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm là X e -oo;--T u 1;^ u[2;+oo). 

V 2) \ 2J 

Nhân xét . Trong bài giải trên, tôi đã sử dụng công thức tương tự như dạng cơ bản 

_ , 1 1 ÍB < 0 \B> 0 , 

cụ thê: —= > 2- <=> -1 _ V < ,— • Ngoài ra, có thê giải băng cách: tìm 

4Ã B \ /\ > 0 \4ã<b ■ ■ 

điều kiện và chia ra từng khoảng của điều kiện đế xác định mâu dương hay âm và 
bỏ mẫu đế đưa về những dạng cơ bản. 

★ Nhóm bất phương trình sử dụng chia khoảng & tách căn 


Ví du 277. Giải BPT: ựx 2 - 8 x + 15 + ■sỊx 2 + 2x-15 < slểx 2 - 18x +18 (*) 

Đại học Dược Hà Nội 


Phân tích . Nhận thấy các biếu thức trong căn có một nghiệm chung là X = 3, làm 
cho ta suy nghĩ đến việc tách căn, rồi đặt thừa số chung và có lời giải như sau: 


X 2 - 8 x + 15>0 

x>5 V x<3 

x 2 +2x-15>0 <=>< 

x>3 V x<- <=> 


2 

4x 2 -18x + 18>0 

X > 3 V X < -5 


(*) Ậx - 5)(x - 3) + Ậx + 5)(x - 3) < Ậx - 3)(4x - 6 ) (1) 

• Trường hợp 1. Nếu X = 3 thì (1) luôn đúng nên X = 3 là một nghiệm của (1). 

• Trường hợp 2. Nếu X > 5, suy ra: X - 5 > 0; X - 3 > 0; x + 5>0; 4x-6>0 thì: 

fx>5 íx>5 


X -3(-v/x-5 + six + 5) < -\/x-3\/4x-( 


Jx>5 jx>5 

\yjx - 3 (yỊx -5 + yỊx + 5) < \Ịx - 3\/4x - 6 [ 2 x + 2 \/x 2 - 25 < 4x - 6 

ịx>5 íx> 5 „17 r 17" 

„ <=>5<r<^-=>xe 5;22 • 

[yx 2 - 25 < X - 3 [x 2 - 25 < X 2 - 6 x + 9 3 L 3 _ 

• Trường hợp 3. Nếu X < -5, suy ra: X - 5 < 0, X - 3 < 0, X + 5 < 0, 4x-6<0: 

(1) «• ự(5-x)(3-x) + ự(-x-5)(3-x) < Ặ 3-x)(6-4x) 

< > v3 x(v5--x + yJ-x-5) < V3 X V 6 -4x 


X < -5 


s/5-x + yỊ-x-5 < Ý 6 4x -2x + 2%/x 2 - 25 < 6 - 4x 


X < -5 


íx<-5 [x<-5 [*- 5 

•»1 1 — —— <=>1 , , , „<=>1 17 <=> X < -5 => X e ( -oo; -5 • 

[yx 2 -25 < 3-x [x 2 -25<x 2 - 6 x + 9 x<y v J 

17 

Kết luận: Hợp 3 trường hợp, tập nghiệm là X e {3| u (-oo; -5] u 5;y ■ 
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Ví dụ 278. Giải BPT: s]x 2 -3x + 2 + Jx 2 -4x + 3 > 2 Jx 2 - 5x + 4 


Lời giải . Điều kiện: X <1 hoặc X > 4. 

(*) <=> Ậx - l)(x - 2) + Ậx - l)(x - 3) > 2Ậx - l)(x - 4) (1) 

• Trường hợp 1. Nếu X = 1 thì (1) đúng => X = 1 là một nghiệm của (1). 

• Trường hợp 2. Nếu X < 1 thì X -1 < 0, X -2 < 0, x-3<0, x-4<0: 

(1) ự(l-x)(2-x) + ự(l-x)(3-x) > 2ự(l-x)(4-x) 

<>vl x(y2 X i v3 x)>2\l x.\4 X < > V 2- X I V 3 - X > 2\4 X (2) 

m „ Ía/2-X <^4-X ® 1- r „ r - 

l a có: Vx < 1 ->< 2. __ 2. __ -^>\2 X I v3 x<2\4 X (3) 

[v3 - X < y4 - X 

Từ (2), (3), suy ra (2) vô nghiệm khi X < 1 . 

• Trường hợp 3. Nếu X > 4 thì X -1 > 0, X - 2 > 0, X - 3 > 0, x-4>0: 

(1) <=> y/x-l(\Ịx-2 + \Ịx- 3) > 2\ịx-l\lx-ấ <=> \fx-2 + yjx -3 > 2\Ịx-4 (4) 

m , ị\Ịx- 2 > V X 4 ® /-— /-— r - 7 

Tacó:Vx>4=><^ z I _ =>yx-2 + \Ịx-3 >2yx-4 (5) 

[yx-3 > yx-4 

Từ (4), (5), suy ra (5) luôn đúng Vx > 4, nên luôn có X G [4; 03 ). 

Kết luận: Hợp ba trường hợp, suy ra tập nghiệm là X G |lj u [4; 00 ). 

Nhân xét . Tương tự như ví dụ trước, tôi đã dùng phương pháp chia khoảng - tách 
căn. Nhưng trong (2), (4) do các biểu thức chứa X bậc nhất và đông hệ sô' nên ta dễ 
dàng so sánh và đánh giá đểkết luận tập nghiệm như đã trình bày. Nếu không phát 
hiện ra điêu này, ta có thể giải bằng cách bình phương hai vế (do luôn dương) để đưa 
vê bất phương trình cơ bản như đã trình bày ở phan lý thuyết nhưng dài dòng. _ 


Ví du 279. Giải bất phương trình: Jx 2 - 4x + 3 - \ỉ2x 2 - 3x +1 > X -1 (*) 


Ta có: Vx>4: 


>\Ịx-2 + \Jx-3 > 2%/x-4 


X - 4x + 3 > 0 

x< 1 

V x>3 

, <=> - 

1 


2x - 3x +1 > 0 

\ x -ì 

V X>1 


<ộ» Lời giải . Điều kiện: 


(*) <=> Ậx - l)(x - 3) - Ậx - l)(2x -1) > X -1 (1) 

• Trường hợp 1. Nếu X = 1 thì (1) đúng X = 1 là nghiệm của (1). 

• Trường hợp 2. Nếu x>3 thì X-1>0, x-3>0, 2x-l>0, lúc đó: 

(1) <=> ^x- ĩ(sfx -3 - sỊĩx- 1) > (\fx -1) 2 sỊx^3 - \f2x-l > \fx-l 

<=> sỊx-1 - \fx-3 < \Ì2x -1: vô nghiệm do yx-ĩ- \Ịx-3 >0, Vx > 3. 


Trường hợp 3. Nếu x ~2 thì *-l<0,x-3<0, 2x-l<0, lúc đó: 
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(1) <=> yịl - x(v3 - -V V 1 2x) > -(Vĩ- x ) 2 <>v3-.v \l--2x> —v/l - X 

<=> \j3-x + \Ịl-x > yjl-2x <=> 4 - 2 x + 2Ậ3-x)(l-x) > 1 - 2 x 

1 1 ' 

<=> 3 + 2yỊ(3 - x)(l - x) > 0: luôn đúng Vx < ^, nên luôn có X £ ^; +00 • 

2 \_2 ) 

1 ^ 

Kết luận: Hợp ba truờng hợp, tập nghiệm là X e |l| u ; +00 • 

\_2 J 

★ Nhóm bất phương trình có mẫu sô 

Đối với bất phương trình chứa mẫu số, hướng xử lý thương găp la'xét mau sõ vàkhử 
mau. Nghĩa là mẫu dương thì bỏ mẫu làm cho bất phương trình không đổi dấu , còn 
nếu mẫu âm thì bất phương trình đổi dấu. Còn nếu thật sự chưa biết dấu của nó thì 
không thểbỏ ngay được mà cân phải chia ra hai trường hợp âm, dương và bỏ mẫu hoặc 
đưa vê bất phương trình dang tích - thương và xét dấu. Do đó, khi bỏ mẫu ta can lý 
luận hoặc chứng minh mẫu đó luôn dương hay luôn âm. Công cụ để đánh giá điều nay 

thường là đưa vê các hang đang thức với: Ậax±b) 2 +c >sịc, ~Ịc-(ax + b ) 2 < sfc, 

a-(bx + c) 2 <a . hoặc sử dụng phương pháp phản chứng hoặc bất đẳng thức cô’ 

điển hoặc cực trị của hàm số,... Đểlàm rõ ý tưởng này, ta cùng xét các ví dụ sau: 


Ví du 280. Giải bất phương trình: —— ^ ^ + 3.1 + 2 > 1 

l- 2 vx 2 -x + l 


Lời giải . Điều kiện: X 2 + 3x + 2 > 0 <=> X < -2 hoặc X > -1. 

Ta có: 1 - 2\X ; ’ X : ĩ = 1 - Ậlx-l) 2 +3 < 1 - \Ỉ3 < 0, Vxeũ. 

(*) <^> 3 - 2\Ịx 2 + 3x + 2 < 1 - 2%/x 2 — X +1, (do : 1 - IsỊx 2 -x + 1 < 0) 


<=>l + \/x 2 -x + l<yx 2 +3x + 2<=>x 2 -x + 2 + 2yx 2 - x + l<x 2 +3x + 2 

x>0 f _ 

- „ , ^ X > 0 -1 + J12 

<=> V X -x + l<2x<=>lx-x + l>0 »•{ _ , _ <^>x> ——— 

, , 3x 2 + X -1 > 0 6 

X - X +1 < 4x 

(M-l ] 

Kết luận: Giao với điều kiện, tập nghiệm cần tìm là X e ———+00 • 

6 


Ví du 281. Giải bất phương trình: 


ựx(x + 2 ) 

X + 1) 3 ~ \Ịx 


x(x + 2 )> 0 ; x >0 

Lời giải . Điều kiện: < (x +1 ) 3 > 0 X > 0, suy ra: Ậx + 1 ) 3 - \[x > 0. 

J(x + 1) 3 -\fx f 0 
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(*) <=> 7*(x + 2) > Ặx +1) 3 -77 <^>x(x + 2)>(x + l) 3 -2 ^Ịx(~x + Vf + x 
<=>X 3 + 2x 2 + 2x +1 -2(x + l)7x(x +1) <0, (do:x>0=>x + l>0) 

<=> (x + l)(x 2 + X +1)-2(x + l)yx(x +1) <0 <=>(x + l)(x 2 +x + l-2\lx 2 +x) <0 

> 0 

<=>x 2 +X + 1- 2\/x 2 + X < 0 (7x 2 +x) 2 - 2\/x 2 + X +1 < 0 •£=> (7x 2 + x -1) 2 < 0 


-1 + 75,-. -1-75 


7x 2 + X-1 = 0<^>X 2 +X-1 = 0<^>X = ——- hoặc X = 


Kết luận: So với điều kiện, bất phương trình có nghiệm duy nhất X = 


75-1 


Ví du 282. Giải bất phương trình: - x ^ = > 1 (*) (ĐH. A - 2010) 

1-J2(x 2 -X + 1) 


Ta có: sj2(x 2 - X +1) = yỊx 2 + (x -1) 2 +1 > 1, suy ra: l-^j2(x 2 -x + V) <0. 

Điều kiện: X > 0. Khi đó: (*)<=> X - 77 < 1 - -J2(x 2 -x + 1) (1) 

Lờ/ giải 1 . Do X = 0 không là nghiệm của (1), nên chia hai vế cho 77 > 0: 


Lời giải 1 . Do X = 0 không là ngh 

-1 í -1 \ 

(1)<=>T7—-7-1+2 X + — -2 <0, 

7x \ V 


1 _ 1 


(1) <=> yx — ==-1+12 X + — -2 <0, (2). Đặt t = \Jx —9==>x + — = t +2. 

7x V V 7x X 

(2) ^í-1 + J2(í 2 +2)-2<0^72í 2 +2<1-Í^J 1 ” Í ^° , 

v ìí 2 +2f + l<0 Ì(í + 1) 2 <0 


./<1 . . 1 , _./T 75-1 3-75 

<=> 1 <=> f = -1, suy ra: yx —= - - 1 < > vX - —- — <=> X = —— • 

[í+ 1 = 0 7 * 2 2 


Kết luận: So với điều kiện, bất phương trình có nghiệm duy nhất X = 


3-75 


Lời giải 2 . Đặt: 1® 0 => 2(x 2 - X +1) = 2x 2 + 2(1 - x) = 2 a 2 + 2 b 2 . 

, ịa + b> 0 ịa + b> 0 

(!)«> *J2a +2b 2 <a + boị „ „ „ oa = b. 


(l)o^2a +2b <a + bo<_ - _ _<=>•! 

[2fl 2 + 2Ỉ> 2 < (rt + ỉ>) 2 Ị(fl-Ỉ>) 2 < 0 
c ./p _ 1 r_ 75-1 _ 3-75 

Suy ra: N/x = 1 - X <=> n/x = ——— <=> X = — • 


Kết luận: So với điều kiện, bất phương trình có nghiệm duy nhất X = - 
/&» Lời giải 3 . Đặt t = 77 ^ 0 thì (1) <=>\ 2r 21 2 I 2 < -í 2 + í +1 
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-t 2 +t + 1>0 


-f 2 +f + l >0 \-t 2 + t + l>0 


2 f 4 - 2 f 2 + 2 < (-Í 2 +t + l) 2 ^ |(f 2 + 1 -1) 2 < 0 ^ Ịí 2 +1 -1 = 0 

77-1 _ r 75-1 _ M 3-75 


<=> í = —-- vx = —--<=> X = - 

2 2 


Kết luận: So với điều kiện, bất phương trình có nghiệm duy nhất X = 


3-75 



Lời giải . Điều kiện: X > 0, suy ra: x 2(x' + 6x + 1 )- 1 > 72 - 1 > 0 , nên: 

(*) < > 4 77 .V < \2.V + 12x + 2 -1 <^>x-1 + 72x 2 + 12x + 2 -ấ\fx >0 (1) 

• Trường hợp 1. Nếu x = 0, thì (1) <^> 72- 1 > 0 nên X = 0 là nghiệm của (1). 

• Trường hợp 2. Nếu X > 0, chia hai vế của (1) cho 77 > 0, ta được: 

(!)<=> 7*—i= + Í2Íx + -ì + 12-4>0, (2).Đặt: t = 77—p=>x + 7 = f 2 +2. 


t <=> • 

Í4-f<0 „ 

, hoăc 

4 - í > 0 
, <=> 

1 

2 í 2 +16 > 0 

t + 8t >0 


(7x) í 8\X 1 <0,. 77<7ĩ7-4 X <33 
<=> <=> <=> 

X-1>0 X>1 X>1 


Kết luận: Hợp các trường hợp, tập nghiệm BPT là xe 0; 33-8T37ju(l; + 00 ). 
Lưu ý. Ta có thể giải (1) theo phương pháp lũy thừa. 
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Ví du 285. Giải bất phương trình: 


1 1 

— -- -j=-— 

:" 2 (.v .V í 1 ) .V \[x ỉ 


/5” Lời giải . Điều kiện: 0<x vĩ. 

• Trườnghợpl. Nếu xe[0;l| thì ^2(x 2 - X+ 1) - X = sjx 2 + (x - ĩ) 2 + 1 - X > 0 
và \Ịx - 1<0 nên (*) luôn đúng. Suy ra: xe[ũ;l| là một tập nghiệm (*). 

. Trường hợp 2. Nẽu X > 1 J'lỹ ĩ - ĩ7ĩ > - x - - x > 0 ■ 

[4x-l>0 

(*) <=> \[x - 1 > ^2(x 2 — X + 1) — X <=> X — 1 — J2(x 2 +1)-2x + ^>0 


<=>%/x—^=-12 x + — -2 +1>0, (1). Đặt í = -v/x—^==>x + —= f 2 +2. 
yx V V vx X 

/—7—r :—— ,, Íí+ 1>0 fí > —1 

(1) <=> f - V2f 2 + 2 +1 > 0 <=> v2f 2 + 2 < f +1 <=> < ' , _<z>r " 

Ịí 2 - 2 í + l <0 Ị(í- 1) 2 <0 

< > / — 1 —> V A' ! — 1 < > ( \ -V) \ X - 1 - 0 < > V X = - X = — + ^ 

4x 2 2 

Kết luận: Hợp 2 trường hợp, tập nghiệm BPT là X e [ũ; l) u 1 + 2 ^ j ■ 
Nhân xét . Ở lời giải trên, tôi đã xác định lượng \.2(x' - x + 1) - X > 0, còn 


Nhân xét . Ở lời giải trên, tôi đã xác định lượng \. 2(x' X + 1 ) - X > 0, CÒH 4x-i 
thì chưa xác định được nên chia ra 2 trường hợp \fx - 1 > 0 và yfx -1 < 0 để giải. 


Ví du 286. Giải bất phương trình: 


X + z 1 

Ì2(x* -X 2 + 1 ) -1 


.2 1,3 ^ 3 


2 ) 2 


/2(x 4 - X 2 + 1) - 1 


Lời giải . Ta có: J 2(x -X +1) -1= 2 X -2- + ^ -1 >, p -1 > 0. 


Điều kiện: X ^ 1. Khi đó: (*) <=> X + 2 > 


• Trường hợp 1. Nếu X -1 > 0 <=> X > 1 thì 

(1) <=> (x + 2)(x -1) > ^2(x 4 -X 2 + 1) -1 <=> ^2(x 4 - X 2 +1) < X 2 + X -1 

jx 2 +x-l >0 [x 2 +x-l >0 

[2(x 4 - X 2 +1) < (x 2 + X -1) 2 ịx 4 - 2x 3 - X 2 + 2x +1 < 0 

[x 2 + X -1 > 0 íx 2 +x-l>0 1 + ^JE -VV 

1 <=> X = ——2 —: thoa mãn điêu kiện. 

[(x 2 -x-l ) 2 <0 [x 2 -x-l = 0 2 

• Trường hợp 2. Nếu X -1 < 0 <=> X < 1 thì 
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-2 < X < 1 

(1) <=> (x + 2)(x -1) < ^2(x 4 - X 2 +1) -1 <=> jx<-2 <=>X<1. 

>0 y j(x 2 -x-l) 2 >0 

Kết luận: Hợp hai trường hợp, suy ra tập nghiệm là X e (-oo; 1 j u 

Nhân xét . Ở lời giải trên, tôi đã xác định lượng ^2(x 4 - x 2 +l)-l >0, còn X — 1 
thì chưa xác định được nên chia ra hai trường hợp X -1 > 0 và X -1 < 0 đế giải. 

Ví du 287. Giải bất phương trình: —=- {2x l)4x _ -< I (*) 

2\/x t (2 • \Ịx)sỊĩ X I 1 X 



/&• Lời giải . Điều kiện: 0<X<1. 

Ta có: 2\ X i (2 • vx)\ 1 X I 1 X 2\'x 1 2\ 1 X i vx.\ 1 X I (\ 1 -x)’ 

= 2 (sfx + Vl-x) + s/ĩ-x(\fx + yỊl-x) = (sfx + + -x )(2 + \Ịl-x) > 0 , Vx e[ũ;l]. 
(*) <=> ( 2 x -1) • \fx < (\fx + \jl-x) ■ (2 + a/1-x) 

< > (vx)' (\ 1 x) -\4'<(\X I V1 x)-(2 I V 1 x) 

<^>(sỉx - \Jl-x)-(4x + yjl-x)-sỊx <(\fĩc + \Ịl - x) ■ {2 + sịl - x) 

<^>(\fx -\l\-x)4x <2 + \ll-x, (do: \'x I \ I X >0, Vxe[ũ;l]Ị 

<=> X - yjx( 1-x) <2 + \Jl-x <=> X -2< Vl-x(l-x): luôn đúng Vx e [ũ; l]. 
Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của bất phương trình là X e [ũ; l]. 


Ví du 288. Giải bất phương trình: 


x ’ X 6 • 7V X - J 6 (x 2 + 5x - 2) 


x + 3-\2(x +10) 


<0 (*) 


/ã* Lời giải . Giả sử: X + 3 < y2(x 2 +10) <=> (x + 3 ) 2 < 2(x 2 +10) 

<^>x 2 - 6 x + ll>0 <^>(x-3 ) 2 +2 >0, Vx eũ , suy ra: X + 3 - \ 2(x' +10) <0. 


X 2 - x-6>0 


Điều kiện: + > 0 


<=> X > 3. Do X + 3- J 2(x 2 +10) <0 nên: 


[x +5x-2>0 

(*) <=> %/x 2 - x -6 + 7\[x - v 6 (.v + 5x - 2) > 0 

<=> sỊx 2 - X - 6 + 7\fx > \ 6 (.v +5x-2). Do 2 vế không âm nên sẽ lũy thừa: 
•£=> X 2 - X - 6 + 49x + 14^x(x 2 - X - 6) > 6(x 2 + 5x - 2) 

14Jx(x - 3)(x + 2) > 5x 2 - 18x - 6 (i) 
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o UẬx 2 - 3x)(x + 2) > 5(x 2 - 3x) - 3(x + 2) (1) 

Do với X>3=>X4-2>Ũ nên chia hai vế (1) cho X + 2 > 0, ta được: 

( 1)«14 •, - 2 - > 5 • - 2 - - 3 <=> 5 • - 2 - -14 •. - 2 - - 3 < 0 

y X 4- 2 X 4- 2 X + 2 V X 4- 2 

<v> ~ ^ 3 . Do J ỵ2 __~ 3 * >0 nên ta chỉ xét <3 

5 V * + 2 V * + 2 V x + 2 

o ' y2 ~^ X < 9 X 2 - 12x -18 < 0 <=> 6 - 3%/ó < X < 6 4- 3^6. 
x + 2 

Kết luận: Giao vói điều kiện, tập nghiệm của BPT là X e 3; 6 + 3\ (-> . 

Bình luân : Trong ví dụ trên, tôi đã dùng phương pháp phản chứng để chứng minh 
mẫu sô' X + 3 - 4 2 (x 2 + 10 ) < 0 , còn trong các ví dụ trước đã dùng phương pháp hiến 

đổi đẳng thức đưa vê dạng Ậax ± b) 2 + c > sỊc hoặc dạng *Jc-(ax + b) 2 <4c để 
chứng minh mẫu sô'dương hoặc âm. Ngoài ra, phép biến đổi (i) sang (1) và giải là rất 
quen thuộc trong giải phương trình đẳng câp dạng: oc./(x) + p.g(x) = y .Jf(x).g(x). 
Tương tự, bất phương trình: a./(x) + p.y(x) > y .yỊf(x).g(x) ta giải như sau: 

Xét g(x) = 0 giải tìm nghiệm. Với g(x) > 0, chia hai vế cho g(x), ta được: 

a ■ 4 - p > Y • M <=> a . Ẩíĩl - V. + p > 0. Đây là bất phương trình bậc 

g(x) ỵg(x) g(x) ]Ịg(x) 

hai với ẩn , > 0 mà đã biết cách giải. Thông thường thì tích f(x).g(x) chưa được 

ỵg(x) 

phân tích sẵn và a, p ta tìm bằng phương pháp đông nhất (xem lại phương pháp giải 
phương trình đẳng cấp dạng a./(x) + p.y(x) = ỵ.Jf(x).g(x )). 


Ví du 289. Giải bất phưong trình: 


-5x 2 + 7\Ị 3 - 2x i \fx 1 
X — v3 2x 4- VA’ + 2 


>1 (*) 


Lời giải . Điều kiện: 0 < X < — và X 2 - *j3-2x + \[x + 2*0. 

Xét hàm số /(x) x ; ’ \-3 2x I 4x + 2 trên đoạn 0;^ có: 

f\x) = 2x + — =L= + — != >0, Vxe 0; ^ - Do đó hàm số /(x) đồng biến trên 
V3 - 2x 2 \Ịx 12 , 


đoạn 0; ^ , suy ra: /(x) = X 2 - yỊ3 - 2x 4- sỊx + 2> /(0) = 2-^3>0. 
(*) <íi>x 4 -5x 2 í 7\ 3 2x \ \ỉx 1 > X’ \ 3 2x ! vx • 2 







khangvỉetbook.com.vn - ĐT: (08) 3910 3821 - 0903 906 848 


<=>g(x) = x 4 -6x 2 + 8sj3-2x -3>0 (1) 

Xét hàm SỐ g(x) = x 4 - 6x 2 + 8^3 -2x - 3 xác định và liên tục trên 0; ^ có: 

g'(x) = Ax 3 -12x—- =Ấ = 4x(x 2 -3)— j==- <0, Vxeío;^ • 

V 3-2x V 3-2x V - 

„ ^ r 31 

Do đó hàm SỐ g(x) nghịch biến trên đoạn 0; ^ và có g(x) > g(l) = 0 <=> X < 1. 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của bất phưong trình là X e [0;l]. 

II. Bất phương trình vô tỷ đưa vê dạng tích - thương 

Để giải bất phương trình tích hoặc thương dạng f(x) ■ g(x) > 0 hoặc ^-1-2. > 0 , ta có 

g{x) 

các phương pháp giải sau: 

• Phương pháp 1 . Xét dấu (tôhg quát nhất) 

Bước 1. Tìm mĩên xác định D. 

Bước 2. Tìm nghiệm của các phương trình: f(x) = 0; g(x) = 0. 

Bước 3. Lập bảng xét dấu của f(x), g(x) trên D, suy ra dấu của tích - thương. 

• Phương pháp 2 . Dựa vào mỉên xác định, chia trường hợp. 

• Phương pháp 3 . Dựa vào mỉên xác định đểtìm dấu của một thừa sô'. 

1. Đưa vê tích sô nhờ vào phép biến đôi tương đương 

Ví du 290. Giải bất phương trình: 2 _ ^2-x 2 < X - 1 (*) 

_ V2-X 2 _ 

Điều kiện: —Jĩ <x< \Ỉ2. . 

(*) <=> X 2 + 3x - 4 < (x - 1)\2 x' <=> (x - l)(x + 4) - (x - l)\/2-x 2 < 0 

<=> (x -l)(x + 4- \l2-X 2 ) <0 (1) 

«©* Lời giải 1 . Lập bảng xét dấu. 

Đặt: f(x) = X-1 = 0<=>X = 1 và g(x) = X + 4- sỊĨ-x 2 = 0 


< > \ 2 X = x + 4<=> 


x> -4 

X + 4x + 7 = 0 


: vô nghiệm. 
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Kết luận: Dựa vào bảng xét dấu, suy ra tập nghiệm của ( 1 ) là xe Ị \ 2 ; 1 . 

/&• Lời giải 2 . Chia truờng hợp dựa vào miên xác định. 

• Truông hợp 1. Nếu X = 1 thì (1) đúng, suy ra X = 1 là một nghiệm của (1). 

• Truông hợp 2. Nếu 1 < X < v"2 thì X -1 > 0 nên (l)^x + 4-ự^<0 
< > X I 4 < \ 2 X : vô nghiệm khi X e ịl;\fĩỴ 

• Truông hợp 3. Nếu -\fĩ < X < 1 thì X -1 < 0 nên (1) X + 4 - \ll-x 2 > 0 
<=> X + 4 > v : 2 x' <=> X 2 + 4x + 7 > 0 luôn đúng Vx e ị-\ỊĨ; 1 j. 

Kết luận: Hợp ba truòng hợp, suy ra tập nghiệm BPT là X e Ị- \2; 1 . 

/&» Lời giải 3 . Dựa vào miền xác định để tìm dấu của một thừa số. 

Ta có: X I 4 \ 2 X' > 0, Vx c ( \ 2; \ 2 ) nên (l)<=>x-l<0<=>x<l. 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm bất phuong trình là X e Ị \ 2; 1 . 

Nhân xét . Có rất nhỉêu cách xét dấu khác nhau, nhưng theo tôi với những bất phương 
trình phức tạp thường dùng nguyên tắc "mỗi ô thử một điểm". Chẳng hạn như xét 

dấu f(x) X I 4 \ 2 ,v ; thì tôi nhập vào máy tính bỏ túi: X + 4 - ^2 - X 2 và 

muốn xét dấu trong khoảng (-v2; 1 ) tôi CALC một giá trị bất kỳ trong khoảng này, 

chẳng hạn 0 được ấ-\Ỉ2>0 và để vào khoảng ây dấu +. 

Ví du 291. Giải bất phuung trình: 4x 2 + \/2x i 3 > 8 x +1 (*) 

Lời giải . Điều kiện: 2x + 3 > 0 <=> X > -^ • 


(*) <=> 4x 2 + \Ịlx + 3 - 8x - 1 > 0 <=> (1 - 2x + 4x 2 ) + (1 - 2x) + *Jĩx + 3 - (2x + 3) > 0 


<=> 


(1 2x)' (\ 2x I 3) 2 I (1 2x I \ 2x I 3) 


>0 


(1 — 2x — \/2x + 3)(1 — 2x + V2x + 3) + (1 — 2.X + \Ị 2x + 3) > 0 
<=> (1 - 2x + yj2x + 3)(2 - 2x - %/2x + 3) > 0 (1) 


/(x) = 1 - 2x + sj2x + 3 


• Khi đó: 


[y(x) = 2 - 2x - sJ2x + 3 
Cho: f(x) = 0 \j2x + 3 =2x-l<v>' 

Cho: g(x) = 0 o \ 2x i 3 = 2 - 2x ị 


<tí>x = - 

2 4 


_ 1 

x> 2- 

2 


2x - 3x -1 = 0 
x< 1 

4x 2 - lOx + 1 = 0 


3 + ^7 


<^>x = - 


5- 
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Bảng xét dấu 


5 V 21 


3 + ^/Ĩ7 


f(x).g(x) /ỵ/ỵ/yị//, + 0 - 

4 ; / 3 5-J 

Kết luận: Dựa vào bảng xét dấu, suy ra le ^ 


3 ! v"Ĩ7 . 
u ———;+00 
4 


Ví du 292. Giải bất phuơng trình: X - 3\ 2 X 2 + 2x 2 \/2-x 2 > 


Lờj giải . Điều kiện: —v /2 < X < \fĩ. 

(*)<^>x>(3-2x 2 )%/2-x 2 <=>x> (\2 ,r ; )' +(l-x 2 ) • ^2-X 2 

< >(\2-X 2 ) 3 + (1 -X 2 )\2-X 2 - X < 0 

<>(\2 X 2 )' x’\2 .y' I (\ 2 x ; ’ x)<0 

<=> (\2 X')■ -X 2 \2 x’ I (\2 X T x)<0 

< > ( \ 2 - X 2 - x) • (\ 2 - X ’ + x) • \Ỉ2-X 2 + (V 2 x ; ’ - x) < 0 
<=> (\2 .r’ - x) • (3 -X 2 + x\Ịl-x 2 ) < 0 

< > \-2 - .r’ - X < 0, Ị do: 3 - X 2 + X\ỊĨ - X 2 >0, Vx G —72; >/2 Ị 

r-- _ íx>0 íx>0 

o\J2-x <XO< „ „<=>•{ _ <=> X > 1. 

[2-x <x 2 [x<-l V X>1 

Kết luận: Giao với điều kiện, tập nghiệm bất phuong trình là X s 1; sỊĨ . 


Ví du 293. Giải bất phuong trình: (4x 2 - X - 7) \jx + 2 > 4x - 8x 2 +10 (*) 

/&* Lời giải . Điều kiện: X > -2. 

(*)<^>(4x 2 -X-7)ựx + 2 + 2(4x 2 -x-7)>2(x-2) 

<^> (4x 2 - X - 7)(ựx + 2 + 2) > 2[(ựx + 2) 2 - 4] 

(4x 2 -X- 7)(7x + 2 +2)>2(ựx + 2 + 2)(ựx + 2-2) 

<=>4x 2 -x-7>2(n/x + 2-2), (do: %/x + 2 + 2 >0, Vx>-2) 

<=> 4x 2 > X + 3 + 2\Ịx + 2 <^> (2x) 2 > (\/x + 2 +1) 2 

<^>(2x) 2 -(7x + 2+l) 2 >0^(2x-1-7x + 2)(2x + 1 + 7x + 2)>0 (1) 

Đặt: /(x) = 2x-1 -\/x + 2 và y(x) = 2x +1 + 7x + 2. 
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Cho f(x) = 0<=> yỊx + 2 = 2x -1 <=> < x 2 ox = . 

4x 2 -5x-l = 0 8 

1 

Cho g(x) o y/x + 2 = -2x - 1 = 0 < 2 <=>x = -l. 

4x 2 + 3x -1 = 0 


Bảng xét dấu 


X 

—00 —! 

, . 5 + ựiĩ 

2 -1 --- 4-00 

8 

/(*) 

Y////////S 

-0 4- 

g(x) 

yỉyyyyỵỵỵy 

0 + + 

f{x).g{x) 

sổổổổổổY/y. 

+ 0 - 04 - 


Kết luận: Dựa vào bảng xét dấu, suy ra X e [-2; -l) u ; +00 

2. Liên hợp đưa vê tích sô khi giải bất phương trình 

6r 2 _ f - 

Ví dụ 294. Giải bất phương trình: — . -- > 2x + \ỊX - 1 - 1 (*) 

(\ 2 x • 1 + 1) 2 

Đề thi thử Đại hoc năm 2013 - Chuyên Phan Bôi Châu - Nghê An 
Lời giải . Điều kiện: X > 1, suy ra: V 2x ! 1 -1 + 0. 

> 2x + \fx-l -1 <=>X- 3y/2x +1 + 4 > \fx-l 
4x 

(2x +1) — 3^2x + 1 4-> (x — 1) 4 - vx ĩ" 4 - 

r _ g\ 2 r _ ị \ 2 _ 3 _ ị 

'w' \J2x 4- 1 — — > \ỊX 1 4- — sỊĩx 4- 1 — — > V X 1 4- — 

2 2 2 2 

do: \ 2x i 1 - ị > 0, \/x — 1 4 - 4 > 0, Vx > 1 

2 2 J 

<=> v2x i 1 > \Ịx-l 4 -2 <tí>2x 4 -1 > X 4 -1 4 -4-\/x-l <=> 4\ X 1 < X-2 

<=> J „ _ _ _ _ <^> X > 10 4- ấyỊE. 

[x - 20x 4 - 20 > 0 

Kết luận: Giao với điều kiện, tập nghiệm BPT là X e (10 + 4^5;+oo). 


Ví du 295. Giải bất phuơng trình: 4(x 4 -1 ) 2 < (2x 4 -10)(1 - V3 + 2x ) 2 (*) 

Đ'ê thi thử Đại học năm 2013 - Chuyên Thoại Ngọcỉĩâu - An Giang 
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«©* Lời giải . Điều kiện: 3 < X < 8. Khi đó: \/x-3 + V8 X > 0. 

(*)^ (lv II)v ^ — ‘' >2x-11 ^(2x- 1 1)\X~1 >(2x-11X^3 + \8 x) 
VX-3+V8-X 


<=> (2x - ll)(>/x--ĩ -\Jx-3-^Ì8-x)>0 (1) 

Đặt: /(x) = 2x-ll và g(x) - VX 1 vx 3 • V 8 X. 
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Bình luân . Sai lãm thường gặp của học sinh là đơn giản đi lượng ĩx - 11. Rõ ràng 
Vx e[3;8] thì ta chưa xác định được dấu của 2x-ll nên tôi đã dùng phương pháp 

tôhg quát nhất là xét dấu để giải sau khi đưa vê dạng tích sô'. Nếu không làm như thế 
thì ta có thể chia ra từng trường hợp để bỏ đi lượng 2x-ll. 

Ví du 298. Giải bất phương trình: \Jx + 2 + X 2 - X - 2 < Vsx - 2 (*) 

Đê thi thử Đại học năm 2014 - THPT Nghi Son - Thanh Hóa 

Nhân xét . Các kỹ thuật tách - ghép, ghép hằng sô', ghép bậc nhất, tìm nhân tử bậc 2, 
bậc 3 bằng Casio,... làm cho xuất hiện thừa sô'chung sau khi nhân liên hợp của giải 
phương trình vô tỷ đêu áp dụng được cho bất phương trình vô tỷ. Ớ ví dụ này, nhận 
thấy rằng (x + 2)-(3x-2) = -2(x-2) và phân tích X 2 -x-2 = (x + l)(x-2) có 
nhân tử chung X - 2 nên ta sẽ tiêh hành ghép 2 căn thức lại với nhau để liên hợp. 

/ã* Lời giải . Điều kiện: 2x-3>0<=>x>^- 

(*) <=> (yfx + 2- \Ị3 x - 2) + x 2 -x- 2<0<^> - + (x + l)(x-2) <0 

yX + 2. + ■%/ 3x — 2. 

2 

<=>(x-2)- — . r + X +1 <0 (1) 

y yX + 2 + y3x — 2 

2 r 3 ^ 

Xét hàm số f(x) = — . r +X + 1 trên ^-;+co có: 

^/x7 2 + S^Ĩ 12 

1 3 



Do đó hàm SỐ /(x) luôn đồng biến trên 
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2 _ 21 10 -; 
Suy ra: X > ^ <=> f(x) > f 

v3 1 3 / ó 


> 0 nên (1) <=> X - 2 < 0 <=> X < 2. 


Kết luận: Giao với điều kiện, tập nghiệm của bất phuơng trình là: X G ^ ; 2 • 

Bình luân . Trong đánh giá f(x) > 0, tôi đã sử dụng kết quả: "Nẽu hàm số f(x) luôn 
đôhg biển trên D thì f(x) > f(a) <=> X > a, V x,a e D. Nêu hàm số f(x) luôn nghịch 
biên trên D thi' f(x) > f(a) <^>x<a, Vr,«eD". 


Ví du 299. GiảỉBPT: (2 Wx 2 -2x + 5)(x + T) + 4x%/x 2 +1 <2xn/x 2 -2x + 5 (*) 

Đề thi thử Đại học năm 2014 - THPT Nguyễn Khuyến Tp. HCM 


Phân tích . Nhận thấy nếu chuyển vếvà rút: 2x(2yx +1 - \Ịx - 2x + 5) và liên hợp 
2 căn thức này sẽ xuất hiện nhân tử x + 1 và có lời giải chi tiết như sau: 

/&• Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=> (x +1)(2 + 4x 2 -2x + 5) + 2x(2%/x 2 +1 - Vx 2 -2x + 5) < 0 

(x +1)(2 + \Ịx 2 -2x + 5) + 2x- Ị- 3 ' y2 + Zl '~ 1 - <0 

2y X 2 + 1 + y X 2 - 2x + 5 

«■ (x +1)(2 + 4x 2 - 2x + 5) + J=^- 1) , (3 ; T = — <0 


2\Ịx 2 +1 + \Ịx 2 - 2x + 5 


(X + 1) 2 + y X — 2 X + 5 + 


6x -2x 

/x 2 +1 + Jx 2 -2x + 5 


Doi 2 + y X — 2x + 5 + 


6x -2x 


X + 1 + VX — 2x + 5 


4%/x 2 +1 + 2\x 2 ~- 2x + 5 + 2Ậx 2 + l)(x 2 - 2x4-5) + (7x 2 -4x + 5)>0 

2 ^fx 4- 1 + \fx~ — 2x 4- 5 
Suy ra: (1) <=> X + 1 < 0 <=> X < -1. 

Kết luận: Tập nghiệm của bất phuơng trình là X e (-oo;-l]. 


Ví du 300. Giải bất phuơng trình: \Ịx 2 + 2 


Phân tích . Nhận thấy nếu là phương trình thì sẽ có một nghiệm x = l. Do đó, ta sẽ 
ghép để sau nhân liên hợp xuất hiện thừa sô' chung x-\ trong bất phương trình đưa 
vê dạng (x -1) • f(x) < 0. Đa số trường hợp thì ta xác định dấu của f(x) roi bỏ nó mà 
ít giải bất phương trình dạng tích. Vì vậy cần tìm mỉên xác định của bài toán chính 
xác để đánh giá f(x) dễ dàng. Ta có (*)<=> \/x 2 + 35 - 4ĨC 2 + 24<5x-4 và luôn có 
\Ịx 2 + 35 - sỊx 2 + 24 >0, Vx e □ , nên đểBPT có nghiệm thì vếphải 5x - 4 > 0. 


/&» Lời giải . Điều kiện: 5x-4>0<=>x>^- 
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(*) <=> (sjx 2 + 35 - 6) - 5(x -1) - (vx 2 + 24 - 5) < 0 

r 2 — 1 y 2 — 1 

<=> f== -5(x -1 )— !==== -<0 

yx 2 +35 + 6 yx 2 +24 + 5 

, 1 x + 1 x + 1 _) „ 

<=>(x-l)- , - -5 <0 

\ỵX +35 + 6 a/x + 24 + 5 y 

/ \ 

<>(.v 1)- (x — 1) • u.---5 <0 

v yx + 35 + 6 yx + 24 + 5 y 

. ... (v/x 2 + 24 - \Ịx 2 +35-1) c 

<=> (x — 1) • (x +1) • — — --5 <0 

(ví 2 + 35 + 6)(yx 2 +24 + 5) 


4 |x + l>0 

DoVx>2+< r—- Ị— - , suy ra f(x)<0 nên (1)<^X-1>0<Í^X>1. 

5 Ị\/x 2 + 24 - \Ịx 2 + 35 < 0 y 7 

Kết luận: Giao với điều kiện, tập nghiệm của bất phương trình là: X e (l; + 00 ). 


w3ỠĨ. Giải bất phương trinh: six-9 + 2x 2 + 3x < y5x-' 


P/tÂH líc/t . Nhẫp \Ịx - 9 + 2X 2 + 3X - V5X -1-1 UỒ 0 máy fín/z và bấm shift solve , 
cho đươc X = 1. Để kiểm tra phương trình coh nghiêm hay không, ta sửa lai cầu trúc 
của máy tính: (\jx~9 + 2X 2 + 3X - V5X -1 -1): (X -1) và bấm shift solve thì máy 
tính cho ta kết quả Can 't Solve, chứng tỏ phương trĩnh đãhẽt nghiêm. Tư'đó, ta có thể 
khang đinh phương trình cómôt nghiêm nên g hép hằng sô'với căn để liên hợp . Tức 

ghép: (sjx - 9 - a) + (P - \Ì5x -1) + 2x 2 +3x-l+a-p=0 với hai số a, p thỏa mãn: 

a = \/x - 9 = ị/ĩ - 9 = -2, p = \Ỉ5x^ĩ = \ỊKĨ^Ĩ = 2 (thay thể giá tri nghiêm X = 1 

vào từng căn) và có lời giải 1 chi tiết như sau: 

„ 1 
Điểu kiên: 5x-l>0<=>x>-r‘ 

5 

/&* Lời giải 1 . Nhân liên hợp thông thường. 

(*) <=> (^/x - 9 + 2) + (2 - ự5x -1) + 2x 2 + 3x - 5 < 0 

o __-- - , 5(x ~ 1 ) + (*-l)(2x + 5)<0 


+ 2.X + 5 <0 


x-9) -2yx-9 +4 v 5x 1-2 


<=> (x-1) 


(%/x-9 -l) 2 +3 ự5x-l+2 


Vơ'i X>-J, suy ra: — 
5 í 


1 5 5 2 

■- -—-- .—— - +2x+5>-^+±+5>0 (2) 

‘x -9 -1) 2 + 3 V5X-1 + 2 2 5 


Từ (1), (2), suy ra: X - 1 < 0 <=> X < 1. 
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Kết luận: So với điểu kiên, tập nghiệm bất phương trinh la' X e 2-; 1 

5 


rả» Lời giải 2 . Truy ngược dấu. 

(*)<=> ^/x - 9 - \/5x -1 + 2x 2 + 3x -1 < 0 


<=> 2(yx - 9 + 2) + y5x - 1( V5x - 1 - 2) + 4x 2 + X - 5 < 0 

X — 1 5(x-lW5x-l . 

. — , -+ v , -+ (x - l)(4x + 5) < 0 

(\Jx-9) 2 -2%/x-9+4 vãx 1 • 2 


<=> (x — 1) • 


X - 9 -1) 2 + 3 + a/5x -1 + 2 


+ (4x + 5) <0<=>X-1<0<=>X<1. 


Kết luận: So vơi điểu kiên, tập nghiệm bất phương trinh la' X e 2-; 1 

5 


Ví du 302. Giải bất phương trình; (x + l)\[x + 2 + (x + 6)yjx + 7 > X 2 + 7x +12 (*) 

Đai hoc khôĩ D năm 2014 

Phân tích . Nẽu làphương trĩnh , nhâp: (X + l)\/x + 2 + (X + 6 )\fx + 7 > X 2 + 7X +12 
ơồ bữhí shift solve thì cho ta nghiệm X = 2. Đôĩ với bất phương trình thì sẽ có nhân tử 
chung dang (x - 2)./(x) > 0. Muốn kiểm tra xem còn nghiêm hay không , ta sửa lại 

cấu trúc : ((X + l)ựX + 2 + (X + 6)ựX + 7 - (X 2 + 7X +12)): (X - 2) và bấm shift 
solve thi máy tỉnh cho Can 't Solve, chứng tỏphương trĩnh hết nghiêm . Khi đó ghép 
các căn với hằng sô' a, p dạng (x + l)(\Ịx + 2 -a); (x + 6)(\Jx + 7 - P) và liên hợp, 

với a, p được tĩm bang cách thể nghiêm vào căn: a = \-’2 ì 2 = 2, p = sỊl + 7 = 3. 
Điểu kiên: X > -2. 

Lời giải 1 . Nhân liên hợp thông thường. 

(*) <=> (x +1 )(yfx + 2 - 2) + (x + 6)(ựx + 7 - 3) - (x 2 +2x-8)>0 

(x +1) • — 7 ==^-h (x + 6) • J-- 2 -(x-2)(x + 4)>0 

•\fx + 2 + 2 ■>/ X + 7 + 3 

<=> (x - 2) f -=^2— + —- X - 4 Ì > 0 (1) 

Vvx + 2 +2 yx + 2 + 3 y 

X +1 x + 6 . x + 1 x + 6 . x + 12 „ w ^ _ 

Do , -+ , - x-4<—— + — - x-4 =- —— < 0,Vx > —2. 

Vx + 2+2 4x^7 + 3 2 3 6 

Nên (1) <=> X - 2 < 0 <=> X < 2. 

Kết luận: So VƠI điếu kiện, tập nghiệm cua bất phương trinh là X e [-2; 2 ] • 

/&• Lời giải 2 . Truy ngược dấu. 

(*) (x + l)(x + 4 — 3%/x + 2) + (x + 6)sfx + 7("\/x + 7 — 3) + X + 3x — 10^0 
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X + 4 + 3y X + 2 


X + 7 + 3 


- + (x-2)(x + 5)< 0 


/ (x + 1) (x + 6 )v X + 7 _ n _ 

++ (x— 2) - , H- , -b X + 5 < 0 ++ X < 2. 

X + 4 + 3\ x + 2 "y X + 7 + 3 

> 0, V X > - 2 

Kết luận: So với điếu kiện, tập nghiệm của bâ't phương trinh là X G [-2; 2] • 


Ví du 303. GiảiBPT: (x + 


■n/x + 3 ^ 3x + 14x +13 (*) 


4x+5>0 ^ 5 

Lời giai. Điêu kiên: ! <=>*>-—• 

ỗ • X + 3 > 0 4 


(*) <íi> (x + I)(v4x + 5 - 3) + 2(x + 5)(y X + 3 - 2) > 3x + 7x -10 

. 4(x + l)(x-1) . 2(x + 5)(x -1) ^ 

<=> , _ - 1 + - = - > (x - l)(3x +10) 

\ 4.V ỉ 3 ỉ 3 V A' ỉ 3 ỉ 2 

, J 4(x + l) 2(x + 5) . + - 

<=>(x-l) 1 I v - ~ 3x -10 >0 

V4x + 5 + 3 yx + 3 + 2 


4(x +1) . 2(x + 5) 4(x + l) . 2(x + 5) 0 „„ 2x + ll n 

Do , ' + , ' -3x-10< + 2 + > -3x-10 = - —2—<0, 

v4x + 5 + 3 V X + 3 + 2 3 2 6 


với mọi X > -— nên (1) <=> X- 1 < 0 <=> X < 1. 

4 

_ ^ . r 5 

Kết luận: So vớỉ điểu kiện, tập nghiệm của bâ't phương trinh là X e “ ; 1 • 

Bình luân . Do sử dụng Casio, tìm được nghiệm duy nhất là X = 1 nên sẽ ghép hằng sô' 
để liên hợp. Bạn đọc có thể sử dụng truy ngược dấu như ví dụ trước để giải. _ 


Ví du 304. GiảiBPT: (x + 


x + 2 >16x 2 + 14x + 2 (*) 


/ã* Lời giải . Điểu kiện: X > - 2- • 

(*) ^ (x + l)(v2x ! 3 -2) + 2(3x + l)(ự4x + 2 - 2) > 16x 2 - 4 
_ (x + l)(2x-l) , 4(3x + l)(2x-1) 


Zx + 3 + 2 


v/4x + 2+2 


■ - 4(2x - l)(2x +1) > 0 


<=>( 2 x-l) 


X +1 4(3x + 1) D 

+ r v ' — -8x-4 >0 
2x + 3 + 2 v4x + 2 + 2 


^ X +1 4(3x + l) _ , x + 1 4(3x + l) _ . 

Do . -+ / ~-8x-4<——+ v + - 8 x - 4 = - 

y2x + 3 + 2 y4x + 2+2 2 2 

1 „ ^ 1 

mọi x>-~- nên ( 1 ) <=> 2 x -1 <0 <=>X < - 7 ■ 

2 2 


3x + 3 


<0 với 
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Kết luận: So với điểu kiện, tập nghiệm cua bâ't phuơng trinh lax e _ 2'2 



Ví du 305. Giải bất phuơng trình X 3 + 2x - (x 2 + 



Phân tích . Sử dụng Casio, tìm được nghiệm x = l. Tiêp tục kiểm tra phương trình 

còn nghiệm hay không, ta nhận được thêm một nghiệm nữa là x = l. Tức phương 

trình có nghiệm kép, nên bất phương trình sẽ có nhân tử (x - 1) 2 . Từ đó có tách ghép 

và lời giải chi tiết như sau: 

.,. _ 1 
/&• Lời giải . Điểu kiện: 2x -1 > 0 ++ + > — • 

(*)<=> x(x 2 +1)- (x 2 + l)\.2x-1 I (x v2x’ -x)<0 


(x + l)(x - \Ị2x - 1 ) + (x - \j2x - x) < 0 

. , 2 . .. x 2 -2x + l . x 3 -2x 2 +x 

(x 2 + 1 )- _ + —- < 0 

X + V2X-1 X 2 + X\j2x 2 — X + ịj(2x 2 — x ) 2 
( 2,1 „ > 

, «2 x +1 X 

<=>(x-l) — +—- . — -7 <c 

^x + y2x-l X 2 + x-y 2x 2 — X + -y(2x 2 — x ) 2 y 


Do: Vx > 2-, suy ra: 


X 2 +1 


2 X ! \2x 1 X 2 + x^2x 2 - X + ^/(2x 2 - x) 2 

Nên (1) (x - 1) 2 < 0 X -1 = 0 <^> X = 1. 

Kết luận: So vơi điểu kiên, bất phuơng trình có nghiệm duy nhất X = 1. 



Ví du 306. Giải bất phuơng trình \ 2x 11 - \/2x 2 -lóx + 28 > 5 - X 



T v . _ 2 x -11 >0 ^ 11 

Lời giai. Điếu kiên: ! <» X > — • 

■ [2x 2 - 16x + 28 > 0 2 

(*)<=> |\/2jc -11-(*-5)1 + (2x-10)-\/2x 2 - 16x + 28 >0 

_ 2x-ll-(x-5) 2 ị (2x-10) 2 -(2x 2 - 16x + 28) >n 
V2x 11 i X 5 2x 10 • v2x’- lhv I 28 
-X 2 + 12x - 36 É 2x 2 - 24x + 72 _ 

<=> , - -+-—-— r 0 

y2x-ll + X-5 2x-10 + y2x 2 - 16x + 28 


-(x-6) 2 

<=> , v = -2 -+ - 


2(x-6) 2 


Zx-ll + X-5 2x-10 + y2x 2 - 16x + 28 


<^>(x-6) 2 


2x -10 + V 2x 2 - 16x + 28 v2x 11 i X 5 
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, „2 2v2.v 11 • \2x’ - lò.v i 2<s 

< > (-V 6) • F - — - - > 0 


^ r / — 1 , 

2(x - 5) + yỊlx 2 - 16x + 28 .( s/2x -11 + X - 5) 
<=>(*- 6) (2\ 2.V -11 - Ạx 2 - 16x + 28) > 0 


Do: 2(x-5) + \Ịlx 2 - 16x + 28 >0, sỊlx -11 + X -5 > 0, Vx > ^- = 5,5 


(x - 6) 2 (-2x 2 + 24x - 72) 


:>0 <=>-2(x- 6) 4 > 0 <=> (x - 6) 4 < 0 <=> X = 6:TMĐK 


2y2x -11 + y2x - 16x + 28 

Kết luận: Bât phương trìn h có nghiệm duy nhất là X = 6. 


Ví du 307. GiảiBPT: (x + : 


Phân tích và lời giải 1 . Sử dung Casio, tìm được hai nghiệm x = 0, x = l, nênbãt 
phương trĩnh sẽ có nhân tử chung dạng x(x -1) = X 2 - X. Do đó sẽghép bậc nhất với 

căn thức để liên hơp dang: (x + 1). V 3x i 1 -(ax + b ) ,2. (cx + d)-\Ịx 2 - x + 1 với 


a, b thỏa mãn hệ: 

Ịra 

phương trinh: < 


- = 1 = ax + b = b 

ífl = 1 

=>G - 

= 2 = ax + b = a + b 

|b = l 

= 1 = cx + d = d 

c = 0 


= l = cx + d = c + d 

d = l 

V 


- yx 2 - X + 1 với 

1 , 

rà c, d thỏa hê 
-1 7 


_ 1 
Điếu kiên: X > -—• 

3 

(*) <=> (x +1) \j3ỵ +1 — (x +1) + 2(1 — Vx~ — X +1) 

(x + l^ + x) + 2(-x 2 + x )_ + (x 2 _ x){x + 4) > 0 

y 3x +1 + X +1 vx 2 —x + 1+1 


+ x 3 +3x 2 -4x >0 


(-X 2 + x) 


X 4-1 2 , _ 

-+ , —-X - 4 >0 

3x +1 + X +1 vx 2 — X + 1 + 1 , 


r 4-1 9 r + 1 1 

Do -+ -X-4< ——4 + 2- x- 4 = -x-l<0, Vx>-^- 

V3x +1 + X +1 \Ịx 2 -x + 1 + 1 x +1 3 

(1)<=>-X 2 + x<0<íí>x<0 hoặc X> 1. 

1 

Kết luận: So vớĩ điểu kiện, tập nghiệm BPT là X e -^;0 u [l;+oo). 

Phân tích và lời giải 2 . Với mong muốn biểu thứcf(x) trong (x 2 -x)./(x) sau khi 
liên hơp luôn dương , ta có thể truy ngược dãu của các biểu thức liên hơp, cụ thể 
2(1- \/x 2 — X +1) đổi thành: 2\jx 2 - X +1 (\Ịx 2 - X +1 -1) và \/3x + l -(x + 1) thành 
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v3x I 1(.Y +1 - V 3x ! 1) sẽ khắc phục được công đoạn đánh giá Ị (x) phức tap. Tư'đó 
có lời giải 2 chi tiết như sau: 

(*) <=> 2\Ịx 2 - X + l(\Ịx 2 - X +1 -1) + ^/3x + l(x +1 - %/§x +1) + X 3 -x>0 

2(x 2 -xWx 2 -x + 1 (x 2 -xW3x + l ,2 V, 

«• - - 7 =-+ -- 7 + (x - x)(x +1) > 0 

\/x 2 -x+1+1 x + l + y3x + l 

. /..2 \ í 2 Ax 2 -x + 1 V 3.V i 1 A . , , [x < 0 

<=>(x -x)- 7 — H - , - + X +1 >0<^>x -x>0<^> 7■ 

Ụx 2 ~x + 1 + 1 X + 1 + V3X + 1 J 

.. _ ^ 1 _ 2\fx 2 — X +1 . ự3x +1 , - 

Do Vx>-^, suy ra: , =— + , = + X +1 > 0. 

3 \ .V X I 1 í 1 -V 1 1 i V 3.V • 1 

1 

Kết luận: So vói điểu kiện, tập nghiệm BPT là X e - Ty 0 u [l;+oo). 


Ví du 308. Giải bất phuung trình: \j2x 2 +11X + 15 + \lx 2 + 2.r - 3 > X + 6 (*) 


/&• Lờ/ giải . Điểu kiện: x<-3 hoặc X>1. 

(^) 'w> 2\l2x + llx + 15 + 2\fx + 2x — 3 ^ 2x + 12 


^ ^2ự2x 2 + llx +15 - (2x + 9)” + 2sịx 2 + 2x - 3 - 3 

4x 2 +8x-21 4x 2 +8x-21 

<Í5>— =-+ — 7 :->0 

2y2x~ + llx +15 + 2x + 9 2gx~ + 2x — 3 + 3 


2yx +2X-3-3 >0 


(4x 2 + 8x - 21) 


1 1 

2^2x~ + llx + 15 + 2x + 9 2\Ịx~ + 2x — 3 + 3 

1 . 


>0 ( 1 ) 


Do — -+ — . — -> 0 nên (1) 4x 2 + 8 x - 21 > 0 

2y2x 2 +11X + 15+ 2x + 9 2yx 2 +2x-3+3 

7 , _3 

<=>x<- — hoặc x> —• 

2 2 

^ ^ ; 7 71 [3 7 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của BPT là X e - 00 ;-L u 2 ; +00 J' 

^ . 7 3 

Nhân xét . Do sử dụng Casio, tìm được X = X = nên có /Ác/z y/íép n/ur /rền. 


w du 309. Giải bất phuong trình: 2, 


X + X + 1 


+ x 2 -4< 


Đ'ê thi thử Đại học 2013 lân 2 - Chuyên Nguyễn Quang Diệu - Đông Tháp 


Phân tích . Sử dụng chức năng table của Casio, tìm được nhân tử X 2 -3 nên có tách 
ghép đểliên hợp và có lời giải chi tiết như sau: 

/&• Lời giải. Điều kiện: X > -4. 
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, , _ fx 2 + X + 1 - ] 2 o ^ 2 2- gx 2 +] 

(*) <^> 2 . -— -1 + X 2 - 3 <-= -1 = —— 2—— = - 

V X + 4 \ Y 2 -4-1 ^/r 2 -I-1 


X + X +1 ^ 

»2 x + 4 =-+ x 2 -3< 

|x + X + 1 


4-(x 2 +1) 


/x 2 + 1(2 +yx 2 +] 


2(x 2 -3) 


+ (x 2 - 3) + 


(x 2 -3) 


<=> (x 2 - 3) 


<»4> fei + 1 


Jx 2 +1(2 + Vx 2 +: 


s/x 2 + 1(2 +yx 2 +: 


> 0, V X > -4 


<=>x 2 -3<0 <=>x<-^ V x> \ 3. 

Kết luận: Giao với điều kiện, tập nghiệm của phương trình là X e - 


Wjfa 310. Giải bất phương trình > —-— (*) 

2x-3 X -x-2 

Đ'ê thi thử TN. THPT Quôí Gia 2015 - TT. Hoàng Gia, Tân Phú, Tp. HCM 


Lời giải . Tập xác định: D = [0;3] \Ị^;2|- 


2x-3 


(*) o-- —— — > ———-<=> ——— > ———- (1) 

(2x 3)(\X!N/3-x) x' - X 2 4x + ^3-x -V’ - X 2 
Do \[x + \Ỉ3 - X >0, Vx G [ũ; 3 ], nhung dâu X 2 - X - 2 chưa xac đinh đượ c la' 
dương hay âm trên đoạn [ũ;3], nên ta chia ra hai trưohg hợp: 


• TH 1 . Nếu 


>0, Vxe[0;3j, nhung dâu X -x-2 chưa xac đinh đ 
trên đoạn [0;3], nên ta chia ra hai trưohg hợp: 
x 2 -x-2<0 xe(-l; 2 ) 

*e[0;3]\|5;2Ị~j^[0;3]\|f;2Ị~*d 0 'hỊĩ}- 

1 „ 1 

LÔn đung do: ( 1 ) <=> —=— , > 0 , —— -< 0 . 


Lúc đó (1) luôn đung do: (1) <=> —=— . > 0, ——-—— < 0. 

V X + y 3 - X X - — X — 2 


• TH 2 . Nếu 


X 2 - X - 2 > 0 
xe[0;3]\||;2| 


3 ì <=> X e (2;3] thì (1) <=> X 2 -X- 2 > \fx + \Ỉ3-X 


(x 2 -3x + 1)+ (x-1 )-\Ịx + (x-2)-\Ị3-x |>0 
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,2 ~ x 2 -3x4-l x 2 -3x4-1 - 

<=> (x -3x + l) + - — ~ 4- , > 0 

x -1 + sỊx x-2 + \I3-x 

- ( 1 1 N 

(x — 3x + 1) 1 4-^ 4- , > 0 

V x-l + \Ịx x-2 + sỊ3-x J 

>0,Vje (2;3J 

i X 2 • 1 > 3.V 3 + JE 

<=>< .7.. <=> ' <x<3. 

[xe(2;3] 2 

3 ^ ^ 3 3 4“ yịs 

Kết luận: Hợp hai trưohg hợp, tập nghiệm la' X e 0+ u -7;2 Iu —;3 • 

1 2 J \ 2 J { 2 

Nhân xét . Để có biến đổi sang (i), tôi đã sử dụng chức năng table của Casio để tìm 
lượng nhân tử X 2 -3x4-1, từ đó có cách tách ghép và liên hợp như trên. 


w du 311. Giải bất phương trình: 


X 4- 1 4- X 4- 3 


/&• Lời giải . Tập xác định: D = [-1;9] \ ịoỊ, suy ra: 3%/x-i-T 4-X 4-3 > 0. 

• 3 \lX 4- 1 4- X 4- 3 = (\jx 4- 1)" 4- 3>/x 4- 1 4- 2 = ("s/x 4- 1 4- l)("\/x 4- 1 4- 2) 
Ta CÓ:]* x-3 = (^/x7ĩ) 2 -2 2 =(^/x7ĩ-2)(^/x7ĩ + 2) 

• X = (\Ịx + ĩ) 2 - l 2 = (-v/x 4- 1 - l)(Vx 4- 1 4-1) 

(vx- 1 2)(VX! 1 i 2) 2x9 X / , 2 é 


( ^ WX+£-Z)WX + l ± Z^ _2V9-X 

(vx“T • ÌXVĂTT * 2) {4x +Ĩ-1)(^C+Ĩ4-1) 4x+ĩ-i 

Do ta chưa xac định được dấu cua \Ịx + l -1 nên se' chia ra hai trưohg hợp: 

• Trường hơp 1 . Nếu I 1 > ® <=> Ị x 0 <=> 0 < X < 9, thì: 

Ị-l< X < 9, x^O [-1 < X < 9 

(1) <=> (yịx 4- 1 - 2)(4x 4- 1 -1) > 2\. 9 - X <=> X 4- 3 - 3 yjx 4- 1 - 2\-9 - X >0 
«• V-V i 1 (\ X : 1 3) + 2(1 N 9 X) > 0 <=> + 2(x ~ 8) > 0 


<»(x-8) 


ỵi + 1+3 1 + 'V 9 — X 

■s/x+I . 2 ì .. íx-8>0 íx>8 

■ - + - 7 > 0 <=> r . „ <=> 1 „ „ <tí> 8 < X < 9. 

/x+ĩ + 3 1 • \ 9 X 10 < X < 9 10 < X < 9 


Trường hơp 2. Nếu 


>/x+ĩ-l<0 Ị*<0 

-1<X<9, x*0 1-1 <X<9 


<=> -1 < X < 0, thì 


(1) <=>(-v/x4-l -2)(\Ịx + 1 1)<2\.9 X <=> X 4- 3 - 3\fx +1 < 2\9 - X : luôn đúng. 

r V íx 4- 3 - 3 n/xTT <-14-3- 3+14-1=2 
Do Vx e [-1; 0 => _ ___ ' _ 

2\9 x>2.\9 0 6 
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Kết luận: Hợp hai trương hợp, tập nghiệm cẩn tim la' X e [-l;0)u[8;9J • 



Ví du 313. Giải bất phưcmg trình: \Ị2x 3 + 3x 2 + 6x +16 - sỊế-x > 2v3 



Phân tích . Nếu là phương trình thì sẽ có một nghiệm X = 1 và vếphải có khả năng là 
hàm sô'đông biến nên ta định hướng giải bất phương trình bằng phương pháp hàm số. 
Ngoài ra, do biết được một nghiệm của phương trình nên ta có thể tách ghép phù hợp 
đểnhân liên hợp nhằm xuất hiện nhân tử x-1. 

Điều kiện: -2 < X < 4. 

/&• Lời giải 1 . Sử dụng tính đon điệu của hàm số. 

Xét hàm SỐ /(x) = 'Ịĩĩc’ + 3x 2 ! (Sx I hi \ 4 .V trên đoạn [-2; 4 ] có: 


/'(*) = - 


3(x + X + 1) 
lĩx 3 + 3x” + 6x +16 


>0, Vxe(-2;4). 


Do đó hàm SỐ f(x) luôn đồng biến trên đoạn [-2; 4]. 
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&> Lời giải . Điều kiện: -2 < 2 < 4, XJ=-1. 


(.)« Jị+ĩf-JL > ỉ £ỊỊ_ 

(v.v i 2)'-2v.v ! 2 3 (v.v -2)' 1 

(^/x+~2 -3)(ựx + 2 + 3) 2V4-X 

(>/.Y . 2 • I)(V.V • 2-3) (ựx + 2-l)(ựx + 2 + l) 
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< > V X I 2 I 3> — ^(ựx + 2+3)(ựx + 2-l)>2N/4-x 

yX + 2 — 1 

<íí> X - 1 + 2s[x + 2 - 2\ỊÃ - X >0. 

Xét hàm SỐ /(x) = X -1 + 2\[x + 2- 2\fĩ- X trên đoạn [-2;4]\|-l| có: 

f\x) = 1 + -pL= + > 0, Vx £ (-2;4) \ {-l} • 

\Ịx + 2 y 4 - X 

Do đó hàm số f(x) đồng biến trên [ - 2; -1) và - 1; 4] và f(x) > /(1) = 0 <=> X > 1. 
Kết luận: Giao vói điều kiện, tập nghiệm của bất phưong trình là: X £ [l;4]. 

Ví du 316. Giải bất phưong trình: 2(x - 2)(yjểx-ấ + \ 2x 2) > 3x -1 (*) 

/&• Lời giải . Điều kiện: X > 1. Do X = 2 không là nghiệm của BPT nên: 

(*)o^4x-4 + ^2x-2>ệ—ị ( 1 ) 

2x-4 

Đặt: f(x) = yỊáx-ấ + yỊĩx-ĩ và g(x) = — ■ 

2x - 4 

Xét hàm SỐ /(x) = yfĩx - 4 + \Ì2x - 2 trên [l;+oo)\|2| có: 


f'(x) = — =Ấ + 2 >0, Vxe(l;+oo)\|2}- 

3y(4x 4)' 3y(2x 2)' 

Suy ra hàm số /(x) luôn đồng biến trên [l;2j và (2; + ¥ ) 


Xét hàm SỐ g(x) = ^—- trên rl;+oo) \Í2j có: g'(x) = - — — <0, Vx ^ 2. 

2x -4 L ' ( J ỗ (2x-4) 2 

Suy ra hàm số g(x) luôn nghịch biến trên [l;2) và (2; + ¥ ) 

Nếu X > 3 <=> J 0 /(*) - 4 - ^ /(*) - $(*)• 

;y(x)<y(3) 4 

Hay %/4x-4 + \ 2x 2 > ^—— <=>x>3. Suy ra nghiệm (1) là xe[3;+oo). 
ịf(x) < /(3) =4 

Nếu X < 3 «. \ . \ z . <=> f(x) < 4 < ?(x) «. f(x) < g(x). 

Uw>s(3) = 4 ^ 

Hay y4x-4 + y2x-2 <^ <=> X < 3 nên (1) vô nghiệm khi X <3. 

Kết luận: Giao vói điều kiện, tập nghiệm của bất phuong trình là: X £ [3;+oo). 

Vídu317. GỉảỉBPT: \Ịx 2 -2x + 3 -4x 2 -6x + ll > \Í3-X - yjx-l (*) 
ố” Lời giải . Điều kiện: 1 < X < 3. 

(*) <=> Ậx -1) 2 + 2 + -v/x-T> ^(3-x) 2 + 2 + -v/3-X «./(x-1) > /(3-x). 
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Do 1 < X < 3 => -T < * < 4 • Xét hàm số /(í) = \jt 2 +2 + \ft trên [0;4] có: 


f'(t) = — = + —-p>0/ Vxe(0;4l =>/(x) đồng biến trên [0;4l. 

2v / ’ I2 2Vf 

Nên ta có: /(x -1) > /(3 -x)<^>x-l>3-x<^>x>2. 

Kết luận: Giao với điều kiện, tập nghiệm của bất phưong trình là X e (2; 3 ]. 

Ví du 318. Giải bất phưong trình: sỊx > — “ (*) 

X - 2x + 2x 

*ằ* Lời giải. Điều kiên: X > 0. Khi đó: (*)os[x> (* + -*-)(* — — + ^ x —— 

x(x 2 -2x + 2) 


^ ( X + 1)(X lf ựxl (X lý /( ^ } /( 1} 

(x-ìý+i (Ù) 2 + 1 (x-iý+1 n ’ n 

»3 /4 . 0,2 


Xét hàm SỐ f(t) = Y trên □ có f'(t) = 


t 2 +1 


f+3f 
t 2 +1 


> 0, Ví G □ . 


Do đó hàm SỐ /(í) luôn đồng biến trên □ . 


Suy ra: /(\/x) > /(x-1) <> sịx > X 1 < > (\/x) 2 -\/x-l<0<^0<x< 


3 + yỈ5 


Kết luận: Giao với điều kiện, tập nghiệm của BPT là: X e 


0 ; 


3 + n/5 


Ví du 319. Giải bất phưong trình: (x -1 )\jx 2 - 2x + 5 - 4x \/x 2 +1 > X +1 (*) 


Lời giải . Tập xác định: D = D . 

(*) <=> (x - l)(\/x 2 -2x + 5 +1) > ấxsỊx 2 +1 + 2x 
ự(x-l) 2 +4+l > 2x(2\lx 2 + 1 + 1) 


<=> (x-1) 
(x-1). 


^(x-1) 2 + 4 +1 >(2x). v (2x)' I 4 i 1 


<=>/(x-l)>/(2x). 


Xét hàm SỐ /(í) = í.(x/í 2 +4) trên □ có f'(t) = sỊĩ 2 +1 +1 + ^ >0, Ví e □ . 

é 2 +i 

Do đó f(t) đồng biến trên □ và có /(x -1) > /(2x) <=> X -1 > 2x <=> X < -1. 
Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm bất phưong trình là X e (- 00 ;-l]. 

Ví dư 320. Giải bất phưong trình: X 4 - 17x 3 + 34x 2 - 32x +12 < 5x\fx-ĩ (*) 

Lời giải . Điều kiện: X>1. 

(*) <=> 5xsỊx - 1 + 25x 2 (x -1) > X 4 + 8x 3 + 9x 2 - 32x + 12 
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<=> 25x 2 (x -1) + 5x4x -1 > (x 2 + 4x - 4) 2 + (x 2 + 4x - 4) 

<=> /( 5x\Ịx- 1) > f(x 2 + 4x - 4). 

^ _ [\/x-l >0 , ịyỊx-1 e[0;+co) 

Với X>1=>< hay * L 

[x 2 +4x- 4>1 Ị^x 2 +4x-4e[l;+00j 

Xét hàm SỐ f(t) = t 2 +t trên [0;+oo) có /'(f) = 2f+ 1>0, Vf> 0. 

Do đó hàm SỐ /(í) đồng biến trên [0;+oo) và có f(5x-Jx - 1) > /(x 2 + 4x - 4). 

<=>5x^/x--T>X 2 + 4x-4 < > 5 ^zl>i + 4 .^zỉ 

V X X 



-X + 1>0 
-16x + 16<0 


<^x 2 -16x + 16<0<=>8-4^ <x<8 + 4%/3. 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm là X G [8 - 4^3;8 + 4\o|. 


Ví du 321. Giải bất phưong trình: V 24x -11- 


Lời giải . Điều kiện: X > J • Đặt y = \/2x - ĩ >0=>y 2 =2x-l<=>x = — ^ ■ 

(*)<*^24Ỉ^-ll-16-¥^-yỊ2Ỉ^-l-l<0 

^ĩịl2y 2 +1-S{y 2 +l)^ỹ -l>0<^^/l2y 2 +1 >8y 3 +8y + l 
82/ 3 + 12y 2 +8y+2< ^ũỹ 2 +1 + 12y 2 +1 
«► (2 y + 1) 3 + (2 y +1) < (ựl2j/ 2 +l) 3 + ậly 2 +1 o f(2y +1) < /(Ựl2y 2 +1). 
Xét hàm SỐ /(í) = t 3 +t trên □ có /'(í) = 3f 2 +1 > 0, Ví G □ . 

Do đó f(t) đồng biến trên □ và /(2y +1) < f(%jl2y 2 +1) <=> 2y +1 < ^Ịĩĩỹ 2 +1 
<^>(2j/ +1) 3 < 12y 2 +1 81/ 3 +6y<0<^2y(Ạy 2 + 3)<0<^>t/<0 

Suy ra: \2x 1 <0<^>2x-l = 0<^>x = ^- 


Kết luận: So với điều kiện, bất phưong trình có nghiệm x = 2 


IV. Phương pháp đặt ân phụ đê giải bất phương trình vô tỷ 

Các dạng và phương pháp giải phương trình vô tỷ có diêm tương đông với bất phương 
trình vô tỷ. Do đó, ta cân nắm vững những dạng cơ bản và phương pháp giải chúng. 
Nhtmg lưu ý khi đặt ẩn phụ, ta can tìm điêu kiện chặt chẽ để không phát sinh ra bất 
phương trình hệ quả và biến đổi đại sô'đơn giản hơn. 
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Ví du 322. Giải bất phương trình: X 2 + 3x > 2 + V 5x 2 + 15x +14 (*) 

Đ'ê thi thử Đại học năm 2014 - THPT QuỀ Võ I - Bắc Ninh 


Phân tích . Nhận thấy 5x 2 + 15x = 5(x 2 + 3x), nên khi đặt t = \/5x 2 +15x + 14 thì 
biến X ngoài dấu căn sẽ biếu diễn được hết theo t và có lời giải chỉ tiết như sau: 

/&• Lời giải . Tập xác định: D = □ . 


Đặt t = v5x 2 + 15x +14 > 0, suy ra: X 2 + 3x = 


í 2 -14 


í 2 -14 . 

(*) «■ I 5 
f >0 


>2 + t í 2 - 5í - 24 > 0 í > 8 V í < -3 


ot> 8 . 


Với t = sỊEx 2 + 15x +14 >8<íí>x 2 +3x-10>0<^x>2 hoặc X<-5. 

Kết luận: Tập nghiệm của bất phương trình là: X e (-oo;-5] u [2;+oo). 



Phân tích . Đối với PT, BPT chứa f a(x± 1), ^fl 2 (x 2 +1 )±bx, C\fx thường thì ta 


sẽ chia cho yỊx >0 sau khi xét x = 0 có là nghiệm hay không và sẽ dẫn đến phương 

trình, bất phương trình CÓ chứa f a sfx±-^= , , a 2 x + — }±b,c có dạng thuận 

|_ 1 slx) V V x ) 

f= 1 1 2 _ _ 

nghịch và đặt t = yx ± -p=: => X + — = t +2 đtra nê cơ 
Vx X 

/&• Lời giải . Điều kiện: X > 0. 

• Nếu X = 0 thì bất phương trình luôn thỏa. 

• Nếu X > 0, chia hai vế của phương trình cho sỉx : 

(*)<=> yỊx 4 —= + .X -t - 4 -3>0 (1) 

sjx V X 
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Đặt t = 4~x + ~^=, suy ra: t 2 = X + — + 2 thì (*) <=> 4t 2 - 6 > 3 - 1 

síx X 


t 2 - 6>0 
3-t <0 
3-t >0 


í < -\fỏ V t > 4ỏ I > 3 


f -6>(3-0 f>^ 

l 2 


<=> 5 <=> t > X- ■ 

4<í<3 2 

12 


1 5 n/x>2 |~x>4 

Với t = 4x + 4=> + suy ra <=> 2(4x) 2 -5%/x + 2 >0 <=> _ 1 <=> 1 ■ 

4x 2 4x<4 x<- 

2 L 4 

1 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm BPT là X e 0; 2- u [4; +00 ) . 


Ví du 325. Giải bất phuơng trình: 8x 3 + 76x\[x +1 > 58x 2 + 29x ( 5 


Lời giải . Điều kiện: X > 0. 

• Nếu X = 0 thì bất phuong trình luôn thỏa (*) luôn thỏa. 

• Nếu X > 0, chia hai vếbất phuơng trình cho X\fx > 0, ta được: 

t _ 'l (ị _ 1 A _ 1 c 

I ITl-2; (1) và đặt t = 2sỊx + —= 
4x) sỊx 


(*) <=> 8 X\fx H 


Suy ra: í 3 = 8x4x + -Ặ= + 6 

44 

(ĩ)ot 3 -6t + 76>29tot 


1 o 

1 í I— 1 'l 

—= + 76 > 29 24x + ^= (1) 
cyx V «n/x y 

Ix + -4= + 6 í 2\/x + -4=1 <=> 8x 


1 Cauchy 

và đặt f = 2-4 X + —2= > 2y2. 

- /'V' 


Ịt í- 1 

j 2\[x + 4= <=> 8x\/x + 4= = í 3 - 6 1. 
V VX ) 4X 


(1) í 3 -6f + 76 > 29í«. í 3 -35t + 76 > 0 <^> (í -4)(í 2 +4í -19) > 0 t > 4. 

f- 2-44. r 3-2^ 

1 V X < —-2— X <- Ẹ— 

Với t > 4, suy ra: 2sjx + —= > 4 <=> ^ <=> 2 

4x r 2 + 4,2 3 + 2y 2 

vx >——— x>— - 

2 L 2 

3 2 ,^2 3 -Ị- 2-^2^ ' 

Kết luận: So vói điều kiện thì X e 0;-u Y~— ; +00 là tập nghiệm. 


Ví du 326. Giải bất phuong trình: 4(2x 2 +1) + 3(x 2 - 2x)42x -: 


Lời giải . Điều kiện: 2x-l>0<=>x>^- 

(*)<=> 3x(x-2)• \/2x-1 >2-(x 3 -4x 2 + 5x-2) 

<=> 3x(x - 2) • 42x -1 - 2(x - 2)(x 2 - 2x +1) > 0 
<=>(x-2)- 3.V\2x -1 - 2x 2 + 4x - 2 >0 
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•(x-2)- 3 xa/2x- 1 -2x 2 + 2(2x -1) >0 
<=>( x - 2 )- 2 -^ V L + 3- ^ 2x ~ 1 - 2^0 (0 


o(x-2)- 2 


+ 3- — -2 >0 


\ 2 x 1 1 \ 2 x 1 _ 

<=>(x — 2 )- ——— — -7 ———— + 2 > 0 <=>(x- 2 )- 

X 2 X 


x-2>0 Ịx > 2 r 

2\2x 1 > X 1X 2 - 8 x + 4<0 Í2<x<4 + 


—4 ^0 
X 2 


x -2 < 0 


0,5 < X < 2 


/2x-l < X X 2 - 8 x 2 + 4 > 0 


<=> 1 

^ < X < 4 - 2V3 


Kết luận: Tập nghiệm của bất phương trình là 


xe ^;4 2\ 3 u 2;4 • 2y3 • 

lĩ**' íí?_ / •'\ I' A lí 


Nhân xét . Bản chất của việc chia 2 vế được (i) và biên đôì sang (ii) là nhờ vào tính 
đẳng cấp của nhóm 3x\Ỉ2x - 1 - 2x 2 + 2(2x -1) = 3X1/ - 2x 2 + 2y 2 , yới 1 / = \ 2x 1. 


Ví du 327. Giải bất phương trình: 2\5x 2 > 3v30x - 17x + 2 - V 


p/ưbĩ hc/t . Nhận thấy 30x 2 -17x + 2 = (5x-2)(6x-l) nên bất phương trình được 
viết lại là 2.(Ạj5x-2) 2 -3.^(5x-2)(6x-l) +(\Ỉ6x-ĩ) 2 >0. Khi đó lối đi thường 
gặp là chia cho lượng dương bình phương, được phương trình bậc hai hoặc đặt hai ẩn 
phụ đưa vê dạng đẳng cấp hai ẩn. Từ đó có lời giải chi tiết như sau: 

^ 2 
«©* Lời giải . Điều kiện: X > ^ • 

(*) 2.(^5x-2 ) 2 -3.^(5x-2)(6x-l) + (v 6 x \y' > 0 


Chia ■ (»x-l ) 2 


„ , 5x-2 „ 5x-2 J5x-2 1 , 5x-2 ^ „ 

2• ị-T—- -3 -. 4 ~ +1>0<=>, 4 I ^—4 <2- V 4 " >1. 

V 6 x -1 V 6 x -1 V 6 x -1 2 ỵ 6x-l 


5r -21 5x - 2 1 2 31 

Với 4^--7<4»^--7< : ^-<=>80*-32<6*-1 »^<x<ỉ7- 
V 6 x -1 2 6 x-l 16 5 74 


2 

Với ịEệ>l^ị x -ệ 

y 6x ~ 1 5x-2> 6x-1 


: vô nghiệm. 


1 [2 31 " 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của bất phương trình là X e 7; ÍT . 
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Ví du 328. Giải BPT: ự7x + 7 + yf7x- 6 + 2\49x'i7x 42 < 181 - 14x (*) 

Đại học An Ninh Nhân Dân 


Phân tích . Ta có \|49x 2 +7x-42 = Ậ7x + 7)(7x-6) thì phương trình có dạng tôhg 
tích và nếu đặt t = \f7x + 7 + \f7x-6 => í 2 = 14x +1 + 2Ậ7x + 7)(7x-6) thì các biến 
còn lại đêu biểu diễn hết theo t và có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Điều kiện: X -Ệ' Đặt: t = \Ị7x + 7 + %/7x-6, (t> 0). 
íf >0 ịt> 0 

(*)<=>[_ _<=>[’, _<=>0<f<13. 

Ịí 2 +í-182<0 [-14 < í < 13 

Với 0 < t < 13, suy ra: 0 < \/7x + 7 + ^7x-6 < 13 <=> \ị7x + 7 + yị7x- 6 < 13 

84-7x>0 

<=> v (7x • 7)(7x (■>) <84-7x <=> < (7x + 7)(7x-6) > 0 

(7x + 7)(7x-6)<(84-7x) 2 

X < 12 

Ci><x<-1 V X > 3 <=> X e (—oo;-1]u 3;6 • 

7 v J 7 


Kết luận: Giao với điều kiện, tập nghiệm của bất phương trình là: X e ỹ-; 6 


Ví du 329. Giải bất phương trình: 


-x) (*) 


Lời giải . Điều kiện: -1<X<1. 

(*) <=>4-\/l-X 2 +4 (VĨTx-2VĨ^x) + 3x-5>0 

_ _ 1' = -3x + 5 - 4yl X 

Đặt: t = V1 + X - 2-v/l ^ 1 Cauchy-Schwarz _ _ 

|f| < yjv + (-2Ỵ .yj(l + x) + (1 — x) = 


(*)<»[ : 7 ■ <> .. 

{-t 2 + 4í > 0 [0 < t < 4 

Với t > 0, suy ra: yỊl + x > 2\ 1 X <=> X > ^ • 

5 


Với t < thì: Vl + X > 2 V 1 + X + \/ĨÕ <=> 4s/ĩõ + lOx < -13 - 3x, Vx e [-1; 1 ]. 

^ ^ ; 73 - 

Kết luận: Giao với điều kiện, tập nghiệm của bất phương trình là: X e [71 • 
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Phân tích . Nếu đặt t = \Ịx +1 thì t 2 =x + l thì lúc đó: -4x-4 = -4(x + l) = -4 f sẽ 

thu được bất phương trình đẳng cấp dạng: a.x"+p.x a i í ’+ pi" <0 với n = a + b mà 
đã biết cách giải và từ đó có lời giải chi tiết như sau: 

ố” Lời giải . Điều kiện: X>-1. 
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(*) <=>x 3 + |Ax 2 -4(x +1 )]\Ịx + ĩ <0 <=>x 3 +(3x 2 -4f 2 )í <0, với t = \Ịx +1 > 0. 

<=> X 3 + 3x 2 t - 4í 3 < 0 (1) 

• Nếu t = 0 => \lx +1 = 0 <=> X = -1 thì (*) luôn thỏa. 

• Nếu t > 0 => X > -1 thì chia hai vế cho t 3 ta đuợc: 

/ \ 3 / \2 / \/ \2 

'Y'* •y' 'V - 'V V 

(*)<^> 2- +3 y -4<0<^>y-l y + 2 <0«>y<l<?5>í>x. 

v f y A 7 v f A f 7 ^ 

r /—- [-1 <X<0 r-i<x<0 „ /- 

1— 1 pL= 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm là re 




Phân tích . Nhận thây (3x + l)-(2-x) =4x-l có chung nhân tử với vê'phải và sẽ 
đưa được vê bất phương trình dạng tích sô' nếu sử dụng nhân liên hợp. Nlnmg với 
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điêu kiện X e -ỉ;2 chưa xác định được lượng nhân vào yị3x + l-yj2-x âm hay 

dương nên phải chia ra nhiêu trường hợp, phức tạp. Do đó, ta sẽ chọn đặt hai ẩn phụ 
a = \j3x + l) b \2 X =>a 2 -tí 1 = 4x-l cũng sẽ đưa được về bất phương trình 
dạng tích mà không cân chia trường hợp, đơn giản hơn. Từ đó có lời giải sau: 

1 . 1 a = yÌ3x +1 >0 

rằ* Lời giải. Điêu kiên: < x < 2. Đăt ị ___ => a - b = 4x - 1. 

3 ịb = sỊĨ-^x > 0 

(*)<^a + b> a -k <=> 3(fl + ỉ>) - (a - ỉ>)(rt + ỉ>) > 0 <^> (a 4- b)( 3-a + b) > 0 
<=>3-a + ỉ>>0, (do :a + b> 0) => 3 - V 3.V I 1 + \/2-x > 0 


3 + y2 — X > 'V 3x + J 


b > 0) •-> 3 V 3.V I 1 + y/2-x > 0 
<=> 3%/2-x > 2x - 5: đúng Vx e - ỉ; 2 

5 r 1 " 

Kết luận: Tập nghiệm của bất phương trình là X e - ^; 2 • 


w 335. Giải bất phương trình: 


X - 1 - v5x 2 - 6x +1) < 4x 


Lời giải . Điều kiện: X > 1. Đặt: 


a = v5x -1 > 0 


b = Jx -1 >0 


a 2 -2b 2 =3x + l 
a 2 -b 2 = 4x 
fl 2 - 5b 2 = 4 


_ í(fl + k)(fl 2 -2k 2 -2-rtl;)<rt 2 -ỉr=(fl-ỉ;)(fl + k) 

W ~V-£-4 

J(fl + Ỉ>)(fl 2 -2b 2 -2-ab-a + b)<0 ịa 2 -2b 2 -2-ab-a + b<0 

^\a 2 -5b 2 =A < ^ > \a 2 = 5b 2 + 4 


<^3b 2 +2-ỉ 


+ 4 + b<0^3b 2 +b + 2<(b + l)^5b 2 +4 


«• 9fr 4 + 6fr 3 + 13ỉ> 2 + 4b + 4 < 5b 4 + 10Ờ 3 + 9ỉr + + 4 

<=>4Ỉ7 4 -4Ỉ7 3 + 4Ỉ7 2 — 4t><0<^> b(b 3 -b 2 +b-l)<0 

<^>(b-l)(b 3 + Ỉ>)<0<^>Ỉ><1=> yỊx-1 < 1 X<2. 

Kết luận: Giao với điều kiện, tập nghiệm của bất phương trình là: X e [l;2]. 

BÀI TẬP RÈN LUYỆN 

BT 427. Giải bất phương trình: (x 2 - 4x)\ 2x ; - 3x - 2 >0. (x G □ 


BT428. Giải bất phương trình: v 6 + x x 2 > ^6 + x X 2 
r & 2x + 5 X + 4 

BT 429. Giải bất phương trình: sỊĩx 2 - lOx +16 - sịx-1 < X - 3. 


(x GŨ ) 
(x eũ ) 
(x GŨ ) 
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BT 430. Giải bất phương trình: ^3.1 + 3 + \/3 -1 >4 (x e ) 

DT J r;Ẵi -\/x + 24 + ^[x 27(12 + x — \Ịx~ + 24x) . n . 

BT 431. Giải bất phương trình: — pr < — * - (.V c ) 

Vx + 24-ựx 8(12 + X + yx 2 + 24x) 

BT 432. Giải bất phương trình: Jx+ -!- + . |x- — • (reũ) 

ỵ X ỵ X X 

BT 433. Giải bất phương trình: \Ịx 2 + 3x + 2 + \lx 2 + 6.r + 5 < \Ỉ2x 2 +9.T + 7. 

BT 434. Giải bất phương trình: X - 3\2 x ; ’ + 2x 2 ^2-x 2 >0. (x G n ) 

BT 435. Giải bất phương trình: — . ( x + 2) < X + 8. (x e □ ) 

(v3x ! 1 v2x 1) ’ 

BT436. Giải bất phương trình: (Vx + 3 - \/x-l)(l + \Ịx 2 +2x-3) >4. (x G □ ) 
BT 437, Giải bất phương trình: (\/x 2 + 4 - %/x 2 -l)(l + ^x 4 +3x 2 -4) >5. 


BT 438. Giải bất phương trình: -Ặr + \Ịĩx +1 > \ 2x i 17. (x G □ ) 

yx 

BT 439. Giải bất phương trình: —— — + = + — < ——— • (x G n ) 

3x-y2x z +5x + 2 X 

BT44Ỡ, Giải bất phương trình: 9x 2 + v4x 3 > \fx + 25. (x G n ) 

BT441. Giải bất phương trình: \8x +1 + V2x-1 + 3x 3 - 2 > 2x 2 + 3x. (x G □ ) 
BT 442. Giải bất phương trình: %/5x - 2 + 3x 3 8x < \ 7 Xi 17x 2 - 9. (xgũ) 
BT 443. Giải bất phương trình: 3 \lx 2 + 91 > 3\Jx 2 + 7 + lOx -12. (x G □ ) 

BT 444. Giải bất phương trình: ^—2 = — >1. (x G ũ ) 

X s/5x 4 

BT 445. Giải bất phương trình: X 2 + X - \l2x -1 < 3 - \/x 3 + X 2 + X + 5. (x G n ) 
BT 446. Giải bất phương trình: (x + 2)Vx + l > 27x 3 - 27x 2 + 12x - 2. (x G □ ) 
BT447. Giải bất phương trình: (2\Ịx-1 + 3 \Ịx + 6)(x-1) > X + 6 . (xgũ) 


BT448. Giải bất phương trình: \Jx-l + \Ịx 2 -5x + 6 < \ị4x 2 +llx-6. (x G□ ) 
BT 449. Giải bất phương trình: \Ị4x 2 + 13x -173 + 6\/x - 3 > 'Jĩx 2 - X - 1. 

BT 450. Giải bất phương trình: \Ỉ4x 3 - x-12 > \Ịx 3 — 1 + yjx 3 - X - 6. (x G n ) 

BT 451. Giải bất phương trình: 2(x +1) < 3«v/x -1 + \Ịểx 2 +9x + 3. (x G □ ) 

BT 452. Giải bất phương trình: ,, £ A + — <1. (x G ũ ) 

y2(x 2 -5x + 9) -1 
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BT 453. 
BT454. 


BT455. 

BT456. 

BT457. 

BT458. 

BT459. 

BT460. 


BT461. 

BT462. 

BT463. 

BT464. 

BT465. 

BT466. 

BT467. 

BT468. 

BT469. 

BT470. 

BT471. 

BT472. 

BT473. 


Giải bất phương trình: 
Giải bất phương trình: 


Giải bất phương trình: 
Giải bất phương trình: 
Giải bất phương trình: 
Giải bất phương trình: 
Giải bất phương trình: 
Giải bất phương trình: 


Giải bất phương trình: 

Giải bất phương trình: 
Giải bất phương trình: 
Giải bất phương trình: 
Giải bất phương trình: 
Giải bất phương trình: 
Giải bất phương trình: 
Giải bất phương trình: 
Giải bất phương trình: 
Giải bất phương trình: 

Giải bất phương trình: 

Giải bất phương trình: 
Giải bất phương trình: 


yỊõc-ĩ + sỊx 2 + X + 5 < \j2x 2 + 4x + 8. (x e□ ) 


\ỉx 2 1 , n> 

7 = = " ~ — ọ * (* eD ) 

\Ị6(x 2 - 2x + 4) -2x 2 

6-x + 2-Jx , . , 

- - >1. (xen) 

3-sỊ3x 2 -14X + 27 

(* S D) 

2\Ị5x 2 -2x + 6 -5 

\f3x-~l + 2\fx 2 ~4-~x + ~3 — 6 , , 

-- . -> 1 . (xen) 

V 1 lx + 5x + 35 - 6 

\Ịx 3 + 4x - 5 + 2\[x - 4 -10 ^ 

- , ->1. (x e □) 

vx 3 + 4x 2 - 6x - 4 -10 

1 + sỊx , n . 

- , <1- (xeũ) 

X + yx 2 + X +1 

2 \Ịx 2 -4 + \Ịx 3 + 2x-3 -4 ^ 1 

7 = -<1. (xen) 

vx 3 + 8x 2 + 2x - 27 - 4 

sỈ3x — 1 + 2\fx +X + 3-6 /„_n\ 

-- , = = =->1. (xen) 

vllx 2 + 5x + 35 - 6 


Vx 3 + 2x-3 + 2(x +1) < \/5x 3 + 4x 2 + 18x -11. 


\Ịx + 2 + \Ịx 3 + X-2 < \/3x 3 + 4x-4 (xen) 
4Ĩ~-X + 4^- 2 <%/Ìx 2 ^- 6 xT 2 (xen) 

X - 3a/x + 2 < ^x 2 +7x + 4 (x e n ) 

\Ỉ3x 2 -12x + 5 < n/x 3 -1 + 'ịx 2 — 2x (x e n ) 
5\ix-5 + 3\/2x 2 - x-17 > 4\jx 2 -1 (x e □ ) 
3\81x ; + 4 > 27x 2 + 42x + 6 (xen) 

4x 2 - 25x +14 < 3%/x 3 -31x + 30 (x e □ ) 


a/2(4x 2 - X - 6 ) - y/2x-3 < 42x 2 ~44--ĩ (x e □ ) 

\Ịx i +x 1 + l + ìịx(x 2 -x + l) < ^ x + 1 — 

8 x 2 - 8 x + 3 < Sx^ĩx^-ĩx + ĩ. (x e □ ) 

(2x + l)\/x +1 > X 2 + 2x -1. (xen) 
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§6. PHƯƠNG TRÌNH - BAT phương trình 

CHỨA THAM SỐ 

iVikik= — 

I. Các dạng toán thường gặp 

® Dang 1 . Tìm m để f(x;m) = 0 có nghiệm (hoặc có k nghiệm) trên D ? 

• Bước 1 . Tách rn ra khỏi biến sô' X và đưa về dạng f(x) = A{nì). 

• Bước 2 . Khảo sát sự biến thiên cua hàm sô' f(x) trên D. 

• Bước 3 . Dựa vào bảng biến thiên đ ể xác định giá trị tham sô' A(rn) để 

đưohg thẩng y = A{ỵn) nẩm ngang că't đố thi hàm sô' y = f(x). 

• Bưóc 4 . Kết luận các gia' tri cua A(m) để phưong trình f(x) — A(m) có 

nghiêm (hoặc có k nghiệm) trên D. 

Ì5k Lưu ý 

o Nếu hàm sô' y = f(x) có giá trị lón nhất va' giá trị nhỏ nhất trên D thi' gia' 
trị Aịrn) cẩn tim là nhung m thỏa mãn: min/(x) < Aịrn) < max f(x). 

xgD xgD 

o Nếu ba'i toan y êu cẩu tim tham sô' để phưong trinh co' k nghiệm phân 
biệt, ta chi’ cẩn dựa vào bảng biến thiên để xa'c định sao cho đưohg thẩng 
y = A(m) nẩm ngang că't đô' thi hàm sô' y = f(x) tại k điểm phân biệt. 

© Dang 2 . Tìm m để bất phương trình f(x;m)>0 hoặc f(x;m)<0 có 
nghiệm trên miên D ? 

• Buóc 1 . Tách tham sô' rn ra khỏi biến sô' X và đưa vế dạng A(m)< f(x) 

hoặc A(m)> f(x). 

• Buóc 2 . Khảo sát sự biến thiên cua hàm sô' f(x) trên D. 

• Buóc 3 . Dựa vào bảng biến thiên xác định các giá trị của tham sô' m để 

bất phưong trinh co'nghiệm 

+ A(m)<f(x) có nghiệm trên D <^> A(m)<maxf(x). 

xeD 

+ A(m)> f(x) có nghiệm trên D <^> A(m) > minf(x). 

L xgD 

ìak Lưu ý 

o Bâ't phưong trinh A(m) < f(x) nghiệm đung v.r e D cx- A(m) < min/(x). 

xeD 

o Bâ't phưong trinh A(m) > f(x) nghiệm đung Vx G D <=> A(m) > max/(x). 

c c c XgD 

o Khi đặt ẩn SỐ phụ để đổi biến, ta cần đặt điều kiện cho biến mói chính 
xác, nếu không sẽ làm thay đổi kết quả của bài toán do đổi miền giá trị 
của nó, dẫn đến kết quả sai lầm là hiển nhiên. 
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II. Các ví dụ minh họa 

1. Các ví dụ vê phương trình vô tỷ chứa tham sô 

Nhóm I. Độc lập và khảo sát trực tiếp hàm 



Ví du 337. Tìm m đế phương trình: \j2x - 2rnx + 3 + 2 = X, (*) có nghiệm ? 

Đ'ê thi thử Đại học năm 2014 khối A - THPT Chuyên - Vĩnh Phúc 


, , , r— ÍB > 0 

Phân tích . Đây là phương trình vô tỷ cơ bản dạng V A = B <=> < ■ Do đó, ta 

\ A = B 

tìm đỉêu kiện, rồi bình phương hai vế và tách được m ra một vếmột cách dễ dàng. 

/&» Lời giải . Điều kiện: X > 2. Khi đó: (*) <=> (2x 2 - 2 mx + 3) = (x -2) 2 
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1 

<=> X 2 + 4x -1 = 2 mx <=>2m = x~ — + 4 = f(x), Vx > 2. 

X 

Xét hàm SỐ f(x) = X - — + 4 trên [2; +oo) có: f'(x) = 1 + \ > 0, Vx > 2. 

X X 

Suy ra hàm số f(x) luôn đồng biến trên [2; +oo). 



, 11 11 

Kết luận: Dựa bảng biến thiên, phuơng trình có nghiệm <=> 2 m 


Ví du 338. Tìm rn để phuơng trình: 3\ỊĨ - X 2 - 2\ịx 3 + 2x 2 +1 = m có nghiệm 
duy nhất thuộc đoạn [-1; l] ? 

Đề thi thử Đại học khối B năm 2014 - THPT Chuyên Vĩnh Phúc 


Lời giải . Xét hàm số: /(x) = 3\fĩ - X 2 - 2\jx 3 + 2x 2 + 1 trên có: 

cu , 3x 3 x 2 +4x _/ 3 . 3x + 4 

/(x) = — = —=-x -== + -—== - ■ 

yl-x 2 yx 3 +2x 2 +l Vvl-X 2 yx 3 + 2x 2 +ly 

> 0, V xe (-1;1) 


Cho f\x) = 0<^>—x = 0<^>x = 0. 



Ta có: 

/(- ì) = -2-jỉ. 

/( 0 ) = 1 . 

% /W = ^' 

Kết luận: Dựa vào bảng biến thiên, suy ra: rn = 1 hoặc -4 < m < -2sj2. 


Ví du 339. Tìm m để: V-x 2 + 4x + 21 - \/-x 2 + 3x +10 = m có hai nghiệm phân biệt ? 


Lời giải . Điều kiện: -2 < X < 5 . 

Xét hàm SỐ /(x) = %/-x 2 + 4x + 21 - \Ị-X 2 + 3x +10 trên [-2; 5 ] có: 
rf/ . —x + 2 —2x + 3 

/ (■*) — ị 1 . — ĩ 2 ' 

y-x + 4x + 21 2y-x + 3x +10 

Cho f\x) = 0^2(2- x)4~x 2 + 3x + 10 = (3 - 2x)ự-x 2 + 4x + 21 (1) 


252 











khangvietbook.com.vn - ĐT: 3910 3821 - 0903 906 848 


Do y-x 2 + 3x +10 > 0, y-x 2 + 4x + 21 > 0 nên để phương trình có nghiệm thì 
(2 - x) và (3 - 2x) cùng dấu, nghĩa là: 


J(2 -x)(3 -2x) > 0 _1 

[4(2 - x) 2 (-X 2 + 3x +10) = (3 - 2x) 2 (-X 2 + 4x + 21) ^ x = 3 ' 



Kết luận: Tư bảng biên thiên => m e \iĩ ;3 thì phương trình có 2 nghiệm phân biệt. 


Ví du 340. Tìm m để: X-Ịx + a/x + 12 = »/( V 3 X + \ ; 4 x), (*) có nghiệm ? 

Phân tích . Nếu tách m trực tiếp thì vế trái là một hàm sô' rất phức tạp và gây khó 
khăn trong công việc khảo sát sự biến thiên hàm này. Một cách tự nhiên, ta suy nghĩ 
đến việc làm cho nó đơn giản hơn bằng cách để ý: (5-x)-(4-x) = 1 nên giúp liên 
tưởng đến nhân lượng liên hợp và có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Điều kiện: 0 < X < 4 => a/5-x - \jể-x > 0. 

(*) < > X\ X + %/x + 12 = — < > m - {x4~x i yx i 12)(v5 X -v4 x). 

V 5 - X - V 4 - X 

Xét hàm SỐ /(x) = (xsỊx + \Ịx + 12)(v5 X \ 4 x) trên đoạn [ũ;4] có: 

/'(x) = {yỈ5--x -'JĨ-x'Ẵ ^~4x+ + 0, Vxe[0;4]. 

{2 ựx + 12 2V5-XV4-X J L J 

min/(x) = /(0)=2 N /3(^-2) 

Suy ra f(x) đồng biến trên r 0; 4 ] nên [ ;4 ^ 

|max/(x) = /(4)=12 

Để (*) có nghiệm min/(x) <m< max/(x) 2\/3(\/5 - 2) < m < 12. 

[ 0 ; 4 ] [ 0 ; 4 ] 

Nhân xét . Trong ví dụ trên, tôi đã sử dụng kết quả: "Nẽu hàm số y = /(x) có giá trị 
lớn nhất va'giá trị nhỏ nhất trên D thĩcác giá tri A(m) cần tim đểphưomg trình 
f(x) = A(m) là những A(m) thỏa mãn: min/(x) < A(m) < max/(x) ". Và tôi không 

xgD X(=D 

lập bảng biến thiên do: " /(x) là hàm đông biến trên đoạn ịa;b~\ thì min/(x) = f(a) 

L ' 1 • L J [a;b~ị 

và max/[x) = /(ỉ>), và ngược lại thì min f(x) = f(b), max/(x) = f(a). 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


Ví du 341. Tìm tham số m để phương trình: V3x +1 - 
có đúng hai nghiệm thực phân biệt ? 


-X = m(4x -1), (*) 


Phân tích . Nhận thấy (3x +1) -(2 - x) = 4x - 1, có chung hạng tử với vếphải. Vì vậy 
ta sử dụng lượng liên hợp để độc lập m, đưa vê phương trình dạng tích sô'và lúc đó 

^ 1 

phương trình luôn có một nghiệm X = ~T’ ^ m - Nên để phương trình có hai nghiệm 

1 

thực thì nhân tử còn lại phải có một nghiệm Xjt -Ị và có lời giải chi tiết như sau: 

/&• Lời giải . Điều kiện: -4- < X < 2. Khi đó: (*) <=> ... — . = m(4x - 1) 

3 \Í3x +1 + v2 — X 


( 1 > 4x -1 = 0 

<=>(4x-l) . — , - m =0<tí> r - c - 

W3x + l + v2-x y I_l = (v3x + 1 + sỊ2-x)m 

ox = \ hoặc — = \Ì3x +1 + \Ịl-x (1), (do: V 3-V i 1 + \Ịl-x > 0 => m > 0). 
4 m 

, ^ A 1 

Để (*) có đúng hai nghiệm phân biệt thì (1) có đúng một nghiệm X * -Ị ■ 

Xéthàmsố f(x) = ^3x +1 + \/2 - X trên D= -ỉ;2 \Ịỉ| có: 

/(*) = rT^=f /r- = 7 c—r n— - • 


/3x + 1 2 \ 2 X 2sI3x + l.\2 - X 


Cho f(x) = 0 <=> 3\2- X - ^3x +ĩ = 0 <=> 3v2 X = ^3x +ĩ <=> X = — • 


Bảng biến thiên 



, ,, - „ , , 1 _ 2 \ 21 V 21 1 _ 

Đẽ (1) có đúng 1 nghiệm thì — = — — — V —— < — < v7. 

m 3 3 m 


Kết luận: m e -ỹ-; -y- u j Ị là những giá trị cần tìm. 
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Nhóm II. Đặt ẩn phụ và khảo sát hàm 


Ví du 342. Tìm tham số m để: yỊ21 + ịx-x 2 ~-x + 3 = m(\lx + 3 + 2\Ị7-x), (*) có 


nghiệm thực ? 


Học sinh giỏi tỉnh Long An năm 2014 


Phân tích . Phương trình có dạng tôhg - tích nên ta chọn phương án đặt ẩn phụ t = 
tôhg và các hiến còn lại hiểu diễn được hết theo t. Nhimg lưu ý rằng, đây là bài toán 
chứa tham sô'nên ta cân tìm điêu kiện cho ẩn phụ chính xác, nếu tìm sai thì việc giải 
tiếp sẽ không còn ý nghĩa gì. Có rất nhiêu cách tìm đỉêu kiện, nhưng tôi khuyên bạn 
nên dùng khảo sát hàm để tìm mỉên giá trị của t khi t phức tạp. 

/&• Lời giải . Điều kiện: -3 < X < 7. 

(*)<=>4-v/ÌĨ +4x-x 2 -3x + 12 = 4m(ựx + 3+2ự7-x) (1) 

Đặt t = yịx + 3 + 2\j7 -X, suy ra: f 2 - 19 = 4aÌ5ĨT4x^-x 2 '- 3x + 12. 

t' = —jL — ■ Cho t' = 0 <=> 2 yỊx + 3 = %/7-x <=> X = -1. 

2\Ịx + 3 V 7 - X 

Bảng biến thiên 


Dựa vào bảng biến thiên => tập giá trị của t là t G V 10; 5\JĨ . 

Khi đó: (1)«. í 2 -19 = 4 mt «. 4 m = Vf G "v lO; 5^2 . 

Xét hàm SỐ f(t) = - — trên đoạn \ 10; 5^2 có: f(t) = - + ;^ >0, vte n/ĨÕ; 5 \ỊĨ , 
suy ra hàm SỐ f(t) đồng biên trên đoạn V 10; 5\j2 . 

Do đó: min/(f) = /(Vĩõ) = và max/(í) = f(5-JĨ) = ■ 

[^õ; 5sẸj 10 IỊ/ĨÕ; 5#] 10 

/ ỹJĨÕ 31\Ỉ2 

Để (*) có nghiệm <=> min f(t) < 4 m < ma xf(t) <=> — -d— < m < ■ 

lỊ/lÕ; 5#] ị4w; 5#] 40 40 


Kết luận: m e — thì phương trình đã cho có nghiệm thực. 

10 10 rà 5 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. LỄ Văn Đoàn 



Phân tích . Đây là phương trình vô tỷ khá quen thuộc: xỊÃ - X /ì = \fc (phương pháp 
giải: đặt đỉêu kiện, chuyển vê'sao cho hai vếkhông âm và bình phương). Khi đó được: 

9 • 2\9x x’ =9m + 9x-x 2 và đặt ẩn phụ t. Nhimg các em hãy lưu ý, đây là bài 
toán tìm tham sô' để phương trình có k nghiệm, khi đặt ẩn ta can "biện luận sô' 
nghiệm dựa vào sự tương quan giữa t và x" . Nghĩa là ứng với mỗi t cho được bao 
nhiêu nghiệm X, nhằm trả lời chính xác yêu cầu bài toán. 

Lời giải . Điều kiện: 0 < X < 9. 

(*) <=> xfx + V 9 - X = \J-X 2 + 9x + 9 m 

<>9 • 2\9x x’ =-x 2 +9x + 9m<v>9m = -(9x-X 2 ) + 2\9x-X 2 + 9 (1) 
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Đặt t = \Ị9x-x >0 và ta có: Jx.(9-x) < 


Cauchy x + ọ_ x 9 


= - 7 - nên fe 0 ;^ 


Khi đó: (1) «. 9m = -t 2 +2t + 9 (2) 

9 Ị 9 9 

Nếu t = ^ => t = \Ị9x -X 2 = 2 < ^ X ~2' c ° n §hiệm X. 

r„ 9Ì,, s. ? 

Nếu te 0;- thì với môi giá trị của t có 2 nghiệm phân biệt của X. Do đó, 

. 


để (1) có 4 nghiệm phân biệt thì (2) phải có 2 nghiệm phân biệt te 0; ^ 


Xét hàm SỐ /(í) =-í 2 + 2f + 9 trên 0;^J có: /'(í) =-2í + 2 = 0 <=> í = 1. 











Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


ứng với mỗi t e -\Í5;A'j thì t = x + y/5-x 2 có đúng một nghiệm X. 

ứng với mỗt t e võ; y 10) thì t = x + \Ị5 - X 2 có đúng hai nghiệm X. 
(*) <=> -5t 2 + 2f + 39 = 2m (1) 

Xét hàm SỐ /(í) = -5t 2 + 2f + 39 trên 


\3; vìo 


có /'(í) = -10í + 2 = 0«í = |- 



ĩ Vì Y/////A / s \ J////A 

Y////s/ / * 1412x 3 yỵỵỵổ' 

AS ị — 196 ^ [— 196 'ì 

Dựa vào bảng biến thiên =^> 14 + 2v5 < 2 m < => m e 7 + y 5; ~~J * 

• TH 2. Nếu t e \ 5;\ 10 ) thì yêu cầu bài toán <=> (1) có 1 nghiệm. 


t 

—00 ự5 -y/lõ +0O 

/’(0 


- 


/M 

WẾ> 

14 i 2\5 ^ 

2 \ 10 11 

llll 


Từ bảng, suy ra: 2\ 10 11 < 2m < 14 : 2\ 5 < > m c \10 ! \ 3 

V 2 

r A _ x r 11 196 

Kết luận: Hợp hai trường hợp, suy Tã me y io - 


Ví du 346. Tìm tham số m để: yỊlx-\ - ịj(2x-l)(2x + l) + m\2x I 1 =0, (*) 
có đúng hai nghiệm thực phân biệt ? 


1 ?Y — 1 ?r —1 

Lời giải. Điều kiên: %> —• Khi đó: (*)<=>. ——--Ỉ ——- + m = 0 (1) 

ỗ 2 V2x + 1 V 2x +1 


2r — 1 

Đặt: t = ị =r~Ỵ- có f' = 
' 2x +1 


(2x +1) 2 4 | 


2x-l 
2x + l 


1 „ 

= > 0, Vx > —, nên tăng trên 


1 

— ;+co 

2 


258 







khangvietbook.com.vn - ĐT: 3910 3821 - 0903 906 848 


Bảng biến thiên: 



+c0 Có lim t = lim ỉ 


Ì2x-1 


x->+co x—>+co ỵ2x + l 

_ Dựa vào bảng biến thiên, suy 
1 ra tập giá trị của t là: fe[0;l). 

X. . .1 2x — l . .1 1 1 


Khi đó: (1) <=> í 2 - í = m, (2) và úng với mỗi t = Ị Ệ-—t e [ũ;l) thì cho ta mỗi 

V 2x + 1 


XE +00 nên để (*) có hai nghiệm thực phân biệt thì (2) phải có hai nghiệm 
2 


thực phân biệt t e [0;l). 


Xét hàm SỐ f(t) = t 2 -t trên [ũ; l) có /'(í) = 2f -1 = 0 <=># = ■+ 



_ ( I _\ 

Ví du 347. Tìm tham số m để: (yfx + \Ịx- 1) »/\.Ỹ + , ả +16 \pr-x = 1, (*) 

V slx-1 

có đúng hai nghiệm thực phân biệt ? 


Lời giải . Điều kiện: X > 1. Suy ra: \[x - \lx -1 ^ 0. 


Lời giải . Điêu k 

Mouivĩ i , 1 

•v/x-1 


+ 16.ụ X 2 - X = \jx- Jx - 
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Phân tích . Do 8x 2 +4x + 13>0 nên can m 2 .(2.X + l).\Ịx 2 + 3>0<=>2x + l>0 và 
nếu không phát hiện ra điêu kiện kéo theo này thì kết quả chắc sẽ sai!!!. Bài toán chứa 
tích sô' (2x + l).%/x 2 +3 nên ta sẽ phân tích 8x 2 +4x + 13 theo hai biểu thức tích, cụ 
thể 8 x 2 +4x + 13 = (2x + l) 2 +4(x 2 + 3) 2 và chia 2 vê'cho lượng tích này sẽ tìm được 
phép đặt ẩn phụ và có lời giải chi tiết như sau: 

^ 1 
Lời giải . Điều kiện: x> ~2 



Do đó, miền giá trị của t là: te (0; 2). 

(1) <=> t + y = m 2 , (2) và để (1) có nghiệm <^> (2) có nghiệm t e (0;2) . 

Xét hàm số /(f) = t + J trên (0;2) có /'(í) = 1-4" < 0, Ví e (0;2). 
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Bảng biến thiên 
t —co 

/(') % 


Ta có: lim f(t) 

t-»0 + 


= lim t + — = +00. 
f->0 + 1 t , 


Kết luận: Dựa vào bảng biến thiên, suy ra: m 1 > 4 <=> m < -2 hoặc m> 2. 



Lời giải . Điều kiện: X > 1. 

(*) <=> mJ(x - 1) • (x 2 + X + 1) = (x 2 + X +1) - (x -1) <=> m.. 


1 X — 1 X -1 

X - + X + 1 X + X + 1 


Đặt: t= CỊẸỊỊT và có t'=—-* 2+2 t 2 ; 

v Ctll L*- 1 ^ 

Y “1“ “ỉ” 1 
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Ví du 351. Tìm m để: (2 m - l)sJx + 2 + (m - 2)^2 -X + m -1 = 0, (*) có nghiệm ? 

Học sinh giỏi tỉnh Thái Bình 


í Ị _ Y Ịj _ r Y 

P/uĩm f íc/f . Nhận thấy (sỊx + 2) 2 + (V 2 -x ) 2 = 4 <=> —— + — 

V ^ y V 2 V 


= 1 gợi 


nhớ đêh công thức lượng giác sin a + cos a = l, nênđặtẩnphụ \/x + 2 =2sina và 
\Ịl-x = 2cosa với a e 0;-^ . Lỉíc đó yêw CẦM bài toán trở thành: tìm tham sô'm để 


phương trình: 2(2m-l)sina + 2(m-2)cosa + Mỉ-l = 0 có nghiệm Vae 0;^ . 


Đểh ííổy, sai lãm mà học sinh thường vấp phải là "phương trình cố điên dạng: 
asina + bcosa + c = 0 có nghiệm <=>a 2 +b 2 >c 2 " ƠÀ từ đó kết luận giá trị của m. 

_ 7X 

Nhưng đieu ấy chỉ đúng khi aeO, CÒM ở đây thì ae 0;Y . Đôĩ với dạng này, 
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phương pháp xử lý tốt nhất là chuyển vê phương trình đại sô'bằng cách đặt ẩn phụ: 

, , "(X . 2 1 _ 1-t 2 

t = tan — => sin a = —— và cos a =-— • 

2 l + f 2 l + f 2 

.,. „ \Ịx + 2 = 2sinf f n 

rả» Lời giai . Điêu kiện: -2 < X < 2 . Đặt < _ , a e 0; ■ 

[y2-x=2cosf L 

(*) <=> 2(2 m -1 ) sin a + 2(m - 2) cos a + m-l = 0 (1) 

oc 71 2t 1 — t 2 

Đặt t = tan — • Do a e 0;-^ => t e Ị~0; 1~| => sỉna = ——— ; cosa = -——■ 

2 L 2 J L J 1 + í 2 l + í 2 

(8m-4)f , 2(m-2)(l-í 2 ) , _ . __3í 2 -4f-5 

1 + í 2 l + f 2 t 2 -8t -3 

v ,,. « íu ._3t 2 -4t-5 ^ r„ 1 1 , „. í ._-20í 2 -8f-28 „ 

Xét hàm sô f(t) = ————— trên 0; 1 có: f (í) = —2— — 7 < 0. 

t 2 -8t-3 1 J (í 2 -8t -3) 2 

Do đó hàm SỐ /(í) nghịch biên trên đoạn [0;l]. 

Suy ra min/co = /( 1 ) = I và max/(f) = /( 0 ) = I • 

„ ' _ 3 5 

Kết luận: Để phuonc trình có nehiệm min ?(í) < m < max ợ(t) — < m < — - 

F 5 6 [0 1] [0;1] ỔW 5 3 

Bình luân . Công cụ chính là "kỹ thuật dùng đạo hàm". Khi ta cô lập được A(m) thì 
phải làm thếnào đểhàm sốphải xét tương đối đơn giản. Lúc đó, có các hướng xử lý: 

• Đạo hàm trực tiếp đối với hàm f(x) đơn giản. 

• "Làm sạch" bằng phương pháp nhân liên hiệp đểđược f(x) đơn giản. 

• Đặt ẩn phụ thích hợp và tìm điêu kiện cho ẩn phụ chính xác. 

Khảo sát tính đơn điệu của hàm số f(x) (hoặc /(í) nếu đặt ẩn phụ), rồi dựa vào sự 
tương giao của đô thị hàm sô' y = f(x ) (hoặc y = f(t)) và đường thẳng nằm ngang 
y = A(m) đểbiện luận sô'nghiệm k (sô'giao điểm k ). Nẽu hàm số y = f(x) (hoặc 
y = f(t)) có GTLN và GTNN trên D thì giá trị m cân tìm đểp hương trình có nghiệm 
là những m thỏa mãn: min f(x) < A(m) < max/(x). 

xsD xsD 


Đó là phương pháp tôhg quát đối với những bài toán độc lập được tham sô'm, còn đôĩ 
với những bài không độc lập được m thì sao ? Ta cùng xét ví dụ sau: _ 









Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. LỄ Văn Đoàn 


Do đó u,v là hai nghiệm của phương trình: í 2 - 3rnt + + m — ỉ = 0 (1) 

Phương trình (*) có nghiệm <^> (1) có hai nghiệm không âm (do: u,v> 0): 
A > 0 Í9;n 2 +2m-2<0 r— ỉ — 

<^js> 0 <^jm >0 

n ' n " , _ 18 9 

p> 0 \9m +m-l>0 

Ví du 353. Tìm m để: \Jx 2 - 34x + 7 n- ịj(x - l)(x - 33) = 1, (*) có nghiệm ? 


/&• Lời giải . Đặt: 


J u = yx 2 - 34x + m Iu 5 =x 2 - 34x + m 

Ịữ = ịj(x - l)(x - 33) > 0 V=x 2 -34x + 33 


j M 5 -ư 4 =fn-33 jf = M- l>0 [u > 1 

\u-v = l |w 5 -ư 4 =m-33 ịỉí 5 -(u - 1) 4 + 33 = m, 

Để phương trình (*) có nghiệm <^> (1) có nghiệm Vtt > 1. 

Xét hàm SỐ f(ú) = u 5 -(»-l ) 4 +33 trên [l;+oo) có: 

f'(u) = 5« 4 - 4(w -1) 3 > 0, Vm > 1 => f(ú) đồng biến trên [l; +00). 

Để (1) có nghiệm Vít > 1 <=> m > min/(tí) <^>m> /(1) <^> ?n > 34. 

[!;«■) 

Kết luận: m > 34 thì phương trình đã cho có nghiệm. 


Ví du 354. Tìm tham số m để: *Jx + -v/l - X + 2m s Ịx(l -x)- 2ịjx(l -x) = m 3 , (*) 
có nghiệm duy nhất ? 


Lời giải . Điều kiên cần : 

Ta thấy nếu x o là một nghiệm của (*) thì 1 - x o cũng là một nghiệm của (*). 
Do đó (*) có nghiệm duy nhất thì phải có x o = 1 - x o <=> x o = T • 

1 „ [ĩ , , [m = 0 

Với X = — thì * <=> 2, — + m - 2íỊ— = m <=> m = m 

0 2 w V 2 V4 L m = ±1 

Điều kiên đủ : 

• Với m = 0 thì (*)<=> \/x + Vl-X - 2ịjxẸ-x) = 0 

<=> (iỊx - ịịĩ -x) 4 =0 <=> X = i là nghiệm duy nhất nên nhận m = 0 . 

• Với m = -1 thì (*) <=> \fx + \/l-x - 2ựx(l-x) - 2ịjx(l-x) = -1 
<=> vx 2/x(l x) I \ 1 ~Y + X - 2 v v(l - x) + (l - x) =0 

<>(vx vì x)' ! • (\ ;/ x vl — X )' = 0^1^ ^ < > .Y ' • 


X \i 1 X 0 
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Do X = là nghiệm duy nhất nên nhận m = -1 . 

• Với m = 1 thì {*)<^ f(x) = 4x + 4Ĩ--X + 2sẸc(ĩ^x) -2ịỊxẸ^ĩ) -1 = Q, có 
f(l) = /(0) = 0 nên có ít nhất hai nghiệm X = 0, X = 1 nên loại m = 1 . 

Kết luận: m = -1 V m = 0 thì phưong trình đã cho có nghiệm duy nhất. 

Bình luân . Trong cách giải trên, tôi đã sử dụng điêu cần và điêu kiện đủ để tìm m 
trong bài toán có nghiệm duy nhất. Điểm mấu chốt để tìm ra điêu kiện cân là nêu ra 
được nhận xét đặc trưng của phương trình, cụ thể chú ý đêh tính chẵn lẻ, tính đôĩ 
xứng của các biểu thức có mặt trong phương trình. Dạng tôhg quát của bài toán là 

f '-ỉix + a + ’4b-x) 2 tỉj(x + a)(b-x) =0 với f(x) = f(b-a-x). Nên phương trình 

có nghiệm duy nhất thì nghiệm đó phải thỏa mãn x = b-a-x suy ra x= ^ ^ ■ 

2 . Các thí dụ vê bất phương trình vô tỷ chứa tham sô 

Để xác định tham số m trong bài toán bất phưong trình vô tỷ, ta cũng có các 
bước và các dạng giống như phương trình. Nhung khi độc lập m, ngoài lưu 
ý về dấu khi nhân hoặc chia, ta cần ghi nhớ: 

• A(m) < /(x) có nghiệm trên VieD<=> A(m) < max/(x). 

c xeD 

• A(m) > f(x) có nghiệm trên Vx eDo A(m) > min/(x). 

xgD 

• A{m) < f(x) nghiệm đung Vx e D A(m) < min f(x). 

reD 

• A(m) > f(x) nghiệm đung VreDo A(m) > ma x/(x). 

xgD 

Vì thế, cần nắm vững các phương pháp tìm giá trị lớn nhất và giá trị nhỏ 
nhất của hàm số (trên đoạn, trên khoảng...). 


Ví du 355. Tìm m đế bất phương trình: mxy x( V1 - X - 1) 3 < X 3 - 3x -1, (*) có 
nghiệm thực ? 

Đề thỉ thử Đại học năm 2014 - Chuyên Phan Bội Châu - Nghệ An 


/ã* Lời giải . Điều kiện: 0 < X < 1 . 

Do X = 0 không là nghiệm của bất phương trình. 

Với X e (0;l] => \Ị:l-x -1 < 0 nên (*) <=> m > * r—= — — 7 = /(*)• 

1 xyx(yl-x-x) 3 

Để (1) có nghiệm trên (ũ; l] <=> m > min/(x). 


Ta có: /(x) = 


3x +1 - X 


-V vx(l ' V 1 X 


= 3 + - 


X ) yx(l-yl-x) 3 


Với X e(0;l] =í> ị X 


0 < 1 - y 1 - X < 1 


■ f(x) > 3 => min /(x) = 3 khi X = 1. 
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Kết luận: m > 3 thì bất phương trình đã cho có nghiệm. 


Ví du 356. Tìm m để bất phương trình: rnx - 3 > \/ 4x - X 2 , (*) có nghiệm 


/&• Lời giải . Điều kiện: 0 < X < 4. Do X = 0 không là nghiệm bất phương trình. 

( 1 ) 


lx-x 2 3 


■ + — -/(*) 
X X 


Với xg( 0;4] thì (*)<=> 777 >- 
Để (1) có nghiệm X G (0;4] thì m > min/(x). 

Xét hàm SỐ f(x) = —^~ — —+ — có: f'(x) = - .2 - \ < 0, Vxe(0;4~|. 

* * X\j4x-X 2 X 2 v J 

3 3 

Suy ra hàm số /(x) nghịch biến trên (ũ;4] => min/(x) = /(4) = -- => m > -- ■ 


Kết luận: m e 


3 

— ;+00 

4 


thì bất phương trình đã cho có nghiệm. 


Ví du 357. Tìm m để bất phương trình: x(4 - x) + rn\jx 2 - 4x + 5 + 2 > 0, (*) có 


nghiệm Vx e 


2-,2 + S 


Đê thỉ thử Đại học khôĩ A năm 2014 - Sở GD & ĐT Vĩnh Phúc 


Lời giải . Đặt t = \Ịx 2 -4x + 5 => t'(x) = —ị = x >0, Vxe 

v.v ’ 4.V i 5 


2)2 + 41 


í là f G 

min í; max t 

<^>t e 

~t(2);t(2 + S) 


[2;2+#] [2;2+#] 




t 2 — 7 

(*) <x>m> — J— = f(t), Ví e [l;2] và yêu cầu bài toán <=> m > min/(í). 

Xét hàm SỐ /( t) = —Ị— trên [l;2] có: f\t) = — y—>0, Vfe[l;2]. 

Suy ra hàm số /(í) đồng biến trên [l;2] => m > min/(í) = /(1) = -6 => m > -6. 
Kết luận: 777 G [-6; +oo) thì bất phương trình đã cho có nghiệm Vx G 2; 2 + v3 


Ví du 358. Tìm m để: \Ịx 2 +2x + ự(l-x)(3 + x) < 2777, (*) có nghiệm ' 


ố” Lời giải . Điều kiện: 


0<X<1 
-3 < X < -2 


thì (*) \/x 2 + 2x + \Ị3-2x-x 2 < 2777, (1) 


Đặt í = 3 — 2x — X 2 => t' = —2x — 2 = 0 <=> X = —1. 
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X 

—00 —3 

-2 

-1 0 

1 

+00 

t' 

Y////z. 

+ 

yỵ/ỵ/// 

— 

'//////, 

t 

nn 


yvỉvỉỉó 




Dựa vào bảng biến thiên, suy ra tập giá trị của t là t e [ũ;3]. 

(1) <=> 2m > \/3 - í + 41 = f(t), (2). Để (*) có nghiệm <^> (2) có nghiệm t e [ũ; 3 ] 


<=> 2 m > min /(í) <=> m > 


|min/(í). 


Xét hàm SỐ /(í) -V3--/ I yĩ" trên [0;3] có f'(t) = - 

2y3 — í 2v/ 

0 _. 0 __ __ 

Cho /'(í) = 0 <=> f = -^ và có /(0) = /(3) = v3; f -- = v6, nên min/(í) = v3. 

2 y2y [ 0;3 ] 


Kết luận: m e 


thì bất phưong trình đã cho có nghiệm. 


Ví du 359. Tìm m để: yj4ĩ i X ! \ 3 X - m - V 3 + 2x - X 2 < 2, (*) có nghiệm ? 


Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 3. 

Ị * Ị <=> \^\ 1 ỉ .V I \o X 1ỈI ^ 2 + V 3 4- 2x — X” 

[ “v/l + X + \j3-x - m > 0 
1 \/l + x + %/3-x - m < (2 + >/3 + 2x - X 2 Ỷ 


<^> • 


ơ) 



m < t 

m < max f 

f 4 • Hệ (1) có nghiệm <=> < 

m>t- — =f(t) 

4 ' w 

2 ;2>/ĩ 

<=> < 

m > min f(f) 

[2;2^] y v ' [ 




Xét hàm SỐ f(t) = t-Z trên 


m < 2\fĩ 

m > min /(í) 

[ 2 ; 2 #] 


2;2\fĩ 


có /'(í) = l-f 3 <0, Víe 


2\ 2 lò. 


Suy ra hàm số /(í) nghịch biến nên min /(í) = 

[ 2 ; 2 #] 

Kết luận: BPT có nghiệm <^>m< 2\ 2 và m > 2\ 2 -16 <=> m e r 2\fĩ - 16; 2 SỈ2 
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Ví du 360. Tìm m đểbất phuong trình: X 2 + sj(l - X 2 ' 

3 > m, (*) có nghiệm ? 



/5” Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 1 . 

Đặt f(x) = x 2 + \ (1 X )' thì (*) <=> m < f(x). Yêu cầu bài toán <=> m < ma x/(x). 
Xét hàm số f(x) = X 2 + Ậl-X 2 ) 3 trên [-1; l] có f'(x) = 2x- 3x\[ĩ - X 2 . 



Ví du 361. Tìm m để: Yx 2 - 2x - 3 + v8 - 2x - X 2 > m, (*) có nghiệm ? 



_ -2 < X < -1 

Lời giai. Điêu kiên: . Đăt t = x -2 X => í = 2x-2 = 0<^>x = l. 

ỗ 3 < X < 4 


X -00 


-1 1 3 


Dựa vào bảng biến thiên => tập giá trị của t là t e [3; 8]. 

(*) <=> m < \Ịt-3 + \. 8 /, (1) và đặt /(í) = \Ịt- 3 + \ 8 /. 

Để (*) có nghiệm (1) có nghiệm t e [3; 8] m < max/(í). 




Xét hàm SỐ f(t) - V / 3 i \ 8 - / trên [3; 8] có: f'(t) = — -jL - -ịL 

2 \/ 3 2\8 / 

„ f/(3) = /(8) = ự5 __ 


Cho /'(í) = 0=>í = y=></lỊ>_ự 

2 i 


nên max f(t ) vũ) =>m < \TÕ. 

[3;8] v 7 



Kết luận: m e Ị-oo; vĩõị sẽ thỏa mãn yêu cầu bài toán. 


w đu 362. Tìm m để: 2(x + \Ịl-x 2 )-x\Ịĩ-x 2 > 3m, (*) nghiệm đúng "xỉ I Ặ; sỊĩị ? 



Lời giải . Điều kiện: -yjĩ < X < \ 2 . Đặt: í = X + yịl-i 


Ta có: t' = 1-- 


:• Cho /'-()< > \ 2 x ’ = X <=> X = 1. 
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&> Lời giải . Đăt t = x4x 2 +1 ■ Do X e[0;l] => t 6 0;\fĩ . Khi đó: 
(*) <=> -m >t 2 - 2t +2 = f(t), (1). Để (*) có nghiệm đúng Vx e [0; l] 


(1) nghiệm đúng Ví e 0; \/2 <=> -m > mạx/(f). 

L J [o;#] 

Xét hàm số/(í) = f 2 -2f + 2 trên 0;yfĩ có /'(t) = 2í-2 = 0 => í = 1. 

Ta có: /(0) = 2; /(1) = 1; /(\2) = 4 - 2\2 nên max/(f) = 2 => -m > 2 m < -2. 

[o;#] 

Kết luận: m e (-oo;-2] thỏa yêu cầu bài toán. 

BÀI TẬP RÈN LUYỆN 

BT 474. Tìm tham số m để: m \lx 2 - 2x + 2 = X + 2 có 2 nghiệm phân biệt ? 

BT 475. Tìm m để phương trình: nvỊĩc 2 + 2 = x + m có ba nghiệm phân biệt ? 
BT 476. Tìm tham số m để phương trình: 2x +1 = m\lx 2 +1 có nghiệm ? 

BT 477. Tìm m để phương trình: \lx 2 + mx + 2 = 2x +1 có hai nghiệm ? 

BT478, Tìm tham số m để phương trình: v2.v + \Ỉ2x + 2^6-x + 2\6 .V = 
có đúng hai nghiệm thực phân biệt ? 

BT 479. Tìm tham số m để phương trình: \/x 4 - 13x + m + X -1 = 0 có nghiệm 
thực duy nhất ? 
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BT 480. Chứng minh rằng với mọi giá trị dương của tham số m, phương trình 
sau có hai nghiệm thực phân biệt: X 2 + 2x-8 = sịm(x - 2) ? 

BT 481. Tìm m để phương trình: \Ịx 2 +X + 1 - \Jx 2 - X +1 = m có nghiệm thực ? 

BT 482. Tìm tham số m để: ịjx 2 + 2x + 4 - \Jx +1 = m có đúng một nghiệm ? 

BT 483. Tìm tham số m để: (m - 2)(1 + \Ịx 2 +1) = X 2 - m có nghiệm thực ? 

BT 484. Tìm m để: \Ịx 2 -4x + 5 =m + 4x - X 2 có đúng 2 nghiệm dương ? 

BT485. Tìm m để: 6 • .V I 2 V (4 x)(2x 2) III i 4(\4 .V i v2.v 2) có nghiệm 
thực ? 

BT486. Tìm m để: 2(x I \4 X ’) xsỊÃ-X 2 + 2- 3 m = 0 có đúng hai nghiệm 
thực phân biệt ? 

BT 487. Tìm tham số m để: \fx + sj4 — x - \Ịm + 4x-x 2 = 0 có nghiệm thực ? 

BT 488. Tìm tham số m để: 3 sfx -1 + m \Jx +1 = 2t/x 2 -1 có nghiệm thực ? 

BT 489. Tìm tham số m để m(\lĩ + X 2 - \Jl-x 2 + 2) = Vl-X 4 + %/l + x 2 - \/'l - X 2 
có nghiệm thực ? 

BT 49Ỡ. Tìm tham số m để: |l + x| + (4 - m) |x -1| = (m - l)\Ịx 2 -1 có nghiệm ? 

BT 491. Tìm m để: 2 mx = 2x 2 - 3\ 2x I 4x ' +1 có hai nghiệm phân biệt ? 

BT 492. Tìm tham số m để: m(x + 4)\Jx 2 + 2 = 5x 2 + 8x + 24 có nghiệm ? 

BT 493. Tìm tham số m để: 3x 2 + 2x + 3 = m(x + 1)7x 2 +1 có nghiệm ? 

BT 494. Tìm tham số m để phương trình: 10x 2 + 8x + 4 = m ( 2x + 1 j Vx 2 +1 có 
đúng hai nghiệm thực phân biệt ? 

BT 495. Tìm m để: (4 m - 3)\/.v + 3 + (3 m - 4)v l - X +m -1 = 0 có nghiệm ? 

BT496. Tìm tham SỐ m để: 7«Ị|x| + \/l-x 2 I IỊ 2\x ; ’ -X 4 + ịxị + \Jl- X 2 +2 có 
nghiệm thực ? 

BT 497. Tìm tham số m để phương trình: \Ịm + x + \Ịm - X = m có nghiệm ? 

BT 498. Tìm tham số m để: \Jl-x 2 + 2.\Ịĩ -X 2 = m có nghiệm duy nhất ? 

BT 499. Tìm tham số m để phương tình \Ịx-3-2\Ịx- 4 + \j X - ố\fx - 4 + 5 = m 
có đúng hai nghiệm phân biệt ? 

BT 500. Tìm m để: (m - l)Ậx 2 + 2) 3 + (x + 4)(llx 2 - 8x + 8) = 0 có nghiệm ? có 
đúng 4 nghiệm thực phân biệt ? 

BT501. Tìm m để: (x 2 +1) 2 +m = X-ỊĨ + 2+4 có hai nghiệm phân biệt ? 

BT 502. Tìm tham số m để: %/x 4 - 4x 3 + 16x + m + \Ịx 4 - 4x 3 + 16x + m = 6 có 
đúng hai nghiệm thực phân biệt ? 
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HỆ PHƯƠNG TRÌNH DẠI SỐ- vô TỶ 

ikikik= — 

§ I. HỆ PHƯƠNG TRÌNH cơ BẢN 

1. Hệ phương trình đối xứng loại I 

- Nhận dạng: Đổi chỗ hai ẩn thì hệ phương trình không thay đổi và trật tự các 
phương trinh cung không thay đôl 

- Cách giải: Biến đổi về dạng tổng - tích 
+ Đặt s = x + y, p = xy. 

+ Giải hệ với ẩn s, p với điều kiện có nghiệm (x; y) là s 2 > 4 p. 

+ Tìm nghiệm (x; y) bằng cách thế vào phương trình X 2 -SX + p = 0. 

- Một SỐ biến đổi để đrra về dạng tổng - tích thường gặp: 

+ X 2 +y 2 =(x + ỳf -2xy = s 2 -2p. 

+ X 3 +y 3 =(x + yf - 3 xy(x + y) = s 3 - 3 SP. 

+ (x-y) 2 =(x + y) 2 -4xy = s 2 -4P. 

+ X 4 + y 4 = (x 2 +y 2 ) 2 -2x 2 y 2 = s 4 - 4S 2 P + 2P 2 . 

+ X 4 + y 4 + x 2 y 2 = (x 2 -xy + y 2 )(x 2 +xy + y 2 ) = . 

2. Hệ phương trình đối xứng loại II 

- Nhận dạng: Đổi chỗ hai ẩn thì hệ phương trình không thay đổi và trật tự các 
phương trinh thay đổi (phương trình này trở thành phương trình kia). 

- Cách giải: Lấy vế trừ vế và phân tích thành nhân tử, lúc nào cũng đưa được 
về dạng (x - y).f(x) = 0, tức luôn có x = y. 

„ , , , . |ữ 1 x 2 +b ì xu + c ì y 2 =d ì 

3. Hệ phương trình đăng cap bậc hai ị o (/) 

[a 2 x + b 2 xy + c 2 y = d 2 

,I d 2 {aỵ + \xy + c Ả y 2 ) = ả x À 2 (1) 

[í?! (ữ 2 x 2 + b 2 xy + c 2 y 2 ) = d 1 .d 2 (2) 

Lây (1) - (2) => {yd 2 -a 2 ã 1 ) • X 2 + (b ì d 2 - b 2 d r )-xy + (Cjd 2 - c 2 d 2 ) • y 2 = 0 
Đây là phương trình đẳng cấp bậc hai nên sẽ tìm được mối liên hệ X, y. 

(bản chất là nhân chéo hai phương trình lại với nhau tạo đồng bậc). 

Lưư ỷ . Ta sẽ làm tương tự đối với dạng đẳng cấp bậc ba và bậc bốn. 

4. Sử dụng phương pháp thê tạo phương trình đẳng cấp (đông bậc) 

Dạng thường gặp là i = ! ,., với f m (x;y), f n (x;y), f k (x;y) là các 

biểu thưc đẩng câ'p bậc m, n, k thỏa mãn m + n = k. 

Phương pháp giải: Sử dụng kỹ thuật đồng bậc, tức: 
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Hệ ^<Ịị =>f m (x;y)-f n (x;y) = a.f k (x;y) và đây là phương 

a- f„(x;y) = a- f k (x;y) 

trình đẳng cấp bậc k, sẽ tìm được mối liên hệ giữa X, y. 

,,4 , 4 , , „ ,2.(4x 4 +y 4 ) = (4x + y).Ẽl 

Chẳng hạn: ĩ :.rí:? «I T 

1 X 3 + y 3 - xy = 2 


X 3 + y 3 - xy 2 1 = [2] 

Suy ra: 2(4x 4 + y 4 ) = (x 3 + y 3 - xy 2 )(4x + y) có dạng đẳng cấp bậc bốn. 

★ Nhóm ví dụ vê hệ đối xứng loại I 


Ví du 364. Giải hệ phương trình: 


|x 3 +y 3 =8 
1X + y + 2xi/ = 2 


(*) 


(x;yeặ). 


Đại học Sư phạm Hà Nội 


Phân tích . Khi thay đôĩ vị trí X và y cho nhau thì hệ không thay đổi và trật tự các 
phương trình trong hệ cũng không thay đôĩ => đây là hệ đối xứng loại I và phương 
pháp giải là biến đôì vê tôhg và tích. 

Lời giải . Đặt s = X + y, p = xy, (S 2 > 4 P). 

Khi đó: X 3 + y 3 = (x + y)(x 2 - xy + y 1 ) = (x + ỳ) [(x + y ) 2 - 3x1/ ] = s 3 - 3PS. 

, . _ Ịs 3 -.3SP = 8 |2P = 2 ^.s _ (s = 2 

(*)<=>•; _ _ <=>1 <^>1 : thỏa điêu kiện, 

s + 2P = 2 2S 3 + 3S 2 - 6S -16 = 0 p = 0 


Với 


Ịs = 2 

p = 0' 


suy ra: 


X + y = 2 
\ «> • 

X = 2 

X = 0 

hoăc 

1 

0 

II 

X \ 

0 

II 

tN 

II 

>> 


Kết luận: Tập nghiệm hệ cần tìm là s = (x;y ) = j(2;0);(0;2)j • 


„ X +1/ + XI/= 13 

Ví du 365. Giải hê phương trình: < (*) (x;i/e ). 

Ix +y +xy =91 


Lời giải . Đặt: s = X + y và p = xy, (S 2 > 4P). 
[ X 2 + y 2 + xy = (x + y) 2 - xy = s 2 - p 


Khi đó: 


X 4 + y 4 + x 2 y 2 = [(X + yý - 2xy] 2 - x 2 y 2 = (S 2 - 2 P) 2 - p 2 


s 2 -p = 13 ís 2 =13 + p ÍP = 3 , , 

(*)<=>•( <=><_ : thỏa điêu kiện. 

Ị(S 2 -2P) 2 -P 2 =91 Ị(13-P) 2 -P 2 =91 [s = ±4 

„ íxy = 3 íxy = 3 íx = 3 íx = l íx = -3 íx = -l 

Suy ra:i . V 1 1 ” V 1 _ V •< V { 

lx + y = 4 1X + y = -4 ly = l ly = 3 ly = -l ly = -3 
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Kết luận: Tập nghiệm hệ cần tìm là s = (x;y) = {(—3; —1); (—1; —3); (1; 3);(3; 1)| • 



-xf(x + f) = -2 ^ 

p/íán tíc/ỉ. Nêu đặt t = -y thì hệ (*)<=> -Ị 3 3 2 và đây là hệ đôi xứng loại I. 


Lời giải . Đặt t = -y thì (*) <=> 


x 3 + t 3 =2 


Suy ra: X 3 +t 3 =(x +1) 3 - 3xí.(x + t) = s 3 - 3 SP. 

\SP = 2 ÍSP = 2 fs = 2 

(í) <=> •< _, _ _ <=> < «• ị _ • Suy ra: 

'S 3 -3SP = 2 s 3 = 8 P = 1 


> 

ịs = x + t 

, (í). Đặt 


[p = xf 

(N 

II 

+ 

* 

[x = 1 

<=> => 

[XÍ = 1 

[í=l 


Kết luận: Tập nghiệm hệ cần tìm là s = (x;y) = |(l;-l)j • 


Ví du 368. Giải hệ phuơng trình: < 1 

X 2 + y 2 - X + y = ^ 


X 3 - 3x 2 - 9x + 22 = y 3 + 3y 2 - 9y 


Đại học khôi A năm 2012 


y 3 +t 3 + 3 (y 2 + f 2 ) - 9(í + y) = 22 

/&• Lời giải . Đặt t = -x thì (*) <=> ị I (/) 

y +1 + í + y = — 
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_ [s = y + t _ 

Đặt r . , (S > 4 P) thì (í) 

[p = yt 


s 3 - 3 PS + 3(S 2 - 2P) - 9S = 22 


S 2 -2 p + s = - 





3 

1 


p = - 

y + t- -2 

t = ~- 
2 

t=-~ 

2 

<=> < 

4 <=> < 

3 <=>< 

V ị 

=>< 


s = -2 

yt = — 
r 4 

1 

y = — 

r 2 

3 

y = -- 

r 2 l 


3 

x = X- 

2 


y = - 


1 


V < 


1 

x = — 

2 


y=- 


Kết luận: Tập nghiệm hệ cần tìm là s = (x;y) = ■ 




Ví du 369. Giải hê phuong trình: 1 + 

(*) (x;y eũ ). 

\x l y + y / x = 20 

Đại học Hoa Sen 


Phân tích . Nếu thay đổi vị trí X và y cho nhau thì hệ không thay đổi và trật tự các 
phương trình cũng không thay đổi nên đây là hệ đối xứng loại I. Nhưng trong hệ 
phương trình có chứa: \fx, sỊỹ , nên ta sẽ đặt: s = -Jx +yỊỹ, p = yfxỹ hoặc ta có thể 

đặt u = \[x, V = gỹ, rôi sau đó đặt s, p theo u, V cũng được kết quả tương tự. 

\u = 4x> 0 

Lời giai . Điêu kiên: X, y > 0. Đặt 

(*)<=> 


. \u = sịx> u 

i giai . Điêu kiện: X, y > 0. Đặt < . 

[v = Ậ>0 

ịu 2 v+uv 2 =6 ịuv(u + v) = 6 ịuv(u + v) = 6 

|»v +«v = 20 <Z> ịuV(u 2 +u 2 )-20 = 0 < [(uu) 2 [(u + u ) 2 -2uu] = 20 
ịps = 6 . _ ịs = u + v . - 


,. \s = u + v , -. . 

<=><! __ _ với 1 „ , (S >4P). 

ịp 2 (S--2P) = 20 \p = uv 


\PS = 6 


<Í5> • 


1 

(N 

II 

Gh 

Ímu = 2 

\u = l ị 




hoăc < 

20 

ro 

II 

co 

[u + u = 3 

b = 2 1 


u = 2 
V = 1 


c . N/x=l [%/x=2 ịx = 1 Ịx = 4 

1^=2 lVỹ=i b'= 4 0=1 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm hệ là s = (x;y) = |(1;4),(4;1)| • 


Ví du 370. Giải hê phuong trình: < 

\lx-l + Jy-l = 3 

,--- (*) (*;yeũ). 

x + y = 5 + ự(x-l)(y-l) 

Lời giải. Đăt 

a = yỊx-1 >0 

b=jTĩ>0 

a 2 =x-l , ,, 

=>íỉ+b=x + y-2. 

y =y-i 
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a + b = 3 ịa + b = 3 ịa + b = 3 

a 2 +b 2 + 2 = 5 + ab \(a + b) 2 -3ab = 3 \ab = 2 

\a = l \a = 2 \sfx-i = l í VA- 1 2 \x = 2 \x = 5 

~Ỉ6 = 2 v 1^ = 1 U+1 = 2 v l^ĩli jy = 5 v |y -2 

Kết luận: Tập nghiệm hệ cần tìm là s = (x; y) = í(2; 5); (5; 2)1 • 




x + y - yxỹ = 3 


ịx +1 + Jy + 1—4 


(*) (x;yeũ). 


Phân tích . Nếu thay đổi vị trí X và y cho nhau thì hệ không thay đổi và trật tự các 

phương trình cũng không thay đổi nên đây là hệ đối xứng loại I (biến đổi vê tống - 

tích). Phương trình đâu tiên đã có dạng tôhg và tích nên ta quan tâm đến việc biến đổi 

phương trình thứ hai. Do hai vế đêu dương nên bình phương lên sẽ thu được dạng 

tôhg - tích và đặt ẩn phụ s = x + y, p = xy, từ đó có lời giải 1. Ngoài ra, ta có thể giải 

chúng bằng phương pháp đánh giá (lời giải 2, lời giải 3). 

., _ _ , . „ \ xu > 0 . , . . \x+y- Jxy = 3 

Lời giải 1 . Điêu kiện: \ J thì (*) <=> ( * ị ___ (í) 

[x,y > -1 (x + y + 2 yỊx + y + xy +1 = 14 

^ \s = x + y , ịs~\fp = 3 


p = xy 


, (s 2 > 4P) thì (í) 0 


s + 2\ỊS + p +1 = 14 


ÍP = (S-3) 2 ; s>3 Ị3<s< 14 fs = 6 . , _ , , _ 

[2ựs 2 -5S + 10 = 14-S [3S 2 +8S-156 = 0 \p = 9 

Suy ra: ị x y 6 nên X, y là nghiệm phương trình: X 2 - 6X + 9 = 0 <=> \ x ■ 

[xy = 9 ' [y = 3 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm hệ là s = (x;y) = |(3;3)j • 

«©* Lời giải 2 . Sử dụng bất đẳng thức Cauchy. 

Từ (1), suy ra: X + y = 3 + yỊxỹ nên X + y > 0 và do xy > 0 nên X > 0, y > 0 (3) 

- Cauchy x + 

(1) <í=> X + y = 3 + yịx.y < 3 + 2 <=> 2(x + y) < 6 + X + y X + y < 6 (4) 

( 2 ) « 4 . T~J 5 ĩĩĩĩq s - 4 . 

Nghiệm hệ phương trình là các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong (3), (4) 


đồng thòi xảy ra <=> ị X + y = 6 <=> X = y = 3. 

7x71=*/v +1 
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/&• Lời giải . Điều kiện: x -~ 2 ' y~~ 2 

8r 4- 9 

Lây (1) - (2) => (x - y)(8x + 8ỵ + 9) = 0<^>ỵ = x hoặc y = — • 

8 


276 












TN . ., , \xy 2 +6x-y 2 -6 = yx 2 + y ( 1 ) 

rả* Lời giai . Hệ phương trình <=> ^ ' ' 

\yx + 6 y-X -6 = xy + X (2) 


277 
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Lây (1) - (2) => 2xy(y - x) + 7{y - x) + (x - y)(x + y) = 0 

<^>(y- x)(x + y - 2xy + 7) = 0<^>y = x hoặc x + y-2xy + 7 = 0. 

• Với x = y, thế vào (l)<=>x 2 -5x + 6 = 0<=>x = y = 2 hoặc X = y = 3. 

• Vói X +1/ - 2.ri/ + 7 = 0 có dạng đối xúng tổng, tích nên ta sẽ kết họp vói 
phưong trình thu được khi lây (1) + (2) <=> X 2 + y 2 - 5x - 5y +12 = 0 được hệ: 

Ịx + y - 2 xy + 7 = 0 Í2xy = X + y + 7 

Ịx 2 + y 2 - 5x - 5 y +12 = 0 Ị(x + y) 2 - 2 xy - 5(x + y) +12 = 0 

Í2 xy = x + y + 7 íx + y = 5 íx = 2 , w íx = 3 

[(x + Ị/) -6(x + y) + 5 = 0 [xy = 6 [y = 3 [y = 2 

Kết luận: Tập nghiệm hệ cần tìm là s = (x;y) = |(2;2);(3;3);(2;3);(3;2)| • 



X 4 + y 2 — xy 3 — — X = 0 (1) 

8 (*) (x;yeũ). 

y 4 +x 2 -yx 3 -^y = 0 (2) 

o 

Ví 376. Giải hê phưong trình: - 


Lithuanian Mathematỉcal Olympiad 


Lời giải . Nhận thấy (x; y) = (0;0) là 1 nghiệm của hệ. 


Xét (x; y) + (0;0), nhân hai vế của (1) cho X 2 , của (2) cho y 2 : 

X 6 + X 2 }/ 2 - X 3 }/ 3 - ^x 3 = 0 „ 

(*)« ‘ ‘ Q ^>x 6 -y 6 -|(x 3 -y 3 ) = 0 

y 6 +x 2 y 2 -x 3 y 3 -^-x 3 =0 

«■ [(x 3 f - (y 3 ) 2 ] - ị(x 3 - y 3 ) = 0 «■ (x 3 - y 3 )(x 3 + y 3 ) - ^(x 3 - y 3 ) = 0 


<=>(x 3 -y 3 ) x 3 +y 3 --^ =0<»x 3 =y 3 hoặc X 3 +y 3 =^- 


Vói X 3 = y 3 <=> X = y, thế vào (1) <=> X 2 - ^x = 0 <=> X = y = ^- • 


Vói X+:,»=?, thì (0 « 


X 3 + — - y 3 - -^ = 0 

X ‘ 8 

..3 , X 2 ..3 9 

X 8 


\f_ + x^_ 9 
X y 4 


x 3 +y 3 9 do: p+y 3 =ị 8 9 1 3 3 1 

<=> —- í — = - <- : —2—> - = -<=> XI/ = -^ <=> X y = X • 

xy 4 xy 4 2 8 

9 1 

Do X 3 + y 3 = -^ và x 3 y 3 = nên theo Viét thì X 3 , y 3 là nghiệm của: 
8 8 
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9 1 _ [*’=1 , . L»4 M , _ í 1 

8 8 y 3 =ị „3, y = ị 

r 8 [y = 1 r 2 [y = l 

, ,, . r Í9 9Vl ^ (. lYI 

Kêt luận: Tập nghiệm hệ cần tìm là s = (x; i/) = 40; 0); ; ^-;1 ; 1;^ r 

1 8 8 1 V 2 ) 'v 2jj 



+ 3 4- 2'\[x — 3 + (1) 

4- 3 4- 2^Jỹ = 3 + >Ịx (2) 


(x;y e □ ). 


Phân tích . Đây là hệ đối xứng loại II có chứa căn thức và phương pháp giải là lấy vế 
trừ vế. Khi đó ta có hai hướng xử lý thường gặp: một là nhân liên hợp để để đưa vê 
dạng (x - y)./(x) = 0, hai là: xác định hàm đặc trưng và dùng tính đơn điệu của hàm 
số để chứng minh f(x) = /(y) <=>x = y, sau khi khẳng định hàm đặc trưng đơn điệu 
một chỉêu trên mtên đang xét. Từ những định hướng này ta có các lời giải sau: 

Điều kiện: x; y > 0. Do X = y = 0 không là nghiệm hệ, nên ta chỉ xét X, y > 0. 

Lây (1) - (2) => 4x^+3 - + 3(\/x - yỊỹ) = 0 (*) 

Lời giải 1 . (Liên họp). Ta có: (*) <=> — — r _- = + —ỉpr = 0 


[x + 3 4- 4y 4- 3 Tx 4- 4y 


<=>(x- y) , _ _ + -=-—= =0<=>X = 1/. 

y \lx 2 +3 + 4y 2 +3 \fx + 4ỹ y 

^ X + ự 3 „ ,, 

Do , + r -= > 0, Vx, y > 0. 

yx + 3 + ^1/ +3 yX 4- y 1/ 

Thế X = y vào (1) <£3- \jx 2 +3 + \[x = 3, (i). Đặt /(x) = \Ịx 2 +3 + \ỉx. 
Xét hàm SỐ /(x) = \Ịx 2 +3 + -Ịx. trên (0;+oo) có 


f\x) = = + —>0, Vx > 0. Do đó hàm số đồng biến trên (0; +oo). 

Vx 2 +3 2Vx 

Mà ta luôn có: /(x) = /(1) = 3 <=> X = 1: là nghiệm duy nhất của f(x) = 0. 
Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ cần tìm là s = (x; 1 /) = j(l; 1) j • 

Lời giải 2 . Sử dụng tính đon điệu của hàm số. 

(*) <=> sỊĩc 2 +3 + 3\[x = yjy 2 +3 + 3 lỊỹ -33 f(x) = f(y). 

Xét hàm SỐ /(í) = %/í 2 +3 +3 yft trên (0;+oo) có: 

f\t) = , = + —>0, Ví > 0, nên hàm số /(í) đồng biến trên (0;+°o). 


Suy ra: /(x) = f(y) <=> X = y. Giải tuông tự nhu trên đuọc X = y = 1. 
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Phân tích . Rõ ràng đây là hệ đối xứng loại II có chứa căn thức, theo các ví dụ trên thì 
ta sẽ trừ vế với nhau, rồi sử dụng kỹ thuật nhân liên hợp hoặc hàm sô'. Nhưng bài này 
thì sẽ rất khó khăn và gây bê'tắc nếu làm như thế vì nó quá cồng kênh. Đểý biểu thức 

tron? căn có' 1+ 1 1 _x 2 (x + \) 2 +(x + \) 2 +x 2 _x 2 (x + \) 2 +2x(x + \) + \ 

8 X 2 (x + 1) 2 x 2 (x + l) 2 x 2 (x + l) 2 


: + = r X( ĩ! 1 lt 1 Ĩ =\ 1 + thì khai căn chỉ còn 1 + 

X (x + 1) 1 x(x + l) J Ị_ x(x + l) 


1 

x(x + 1 ) 


«©* Lời giải . Điều kiện: X, y> 0. Khi đó: (í) <=> 


1 

x(x + 1 ) 

1 

;y(y+1) 


■ = Jxlx + . 


1 

_ i? - V.YÍ.Y • 1) >0 Í7 2 íflỉ> 2 =l 

Dê dơn gian, ta có thế đặt: v ___ , thì (n) <=> •< _ <íí> ị ’ 

\b = Jĩũĩĩ)>0 1 ; 1 Vb = 1 

.b 2 
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x(x + l) = l 1 I V 5 

=> X = y = ——-— 

y(y+i) = i 2 


Kết luận: So điều kiện, nghiệm hệ là s = (x; y) = I 2 ẾL 1 ; 1 I. 

★ Nhóm ví dụ vê hệ phương trình gân giống hệ đối xứng loại II 

Trong mục nhỏ này, tôi xin đuợc trình bày đến quý độc giả phần hệ phuơng 
trình gần giống đối xứng loại II, nó chỉ sai lệch nhau về dấu hoặc hằng số ở 
một SỐ vị trí. Khi đó lối đi thuờng gặp là cộng hoặc trừ hai vế của hai phuơng 
trình với nhau sẽ thu đuợc phuơng trình (nếu cộng hoặc trừ) hoặc hệ phuơng 
trình (nếu vừa cộng vừa trừ) giải đuợc (đẳng cấp, tích số...). Để làm sáng tỏ ý 
tuởng này, ta cùng xét các ví dụ sau: 


VíđuSSO. Giải hê phươne trình: Ị (x + -'/X 31 '!/ 4 V) 2 (!) f n y 

ị(x + i,)(3xỵ + ìgj) = 2 < 2 > 

Học sinh giỏi tỉnh Đông Nai năm 2013 


Phân tích . Thoạt nhìn thì bài toán này gần giôhg như hệ đối xứng loại II, nhưng 
không phải. Theo kinh nghiệm của tôi, đối với hệ gần đối xứng loại II mà có chứa căn 
thức ta sẽ vừa cộng, vừa trừ để tạo hệ mới. Từ đó định hướng tạo phương trình đẳng 

cấp (nhân hợp lý tạo đông bậc) hoặc phương trình vô tỷ giải được (hoặc đưa về tích). 

Lời giải . Điều kiện: X, y > 0. Do x = y = 0 không là nghiệm nên xét x,y>0. 

T , m „4 n\ J(* + y)(3xy + 4ựỹ)+(x + y)(3xy-4^) = 0 

Lấy (2) + (l) và (2)-(l) tađuợc: . r ' 

1 (x + y)(3xy + 4 yy) - (x + y)(3xy - 4yx) = 4 
í (* + y)(6xy - 4 4x + 4 jỹ) = 0 ^ đo:x+y>0 > ^ ị 3 xy = 2(yỊx-yỊỹ) (i) 

\(x + y)( y Ịỹ + 4x) = l [1 = (x + y)( s Ịỹ +4ĩc) 

Lây vế nhân vế của hai phuơng trình mới, thu được: 3xy = 2(x + y)(x - y) 

<=> 3xy = 2(x 2 - y 2 ) và đây là phương trình đẳng cấp bậc 2 nên chia cho y 2 : 

f \ 2 f \ r 1 

<=>2 — -3 — -2 = 0<=> — = 2 (nhận) hoặc — = - — (loại do X, y >0). 

y y 2 

Với X = 2y, thế vào (/)<•> 6 y 2 = 2( v 2y v y ) < > 3y 2 - yỊỹ (X 2 1 ) 

^,1-, 3 _ 1 n/2-iỴ _ _ _ _ y/ĩ-lỴ 

*> ụy) = y = ẩ J ' suy ra: x = 2 ị [3 ■ 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm hệ là s = (x; y) = I 2^—-^2—; ^ I • 


(x;y e □ ). 


281 
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\ĩí A,. UA. 1 V* 2 + X + 2/ + 1 + X + V]/ 2 +x + y + l + y -18 (1) 

Ví du 381. Giải hê: < v __ _ 1_ __ (x;yeD). 

+ X + y +1 — X + X + y +1 — y — 2 ( ' 

Học sinh giỏi tỉnh An Giang 


/&» Lời giải . Điều kiện: 


X +x+y+l>0 
y 2 + X + y +1 > 0 


(1) + ( 2 ) 12(yx 2 + X + y +1 + yy 2 + X + y +1) - 20 

a (2 ’ [2x + 2y = 16 

Ị ^x 2 + X + y +1 + + X + y +1 = 10 Ị3/ = ® “ x 

ỊX + y = 8 Ị•%/x 2 +9 - 


/x 2 + 9 + \/v 2 + 9 = 10 


y = 8 - X = 8 
Jy 2 +9 10 -vr' ị ‘ 


y = 8 - X 


.<=> 10-ựx 2 +9>0 


y 2 + 9 = 100 - 20*v/x 2 + 9 + X 2 + 9 


j 10> vx' I 9 . y91 <x< ựoi .X 4 

1(8 - x) 2 = 100 - 20\ x ; ’ + 9 + X 2 Ị9x 2 -72x + 144 = 0 |y = 4 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm hệ là s = (x;y) = {(4;4)| • 

&> Nhân xét . Ta có thể giải (í) bằng bất đẳng thức véctơ như sau: 

, íu = (x;3) - - 

Trong mặt phăng tọa độ Oxy, chọn \ _ => u + V = (8;6). 

[ũ = (8-x;3) 

r I—I # 


Suy ra: 


u = yx + l 


và M + ơ =^8 2 +6 2 =10. 


[ỉ = ự(8-x) 2 +9=ựy 2 +9 1 1 

Do ta luôn có u + v > u + v nên yỊx 2 + 9 + ^Ịy 2 + 9 > 10 và dấu đẳng thức xảy 

ra khi u, V cùng chiều <^> 3x 4- 3(8-x) = 0<^>x = 4=>y = 4. 

Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm hệ phuung trình là s = (x;y) = {(4;4)| • 



(, 12 ì 

1 

^ y + 3xj 
/ „ - \ 

■\lx = 2 

Vx du 382. Giải hê phưong trình: < 

(*) (x;yeũ). 


1+ 12 

^ y + 3xj 

•>/ỹ = 6 


Tạp chí Toán Học & Tuổi Trẻ sô 400 


/&» Lời giải . Điều kiện: X, y>0; y + 3x>0. 
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w 12 6 ... (i)-(2) 

l + ^z=r/ (2) 

[ y +3x sjy 


1 3 

i = 4=+4 


yfx Jỹ 

12 1 3 

iZ = _L —4 (4) 

y +3x 'ỉx -Ịỹ 


12 1 3 1 3 19 12 

Lấy (3) nhân (4) được:-= 4=-4= + «►--- =-=- 

ị/ + 3x ựy^ựx yỊy) * y y + 3x 

y — 9x 12 

——— + = 0 (y - 9x)(y + 3x) +12 xy = 0 <=> y 2 + 6 xy - 27X = 0 

xy y + 3x 

/ \ 2 / \ 

<=> — +6 — -27 = 0 <=> — = 3 (nhận) hoặc — = -9 (loại X, y >0). 

2 2 1 V 3 1 Jx 4 • 2\ 3 

X sjx sỊx 2 ịi/ 12 ! 6v3 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = |(4 + 2y/3; 12 + Ò\ / 3)Ị • 


Ví du 383. Giải hệ phương trình: 


^ +2y 3 -x = ~ + 3^Ỉ3 (1) 
s +2x 3 -y = -ị-3yj3 (2) 


(x;yeũ). 


Học sinh giỏi tỉnh Thái Nguyên năm 2013 


Phân tích . Theo kinh nghiệm của tôi, khi bắt gặp hệ phương trình gân đôĩ xứng loại II 
ở dạng đa thức, bạn nên cộng hai phương trình lại với nhau để thu phương trình mới. 
Lối đi thường gặp của phương trình mới này đưa vê tôhg các sốkhông âm hoặc dạng 
A n = B n hoặc phương trình bậc 2, bậc 3,... theo ẩn ax + by. Nhưng do đa thức 
thường không có điêu kiện và khi cộng lại được phương trình mới là phép biến đổi hệ 
quả. Do đó, khi giải xong ta cân thếvào đểkiêỉn tra lại nhằm loại nghiệm ngoại lai. 

/&* Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Lây (1) + (2) được: X 4 + 2x 3 - X + y 4 + 2 y 3 - Ị / = _ 2 

<=> [(* 4 + 2x 2 .x + X 2 ) - (x 2 + X)] + [(/ + 2 y 2 .y + Ị/ 2 ) - (y 2 + y)] + ị = 0 

<=> (x 2 +x) 2 -2.(x 2 + x).ị + ị + (y 2 + y) 2 - 2.(y 2 + y)- 2 + 4 =0 


lì í 1 1 

<=> X 2 + X - 2- + y 2 + y - 2- = 0 <=> 

, 2/1 2 , 


X 2 + X - — = 0 X = - 


' 1 

y +y-ị=° y = 


2 

-1 ± n/ 3 
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Kết luận: Thử lại thấy nghiệm của hệ là: (x; y) = 


1 - V 3 . 1 t V 3 
r / ~ 



X - y^Ịx 2 - y 2 _ 

4 l -x 1+ y 2 

y-xẶ 2 -y 2 7 
ựl-x 2 +y 2 4 


( 1 ) 

( 2 ) 


(x;j/eũ). 


r ,. „„ , 1A X -y>0 , , 

Lời giải . Điêu kiện: < 3 <=> 0 < X 2 - y < 1. 

11 - X + y > 0 


Hệ <■ 


0 ) + ( 2 ) 
(1) - (2) 


(*+y)(Ị->/* 2 -y 2 ) 15 

Ặ-X 2 + x/ 4 (x 2 -y 2 )(l-x 2 +y 2 ) _15 

(* - »/)(! + yp - y 2 ) _ 1 1 - X 2 + y 2 

Ậ-X 2 + \J 2 4 


16 


15 ^ 

<=> X 2 -1/ 2 = 2- và thế vào hệ ban đầu được: <! 
9 16 1 




15 7 /, 15 

y-x- \T7 = -■ \tl~T7 

V16 4 V 16 


<=> • 


4x - y%/Ĩ5 = 2 14x = 2 + y-y/Ĩ5 

16y - 4x^/Ĩ5 = 7 Ịl6y-(2 + yy^5)^ = 7 




x = 8 + 


7yfĩ 5 


Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm hệ là s = (x; y) = - 


= 7 + 2^ 
7%/ĩ5. 


8 + ^Ì2.;7 + 2y^5 
4 


Ví (ÌH 385. Giải hệ: 


j(x - 2y)(3x + 8y + 4^x 2 -4xy + 4y 2 -16) = -6 
|(y - 4x)(3y + 2x + lyịx 2 - 4xy + 4y 2 -16) = -10 


(*) 


Lời giải . Điều kiện: X 2 - 4xy + 4y 2 -16 > 0 

[(x - 2y)(3x + 8y) + 4(x - 2y)ựx 2 - 4xy + 4y 2 -16 = -6 

(*) < > • _ . .. 1———-2-—_ 

Ị(y - 4x)(3y + 2x) + 2(y - 4x)ựx 2 -4xy + 4y 2 -16 = -10 

1 (3x 2 + 2xy - 16y 2 ) + (4x - 8 y)^x 2 -4xy + 4y 2 -16 = -6 


<=> < 


/x 2 - 4xy + 4y 2 -16 = -10 


[(3y 2 - lOxy - 8x 2 ) + (2y - í 
< (1) + (2) > - 5x 2 - 8xy - 13y 2 - 2(2x + 3y)ựx 2 - 4xy + 4y 2 -16 = -16 


( 1 ) 

(2) 
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<=> 5x 2 + 8xỵ + 13y 2 + 2.(2x + 3y).^jx 2 - 4X1 / + 4y 2 -16 -16 = 0 
Do có chứa hằng số chẵn trước căn nên nghĩ đến việc đưa về hằng đẳng thức: 
<=> (2x + 3y) 2 + 2.(2x + 3y).^x 2 - 4X1/ + ấy 2 -16 + X 2 - 4x1/ + 4y 2 -16 = 0 
<=> (2x + 3y + ^Ịx 2 - 4xi/ + ấy 2 -16) 2 = 0 <í=> -ựx 2 - 4x1/ + ấy 2 -16 = -(2x + 3y) 
Ị(x-2y)• [3x + 8y -4(2x + 3y)] = -6 


Thế vào hệ (*), được hệ: 


(y - 4x) • [3 y + 2x - 2(2x + 3 y)] = -10 


í (* - 2y)(5x + 4y) = 6 (i) _, „ , , 0 . 

<=>-{, . _ _ _ và nhân chéo thu phuong trình đăng cấp bậc 2: 

|(i/-4x)(2x + 3i/) = 10 F 6 6 F 

=> 10(x - 2y)(5x + 4y) = 6(y - 4x)(2x + 3y) <=> X 2 = y 2 <=> X = ±y. 

Vói y = X, thế vào (i) <=> -9x 2 = 6 : vô nghiệm. 

2 . .. \x = 'ã , „ \x = s 


Vói y = -X, thế vào (/) <=> 3x = 6 <=> < hoặc < • 

[y = -V2 [y = V2 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm hệ là s = (x;y) = Ị( \2;\2);(\2; \2)Ị • 

★ Nhóm ví dụ vê hệ đẳng cấp cơ bản 


Ví du 386. Giải hệ phương trình: 


x 2 +2xy + 3y 2 =9 (1) 


(x;yeũ). 


2x 2 + 2xy + y 2 = 2 (2) ' 7 

Đại học Sư Phạm Thành PhôHìô Chí Minh 


Phần tích . Đây là hệ đẳng cấp bậc hai được nêu ở phan lý thuyết. Vê phương diện 
tôhg quát, ta kiểm tra y = 0 có phải là nghiệm không và sau đó đặt x = ty để giải. 
Ngoài ra, có thể nhân chéo từng vế của hai phương trình với nhau để tạo thành 
phương trình đẳng cấp thuần nhất bậc hai mà đã biết cách giải. 

Lời giải 1 . Với y = 0 thì hệ vô nghiệm. Với y * 0, đặt X = ty. Khi đó: 

J t 2 y 2 + 2 ty 2 + 3 y 2 =9 jy 2 (f 2 + 2t + 3) = 9 (3) 

Hẹ ^ \lt 2 y 2 + 2 ty 2 + y 2 = 2 ^ Ịy 2 (2í 2 +2í +1) = 2 (4) 

(3) £ 2 +2í + 3 _9 ., í2 , 1/U , 3, „ 1 

Lập — => —-——-- = 4-<^> 16r + lất + 3 = 0 <=> í = hoặc t = -2- • 

(4) 2P+2Í + 1 2 8 2 


Với t = -2- => y = -2x, thế vào (2) <=> 


3 -8x 

Với t = “ => y = —, thế vào (2) <=> • 
8 3 


y = -2x X = 1 


X =1 


,9 

X = — 


X = -1 


y = -2 ■ [y = 2 

í.. , 3^17 
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Kết luận: Tập nghiệm của hệ là s = (X; y) = |(±1; +2); ± ; + —jTỹ— 

rả* Lời giải 2 . Nhân chéo hai vế của (1) với (2): 

Suy ra: 2(x 2 + 2x1/ + 3y 2 ) = 9(2x 2 + 2x1/ + y 2 ) 16x 2 + 14x1/ + 3 y 2 = 0 

g 

(2x + y)(8x + 3y) = 0y =-2x hoặc y = -^x- 
Đến đây ta sẽ giải tương tự như trên sẽ tìm được bốn cặp nghiệm. 



Phân tích . Viết hệ (*) <=> \ x v h nhân chéo thu được phương trình 

[X + 3 y = X + y 

đẳng cấp bậc bôn với hai biên X, y và có lời giải chi tiết như sau: 
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rò” Lời giải . Nhận thấy x = y = 0 là một nghiệm của hệ. Xét 


(*) <=> 1 5 f + ^_ J + 3 J <=> ( 5 * 2 + 3xị/)(x 2 + Ị/ 2 ) = (x 3 + 3y 3 )(x + 3 y) 
Ịx + 3 y = X + y 

f 2 2 ^\ 2 

<=>4x 4 +5x 2 y 2 -9y 4 =0<^>4 í- +5 ĩ- -9 = 0 <^ ^-= 1 <t5> 

u ) u ) y _■ 


X = -y 


Với X = y, thế vào phương trình thứ nhất của hệ <=> 8 x 2 = 4x<=>x = y = ^- 
Với X = -y, thế vào phương trình thứ nhất của hệ <=> 2x 2 = -2x <=> X = -y = -1. 

. „ , , . A ..„ r . (1 iỴ| 

Kêt luận: Tập nghiệm của hệ phương trình là s = I (0; 0); (-1; 1); 2 ; 2 J [ 

★ Phương pháp thê tạo phương trình bậc cao hoặc đẳng cấp 

Trong nhóm ví dụ này, tôi muốn truyền đến quý độc giả phương pháp thế 
cơ bản với mục đích tạo ra phương trình bậc cao một ẩn mà trọng tâm đó là 
phương pháp thế cụm tạo thành phương trình đẳng cấp, nó là tiền đề cơ 
bản, công đoạn nhỏ để giải các dạng toán của các bài học kế tiếp. 



w du 389. Giải hệ phương trình: 


x 2 (y + l)(y+ X + 1) = 3x 2 -4x + l (1) 
x(y +1) +1 = X 2 (2) 

Tạp chí Toán học & Tuổi Trẻ sô'379 



Phân tích . Nhận thấy (2) có hạng tử y +1 và (1) cũng có chứa hai hạng tử ấy nên 
sẽ rút nó ở phương trình (2) và thếvào phương trình (1) sẽ thu được phương trình 
bậc cao với ẩn X. Từ định hướng nay, ta có lời giải chi tiết như sau: 
ãr Lời giải . Do X = 0 thì (2) vô nghiệm nên xét X 0. 


(2)=>y + l = —--, thế vào (1) được: (1)<=>X 2 •--— x + —-- =3x 2 -4x + l 

X X ^ X y 

<=> (x 2 - l)(2x 2 -1) = (x - l)(3x -1) <=> (x -1) [(X + l)(2x 2 -1) - (3x -1)] = 0 

5 

<=>(x-l)(2x 3 +2x 2 -4x) = 0 <=>x = l=>y = -l hoặc x = -2=>y = -^- 

., „ _ ,..„ „ í _ f 5Ỵ| 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ phương trình là s = (x; y) = I (1; -1); -2;-- Ị • 



, íx 4 +2x 3 y + x 2 y 2 =2x + 9 (1) 

Ví du 390. Giải hê phương trình: ị - (x;yeũ). 

[x +2xy = 6x + 6 (2) 

Đại học khôi B năm 2008 
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Phần tích . Nhận thấy (2) có chứa hạng tử xy bậc nhất và (1) <=> (x 2 + xỳỶ =2x + 9 
cũng có hạng tử hạng tử xy nhưng bậc hai. Do đó, ta rút x.y từ (2) và thay thê'vào 
(1) để thu được phương trình bậc cao với ẩn X và có lời giải chi tiết như sau: 

7 X 2 1 > 1 \ 1 

/&• Lời giải . Từ (2) => xy = 3x + 3 “ 2 ' (*)' thế vào phương trình (1), ta được: 

^ 2 \ 2 

(1)<=> x 2 +3x + 3-^- = 2x + 9 <tí>(x 2 +6x + 6) 2 =8x + 36 

<=> X 4 + 36x 2 + 36 + 12x 3 + 72x + 12x 2 = 8x + 36 <=> X 4 + 12x 3 + 48x 2 + 64x = 0 

X = -4 

<=> x(x 3 + 12x 2 + 48x + 64) = 0 <=> ] 17 hoặc X = 0: (loại do (í) vô nghiệm). 

y = —— 
r 4 

^ |Y 173] 

Kêt luận: Tập nghiệm của hệ phương trình là s = (x; y) = 1 Ị • 


, [x 3 — 8x = u 3 +2u _ (1) 

Ví du 391. Giải hê phương trình: ị - - (*) (x;y<E ). 

|x 2 -3y =6 (2) 


Học sinh giỏi tỉnh Hà Tĩnh 


íx 3 — y 3 = 2(4x + y) . t 

Phân tích . Hệ (*) <=> < " nên ta nghĩ đến việc đông bậc của phương 

[x 3y =6 

trình (1) bằng cách dùng phép thế từ phương trình (2) trong hệ. Nhưng trước hết ta 
cần nhân thêm 3 hai vếcủa phương trình (1) đểxuất hiện hệ sô'6 để thê' 6 = X 2 - 3y 2 . 

3(* 3 -y 3 ) = 6(4x + y) 

Lời giải . Ta có: (*) <=> < t <=> 3x 3 - 3y 3 = (x 2 - 3y 2 )(4x + y) 

6 = \x 2 -3ịt 

<=> X 3 + x 2 y - 12xy 2 = 0 <=> x(x 2 + xy - 12y 2 ) = 0 <=> x(x - 3y)(x + 4y) = 0. 

• Với X = 0, thế vào (2) <=> -3y 2 = 6 : vô nghiệm. 

íx = 3 ị X = -3 

• Với X = 3 y, thế vào (2) <=> 6i/ 2 = 6 <=> ị hoặc ] ■ 

[y = i l y = -t 

. I~6~ _. 

X = -4\7q x = ^tíĩa 

• Với X = -4y, thế vào (2) <íí> 13y 2 = 6 <=> < } ÌO ặ c „ 

16 ’ 16 


6 6 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ là s = (x; y) = ] (±3; ±1); ±4, +. 

I V13 V13 
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Nhân xét . Sau khi biến đổi (*)<=><* ^ ^ ( x ^ và ta hoàn toàn có thể giải 

Ịx -3y =6 

bằng cách nhân chéo hai phương trình với nhau, cũng tạo được phương trình đẳng cấp 
bậc 3 với 2 biến X, y. Nhimg trong rất nhiêu bài toán, sự nhân chéo này mang lại hiệu 
quả không cao, tức không tạo ra phương trình đẳng cấp. Ta cùng xét ví dụ sau: 


Ví du 392. Giải hệ phương trình: 


\x 1 +y 2 =l 

1 (X + y)(4 - x 2 y 2 - 2xy) = 2y 5 


( 1 ) 

(2) 


Phân tích . Phương trình thứ hai có vế phải bậc 5, vế trái là tích x + y bậc một và 
4 -x 2 y 2 -2xi/. Nếu nhóm này biến đổi được thành bậc 4, sẽ tạo được ngay phương 
trình đẳng cấp bậc 5. Thật vậy, nếu thế 2 = X 2 +y 2 vào 4-x 2 y 2 -2xy sẽ thu được: 
4 - x 2 y 2 - 2xy = 2 2 - X 2 y 2 - 2.xy = (x 2 +y 2 ) 2 -X 2 y 2 - (x 2 + y 2 )xy có dạng bậc 4 và 
có lời giải chi tiết như sau: 

/&• Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Thế 2 = X 2 + y 2 vào (2) <=> (x + y) |jx 2 + y 2 ) 2 - x 2 y 2 - (x 2 + y 2 )xy ] = 2y 5 


o (x + y) ■ (x 4 + y 4 + x 2 y 2 - x 3 y -xy 3 ) = 2y 5 

5 4.3 2 4 2 3 . 4 . 5.2 3 3 2 4 r\ 5 

<=>x +xy +xy -xy-xy +x y + y +xy -x y -xy =2y 

ox 5 + y 5 = 2y 5 r^x 3 =y b <^x = y. 

m , íx = 1 , íx = —1 

Thê x = y, vào (1) <=> 2x = 2 hoặc " • 

[y-1 [y = -l 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ phương trình là s = (x;y) = |(-l;-l);(l;l)j • 

.... ị 2x 3 -9y 3 = (x-y)(2xy + 3) (1) 

Vt du 393. Giải hê phương trình: ^ 

[x 2 -xy + y =3 (2) 

Phân tích . Phương trình (1) có vế trái là bậc 3, vế phải là tích bậc nhất (x-y) với 
lượng (2xy + 3). Nếu lượng này biến đôì được thành bậc 2, sẽ thu được phương trình 
đẳng cấp bậc 3. Thật vấy nêíi thế 3 = X 2 - xy + y 2 vào 2xy + 3 = 2xy + (x 2 - xy + y 2 ) 
thu được bậc 2, hiển nhiên (1) là phương trình đẳng cấp bậc 3 và có lời giải sau: 

/&» Lời giải . Thế 3 = x 2 -xy + y 2 (1)<^>2 x 3 -9y 3 = (x - y)(2xy + X 2 -xy + y 2 ) 
<=>2x 3 -9y 3 =(x-y)(x 2 +xy + y 2 ) = x 3 -y 3 <=>x 3 =8y 3 <t^x = 2y. 

Thế X = 2y vào (2)<=>5y 2 -2y 2 = 3<^>y = l=>x = 2 hoặc y = -1 =>X = -2. 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ phương trình là s = (x;y) = j(2;l);(-2;-l)j • 

ví dụ 394. Giai hệ phuang tónh: ~ỹ 2 -ỹ^ + 3) 

F & [4x y - 2xy + y = 3 (2) 
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Phân tích . Nhận thấy vế trái (1) hoàn toàn có thể độc lập được y nếu chia 2 vếcủa (1) 

( 3 ^ 3 

cho y 3 ^ 0, tức (1)<=>16x 3 -9 = (2x-T) 4x-—~ ■ Nêu ở (2), có thế rút — r theo X 

\ y ) y 

thì sẽ thếvào (1), tạo phương trình 1 hiến X. Thật vậy, chia 2 vế của (2) cho y 2 * 0 ta 

3 

được 4x 2 - 2x +1 = — r và có lời giải chi tiết như sau: 

y 

Lời giải . Do I/ = 0 không là nghiệm hệ nên xét y ^ 0. 

í ( 3 

16x 3 - 9 = (2x - 1) 4x + 4 (/) 

Chia (1) cho y 3 , chia (2) cho y 2 , được hệ: ■ \ y J 

4x 2 -2x + l = -~. (ỉỉ) 

y 

Thế -4 = 4x 2 -2x +1 vào (i) <=> 16x 3 -9 = (2x-l)(4x + 4x 2 -2x +1) 

y 

<=>16x 3 - 9 = (2x - l)(4x 2 + 2x + l) = 8x 3 -1 <=>8x 3 = 8 <=>x = l. 

3 

Thế X = 1 vào (ii) <=> 3 = <=> y 2 = 1 <=> y = ±1. 

y 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ phưong trình là s = (x;y) = |(1;1);(1;-1)Ị • 



5y - 4xy 2 + 3x 2 y 3 = 2(x + x 2 y) 
2x 2 = x 2 y 2 +1 


Phàn tích . Nếu chia cho lượng X 2 ^ 0 ở cả 2 phương trình, ta sẽ thu được hệ phương 

1 1 „ f 1 \ 

5 '^' y_4 'x y2+3y3=2 X y 1 

trình \ ^ ' và nếu đặt t = — thì hệ phương trình 

„ 2.1 X 

2-y + ~2 

l X 

. ^ ị 5t~y — 4h/ + 3i/ = 2(f + 1 /) ^ ^ v \ \ 

được viết lại /À 1 ‘ • Với hệ quen thuộc này, ta hoàn toàn có 

\y 2 + t 2 = 2 

thể đưa được vê phương trình đẳng cấp nếu thế 2 = y 2 +t 2 lên phương trình đâu tiên 
sẽ thu ngay 5t 2 y-4ty 2 +3 y 3 =(y 2 +t 2 )(t + y) dạng đẳng câíp bậc 3. Từ đó suy ra 
được mối liên hệ của X, y và có lời giải chi tiết như sau: 

/&• Lời giải . Do X = 0 không là nghiệm nên chia 2 vế cho X 2 ^ 0 thì: 

5 ^ y ~ A l y2 +3lj3 =2 {l + y ) Ị5t 2 y-4ty 2 + 3y 3 = 2(t + y) 1 

,1 {y +t =2, (i) X 

{ y X 2 
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Thế 2 = ý 1 +t 2 lên phương trình trên được: 5t 2 y - 4ty 2 + 3 y 3 = (y 2 + t 2 )(t + y) 
<=> f 3 - 4t 2 y + 5y 2 t - 2y 3 =0 và do y = 0 không là nghiệm hệ nên: 

ị t 1 J t 1 

<=> — -4- — +5 — -2 = 0<=> — = 2 hoặc — = l<=>t = y hoặc t = 2 y. 

\y) yy) \y) y y 

1 

• Với t = y, thế vào (í) và kết hợp t = — được: x = y = ±l. 

X 

1 'sịĩõ 0 

• Với t = y, thế vào (í) và kết hợp í = — được: X = + —2—; 1 / = ± —2— • 

X 4 5 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ là s = (x;y) = |(±1;±1); 1- 



2(2./' • l)vx (5.V.1/ • 3.1/’ 2) v 

xy + y 2 =2 


Lời giải . Điều kiện: X > 0; y > 0. 

, V Ị 4 !/ 2 V* + 2 yỊx = 5xyjỹ + 3y 2 yỊỹ - 2jỹ 
\xy + y 2 = 2 

ị5xy*Jỹ + 3y 2 sỊỹ - ấy 2 4x = 2s[x + 2sjỹ (1) 

\xy + y 2 =2 (2) 

Do y = 0 thì (2) <=> 0 = 2: sai, nên chỉ xét y > 0 và nhân 2 vế (1) cho yỊỹ được: 
(1) <=> 5xy 2 + 3 y 3 4i/' V .V 1 / 2 V VI/ +2y = 2(^Jxỹ + y) (3) 

Thế 2 = xy + y 2 vào (3) 5xy 2 + 3y 3 -4y 2 ^xỹ = (xy + y 2 )(yfxỹ + y) (4) 

Chia hai vế của (4) cho y 3 > 0, được (4) <=>5- — + 3 - 4 • p = — + 1 ,f— +1 

y ]Ịy u AVy J 

. n X - . IX X (X X Ịx , X ịx . X _ fx _ - 

<=>5- — + 3- 4- 1— = — — + .1— + !<=> — .1— - 4- — + 5- /—-2 = 0 


y VI/ 1 /Vỉ/ y Vỉ/ yỵy y Vi/ 
oí /xỴ_ 4 f ẵT + sí 11-2 = 0» ẵ = 2hoạc.pioh = 4y . 


Với X = ý, thế vào (2) <=> 2y 2 = 2 < 
Với X = 4y, thế vào (2) <^> 5y 2 = 2 


I/ = 1=>X = 1. 


do: y > 0 


y = ——=>x = —— 
5 5 


Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm của hệ là s = (x; y) = I(1; 1); —(r —; 
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BT503. 

BT 504. 

BT505. 

BT506. 

BT507. 

BT508. 

BT509. 

BT510. 

BT511. 

BT512. 


BT513. 


BT 514. 


BT515. 


BÀI TẬP RÈN LUYỆN 


Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 


xy + x + y = 3 
X 2 + y 2 +x + y = 12 

x 3 +x 3 y 3 + y 3 =17 
X + xy + y = 5 

X + 1 / 4 - XXỊ = 7 
X 4 + y 4 + X 2 }/ 2 = 21 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


2(x + y) = 3 (^ry + ĩỊxỹ 2 ) 
ịfx + zfỹ = 6 

lịx 2 + y 2 + xy + 3yịxỹ = 4 \J3 
\fx + ^Ịỹ = 2^/2 

(5x - 4y)(3x + 2y) = 7y - 2x 
(5y - 4x)(3y + 2x) = 7x - 2y 

(6x + 4 y)(x 2 + y 2 -1) = 5 y(x 2 +1) 
(6y + 4x)(x 2 + y 2 -1) = 5 x(y 2 + 1) 

yịx 4- 1 4" ^7 — 1 / = 4 


+1 + y7 — X — 4 
xẬ+y 2 + yyj 1 + X 2 = 2 
x\Ịl + x 2 + yẶ + y 2 = 2 

y(i-* 2 )(i-}/ 2 )=*-j/ 

yyl0--y 2 )0--x 2 ) = y-x 

/ \ 


2x 


2 }/ 


1 + - 


2 . 2 
* +y 


= 3 


1 - 


1 


X4- 


Ỉ/ + 


V * 2 + y J 
78y 


= 1 


.2 . .2 

* +y 

78x 

x 2 +y 2 


= 20 

= 15 


2 

2 


, í 2x 2 + \J2-X + Jy - 1 - 34 = X + 2xi/ 

Giải hệ phương trình: __ ' __2 

[2y 2 + sỊ 2 - X + ựy -1 - 34 = 2y - xy 


(x,y G □). 
(x,y G □). 
(x,y e □). 
(x,y GŨ). 

(x,y £□;.). 
(x,y GŨ). 
(x,y GŨ). 
(x,y G n). 

(x,y e □). 

(x,y GŨ). 

(x,y G □). 

(x,y G □). 

(x,y G □ ). 
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BT516. 

BT517. 

BT518. 

BT519. 

BT 520. 

BT521. 

BT522. 

BT523. 

BT524. 

BT525. 

BT526. 

BT527. 

BT528. 

BT529. 

BT530. 


Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 


í X 2 - 2 xy + 3 y 2 = 9 
|2x 2 -13xy + 15y 2 =18 
Ị 2x 2 - x(y -1) + y 2 = 3y 
[x 2 + xy - 3 y 2 = x- 2 y 
j X 2 - 2xy + x + y = 0 
|x 4 - 4x 2 y + 3x 2 +y 2 = 0 
ịx 3 +3 xy 2 +49 = 0 
Ịx 2 - 8 xy + y 2 = 8 y -17X 
Ị X + y + XX/ + 2i/ + X — 2 
[2-X 2 -y 2 - 2y- 2 = 0 
ị 2 x 2 y + 3xy = 4x 2 + 9 1 / 

\7y + 6 = 2x 2 + 9x 
Ị8(x 3 - 1) + 6xy 2 = y(12x 2 + y 2 ) 
Ị(x 2 + y - 4x)(x 2 + y 2 - 2x - 5) = 14 

Ịy/x-yịx-y- 1 = 1 
[y 2 + X + 2 y\fx - y 2 x = 0 
ị x(x + y + 1) - 3 = 0 


(x,y G □). 
(x,y eũ). 
(x,y G □). 
(x,y eũ). 
(x,y G □). 
(x,y G □). 
(x,y GŨ). 
(x,y G □). 


Giải hệ phương trình: 


(x + y) 2 - +1 - 0 


X 3 + y 3 = 1 


Giải hệ phương trình: , 

[x 2 y + 2xy 2 + y 3 = 2 

, Í2y(x 2 -y 2 ) = 3x 
Giai hệ phương trình: < 

ìx(x 2 +y 2 ) = 10y 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


[x 3 -2y 3 =x + 4y 
[l3x 2 -41xy + 21y 2 =-9 

[ X 2 + 2y 2 = xy + 2y 
[2x 3 + 3xy 2 = 2 y 2 + 3x 2 y 
[x 3 - xy 2 + y 3 = 1 
14x 4 - y 4 = 4x - y 


Giải hệ phương trình: ^ ^ 7 3 2 , 

1X + X y + 9y = y X + X y + 9x 


(x,y e □ ). 

(x,y e □ ). 
(x,y e □ ). 
(x,y e □ ). 
(x,y e □ ). 
(x,y e □ ). 
(x,y e □ ). 
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§2. HỆ PHƯƠNG TRÌNH ĐƯA VE TÍCH 

ửửử = = 

Giải hệ phương trình đưa về tích số là một dạng toán thường xuyên xuất hiện 
trong các kì thi. Trong bài học này, tôi xin giới thiệu đến quý độc giả 3 kỹ thuật 
chính để đưa về tích số, đó là: 

★ Kỹ thuật tách, ghép, nhóm và tam thức bậc hai (hằng số biến thiên). 

★ Kỹ thuật liên hợp. 

★ Kỹ thuật dùng phương pháp cộng. 

1. Kỹ thuật tách, ghép, nhóm và dùng tam thức bậc hai 

^ , Ịx 2 + XXỊ +y 2 = 7 (1) 

w du 396. Giải hê phương trình: ị y (x; y e □). 

[x -xy-2y =-x + 2y (2) 

Cao đẳng năm 2014 

Phân tích . Nhận thấy (1) và (2) đêu có dạng tam thức bậc 2 theo ẩn X hoặc theo ẩn y, 
nhưng ta sẽ không tìm được gì ở phương trình (1). Do đó sẽ định hướng biến đổi vê 
tích số ở phương trình (2) với các hướng suy nghĩ sau đây: 

Hướng 1. Nhận thấy vế trái (2) có dạng đẳng cấp nên sẽ sử dụng Casio đểphân tích 
thành tích sô'nhóm này, tức có X 2 -xy-2y 2 = (x-2y)-(x + y). Kế đến, ta cân phân 
tích vế trái theo 2 hạng tử tích này, nhưng nó đã có sẵn nếu viết -X + 2y = -(x - 2y) 
nên có nhân tử, tức (2) <=> (x - 2y)(x + y) + X - 2y = 0 <^> (x - 2y)(x + y +1) = 0. 

Tôi xin được nhắc lại việc phân tích thành tích sô'đối với biểu thức có dạng bậc hai 2 biến 
F(x;y) = ax 2 +bxy+ cy 2 = a(x-x 1 y)(x-x 2 y) với x v x 2 là hai nghiệm của phương 
trình f(x) = ax 2 + bx + c = 0. Ta sẽ làm tương tự đối với việc phân tích đa thức bậc 3 
hai biến dạng F(x; y) = ax 3 + bx 2 y + cy 2 x + dy 3 = a(x - x 1 y)(x - x 2 y){x - x 3 y). 

Hướng 2. Xem (2) là phương trình bậc 2 ẩn X, tức (2) <=> X 2 + (1 - y).x - 2y 2 - 2y = 0 
và có A x = (1 - ỳf + 4(2y 2 + 2 y) = 9y 2 +6y + 1 = (3 y +1) 2 là sô' chính phương nên có 

x = - 2 ^ -= 2y, x = -——^-= -y-1 hay (2)<=>(*-2y)(x + y + l) = 0. 

Hướng 3. Xem (2) là phương trình bậc 2 ẩn y, ta cũng được kết quả tương tự. 

/&» Lời giải . Ta có: (2) (x-2y)(x + y + 1) = 0 <=> ’ ^ <=> y ■ 

\_x + y +1 = 0 |_x = -y -1 

Ị/ = 1 —s X — 2. 

• Với X = 2y, thế vào (1) <=> 7y 2 = 7 <x> 

y = -1 => X = -2 

• Với X = -y -1, thế vào (1) <=> y 2 + y - 6 = 0 <=> ^ 

y = 2 => X = -3 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ là s = (x;y) = |(2;l);(-2;-l);(2;-3);(-3;2)| • 
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Phân tích . Nhận thấy (1) có dạng tam thức bậc 2 với 2 ẩn X, y nên có các hướng sau: 
Hướng 1. Nếu chuyển vế dạng (1) <=>x 2 -xy-2y 2 =x + y có vế trái dạng đẳng cấp 


nên sẽ phân tích X 2 - xy - 2y 2 =(x- 2y)(x + y) có nhân tử với vếphải. 

Hướng 2. Xem (2) là phương trình bậc 2 ẩn X hoặc ẩn y ta cũng phân tích và tìm được 
nhân tử từ (2), tức có (2) <^> (x + y)(x - 2y -1) = 0. 

.,. w ịx>ĩ 

/&» Lời giai . Điêu kiện: I suy ra: x + y>\. 
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(1) <=> (x - 2y)(x + y) - (x + y) = 0 Cí> (x + y)(x - 2y - 1) = 0 
<=> X - 2y - 1 = 0, (do : X + y > 1) <=> X = 2y +1. 

Thế x = 2y + l vào (2) (2y + l)^2y - y^Ịĩỹ = 2y + 2 ^Ịĩỹiy +1) = 2(y +1) 

<=>yịĩỹ = 2, (do :y + l>l)<=>y = 2=>x = 5. 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ phương trình là s = (x; y) = |(5; 2) j • 


w du 399. Giải hệ phương trình: 


2x 2 + y 2 - 3 xy + 3x - 2y +1 = 0 (1) 

4x — XỊ + X + 4 = 2x + I/ + \Ịx + 41/ (2) 

Đại /íọc /c/íổ? B năm 2013 


Phân tích . Nhận thấy (1) có dạng tam thức bậc 2 với 2 ẩn X, y nên có các hướng sau: 

Hướng 1. Phân tích cụm đẳng cấy 2x 2 -3xy+ y 2 = (x-y)-(2x-y), khi đó viết cụm 

còn lại theo 2 biểu thức tích này, tức (l)<=>(x-y)(2x-y) + (x-y) + (2x-y + l) = 0 

<=> (x - y)(2x - y +1) + (2x - y +1) = 0 (2x - y + l)(x - y +1) = 0. 

Hướng 2. Xem (1) là phương trình bậc 2 ẩn X hoặc ẩn y, ở đây tôi xem là ẩn x, tức có: 

(2)<=>2x 2 -3(y-l)-x + y 2 -2y + l = 0 và A v =9(y-l) 2 -8(y-l) 2 =(y-l) 2 . Suy 

„ , TN 3y-3+y-l „ 3y-3-y+l y-1 

ra 2 nghiệm là X = ——— - = y - 1 V X = ——— - = ■ 

ỗ 4 4 2 

Lời giải . Điều kiện: 2x + y > 0, X + 4y > 0. 

(l)<^>(2x-y + l)(x-y + l) = 0<^>y = 2x + l hoặc y = x + l. 

• Với y = 2x +1, thế vào (2) <=> 3 - 3x = \fĩx+ ĩ + \9x i 4 

Sử dụng Casio tìm được X = 0 là nghiệm duy nhất nên ghép hằng số và liên hợp. 

<=>(n/4x+Ĩ-1) + (n/9x + 4-2) + 3x = 0<=> ■ = —+ , = -+ 3x = 0 

v4x + 1+1 \'9.v + 4 + 2 

í 4 9 

<=>x- , -h ,, =-h3 = 0<=>X = 0 =>y = 1. 

V V 4.V ỉ 1 I 1 v9x + 4 + 2 

I .. 4 9 

Do Vx > - 4 thì biểu thức -+ , -+ 3>0. 

4 V4X + 1 + 1 y9x + 4 + 2 

r ị \ 

• Với y = X +1, thế vào (2) <=> 3x 2 - X + 3 = \j3x +1 + sỊEx + 4, ĐK:x>-^ • 

V 3 ) 

Sử dụng Casio, tìm được 2 nghiệm x = 0, X = 1 nên ghép ax + b để liên hợp. 

( \ \ 

<=>(x -x)• - +-+3 =0ox -x = 0 

V -VI 1 I V 3x + 3 X + 2 + V 5x + 4 , 

x = 0=>y = l ( 1 1 1^ 

<=> , do:-+-- — —= +3>0, Vx>-^ • 

X — 1 = * > y — 2 X + 1 + y 3x + 3 X + 2 + V 5x + 4 3 ^ 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ phương trình là S = (x;y) = j(0; 1);(1;2) j • 
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-wjr J yv , . ị X +1/ — 2*s/2x +1 — 2\Ì2y + 1 — 2xi/ — 0 (1) 

Ví 400. Giải hệ phương trình: ị - 2 - 

[(x + y)(x + 2y) + 3x + 2y = 4 (2) 

Đề nghị Olympic 30/04/2014 lớp 11 - Chuyên Nguyễn Tất Thành - Kon Tum 


Phân tích . Viết (2)<=>x 2 + (3y + 3).x + 2y 2 +2y-4=0 và kiểm tra hiệt sô' delta thì 
thấy là sô'chính phương nên có lời giải sau: 

^ l I 

Lời giải 1 . Điều kiện: X > - T ; y > - 2 . 

Từ (2)<^>x 2 +(3y+ 3).x + 2y 2 +2y-4 = 0 có: 

A y = (3y + 3) 2 - 4(2y 2 + 2y - 4) = y 2 + lOy + 25 = (y + 5) 2 > 0. 

11 

Suy ra: x = l-y hoặc x = -2y-4<^>x + 2y + 4 = 0: loại do x>-2; y>-2. 

Với X = 1 - y, thế vào (1) <=> 4y 2 - 4y +1 - 2^3 - 2 y - 2 v '2y I 1 = 0 

o [(3 -2y) - 2^3^2ỹ] + [(2y +1) -2 x 2y . 1 ] + 4y 2 -4y - 3 = 0 (3) 


Nếu: 3-2y-2ự3-2y = 0 x /3-2y.( x /3-2y-2) = 0 <r> ‘ 2 : thỏa (3) 

1/= --7 

L 2 


Nếu: 2y +1 - 2ự2y +1 = 0 «. ự2y + l.(ự2y +1 - 2) = 0 o z 1 : thỏa (3) 


( 131(3 1 \ 

Suyra:(x; i/)= -2;2 ' 2 • — 2 : là 2 cặp nghiệm của hệ. 

V 2 2^2 2^1 

13 

Với y 2' l / 2 2 => 4i/ 2 -4i/-3^0 thì phương trình: 


(3)0 


4y 2 - 4y - 3 4y 2 - 4y - 3 


——- ! = +---+ 4y - 4y - 3 = 0 

3 - 2 y + 223 - 2y 2y +1 + 2 J2y +1 


^=> 0 < 


JL JL 

3 - 2y + 2+3 2y 2y +1 + 2 J2y +1 


+ 1 = 0: vô nghiệm khi 


^ Ư 1 3 ] [ 3 1 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x;y) = 1 -2;2 ; 2;-2 

[v 2 2^1 ^2 2 

Lời giải 2 . Từ (2)<=>x 2 +(3y+ 3).x + 2y 2 +2y-4 = 0 có: 

A v = (3y + 3 ) 2 - 4(2y 2 + 2y - 4) = y 2 + lOy + 25 = (y + 5 ) 2 > 0. 
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11 

Suy ra: x = l-y hoặc x = -2y-4<=>x + 2y + 4 = 0: loại do x>-^; y>-A. 
(2) <=> 2( \ 2.V +1 + v 2y I 1) = (x - y) 2 và do 2 vế đều duong nên bình phuong: 
<^> 8(x + y) + 8 + 8-Jĩxỹ + 2(x + y) +1 = Ịjx + y) 2 - 4xyJ và thế X + y = 1 thì: 
<=> 8y4xy ; 3 = (1 - 4xy) 2 -16 <=> 8^|4xy + 3 = (1 - 4xy - 4)(1 - 4x + 4) 

8 v 4xy + 3 = (4xy + 3)(4xy -5)<^ ^4xy + 3. (4xy - 5)y4xy + 3-8 =0 

3 

<=> 4xy + 3 = 0 do: 1 = (x + y) 2 > 4xy => 4xy - 5 < -4 < 0. Hay xy = ---• 


Suy ra: 


x + y ~l_ t 1 

3 => ( x >y) / Ã / 

*y = -Ị V 2 2 y V 2 2 


^ [/■ 1 3! 13 1 hì 

Kết luận: So diêu kiện, tập nghiệm hệ là s = (x;y) = < r • 

Lv 2 2 / V 2 2 /J 


, , íxi/ + x-2 = 0 (1) 

Ví du 401. Giải hê phuong trình: ị „ 

[2x 3 - X y + X + y - 2xy - y = 0 (2) 

Đại học khôi D năm 2012 

Phân tích . Từ phương trình (2), nếu nhìn nhận đó là phương trình bậc 2 với ẩn y thì 
khi lập A không là sô' chính phương nên sẽ không áp dụng phân tích được theo tam 
thức. Lúc này ta nghĩ đêh việc nhóm hạng tử. Theo kinh nghiệm của tôi, ta nên ưu 
tiên phép thử đối với hạng tử có chứa những hằng sô'giôhg nhau trước, nhận thấy 
nhóm 2x 3 -2xy = 2x(x 2 -y) có (x 2 - y) và dựa vào nó để ghép các cặp còn lại. Tức 
2x 3 - x 2 y + X 2 + y 2 - 2xy - y = 2x(x 2 - y) + (x 2 - y) - y(x 2 - y) có nhân tử X 2 - y. 

/&* Lời giải . Từ (2) 2x(x 2 -y) - y(x 2 -y) + (x 2 -y) = 0 

<=>(x 2 -y)(2x- y + l) = 0<=>y = x 2 hoặc y = 2x +1. 

• Vói y = x 2 , thế vào (l)<=>x 3 +x-2 = 0<=>x = l=>y = l. 

_ .. , .. x =±ụi^ y ,ji 

• Vói y = 2x +1, thê vào (1) <=> X 2 + X -1 = 0 <=> 

L 2 

Kết luận: Tập nghiệm hệ là s = (x;y) = 1(1; 1), ——^ v/5 , ^ + ^ ;\Ị5 Ị- 

{ V 2 ) V 2 

Nhân xét . Kỹ thuật phân tích thành tích sô'bằng việc tách - ghép - nhóm hạng tử là 
kỹ thuật khá cơ bản trong việc giải hệ phương trình. Sau đây, tôi trình bày thêm 
phương pháp phân tích đa thức 2 biên F (x;y) bằng máy tính bỏ túi như sau: 
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Bước 1. Cho biến chứa bậc cao nhất = 1000, chẳng hạn X = 1000 (nếu X, y cùng bậc 
thì cho X hay y gì cũng được). 

Bước 2. Thế x = 1000 vào ỉ(x;y) và phân tích ỉ(x;y) thành nhân tử (phân tích 
ax 2 +bx + c = a(x - X 1 )(x - x 2 ) hoặc Hoocner đôĩ với phương trình bậc cao). 

Bước 3. Dựa vào đa thức, f/7ê'1000 = x trở lại ỉ(x;y) được biểu thức tích. 

Đối với đê D - 2012 : Viết (2) <=> y 1 - (x 2 + 2x +1) • y + 2x 3 + X 2 = 0 và cho X = 1000 


được y 2 - 10020011 / + 2001000000 = 0 => 


y 

y 


= 1000000 = (1000) 2 = X 2 

= 2001 = 2.1000 +l = 2x + l 


Lúc này sẽ 


viết (2) <=> (y - X 2 )(y - 2x - 1) = 0. 
Đôi với đ'ê B - 2013 : Viết (1) <=> I/ 2 - 


được: y 2 - 3002 y + 2003001 = 0 <=> 


y 

y 


(3x + 2)y + 2x 2 + 3x +1 = 0 và cho X = 1000 sẽ 

= 2001 = 2.1000 + 1 = 2x + l r . , 

• Hiên nhiên lúc sẽ 

= 1001 = 1000 + l = x + l 


viết lại (1) <^>(y-2x-l)(y-x-l) =0. Bạn hãy thực hành lại các ví dụ trên, sẽ thây 
ngay đêu ấy. Sau đây tôi xin được trình bày một số ví dụ nâng cao hơn: 

Ví du 1 . F(x; y) = 2j / 3 + 6x 2 y - 13x1 f - 18x 2 - 3y 2 + lOxy + 87x - 14i/ +15 = 0 
Do y bậc cao nhất nên cho y = 1000 => F(x; y) = 5982x 2 - 129899X +1996986015 = 0 
=> F(x; y) = 2991(2x - 333)(x - 2005) = 0. 


Chọn: 2991 = 3.1000-9 = 3y-9; 333 = 100 ^ 1 = —2005 = 2y + 5. 


>F(x;y) = (3y-9) 


2x- 


y~ l 


(x - 2 y - 5) = (y - 3)(6x - y + l)(x - 2 y - 5) = 0. 


Ví du 2 . F(x;y)=x 3 +2 y 3 +2 x 2 y 2 +4x 2 +6y 2 +xy + 3x + 4i/ + 12 = 0. 


Do X và y cùng bậc nên có thể cho y = 1000. 

=> F(x; y) = x 3 + 2000004X 2 + 1003x + 2006004012 = (x + 2000004)(x 2 +1003). 

Chọn: 2000004 = 2.1000000 + 4 = 2y 2 +4 va 1003 = 1000 + 3 = y + 3. 

Suy ra: F(x; y) = (x + 2y 2 + 4)(x 2 + y + 3). 

Ví du 3 . F(x; y) = X 3 - 3 xy 2 - 2y 3 - 7x 2 + lOxy + 17y 2 + 8x - 40y + 16 = 0. 

Do X, y cùng bậc nên có thể chọn J/ = 1000 (thường chọn giá trị 1000 là biểu thức 
chứa hằng sốkhác 1, tức chọn y = 1000 do có 2 y 3 , sẽ dễ dàng cho việc lựa sô'của y). 
=> F(x) = X 3 - 7x 2 - 2989992X -1983039984 = (x - 1999)(x + 996) 2 = 0. 

Chọn 1999 = 2y-l và 996 = y-4=>F(x;i/) = (x-2i/ + l)(x + i/-4) 2 =0. 

vi du 402. Giải hê Dhưone trình: | 5 * V4 ”' 2 +3yĩ ™ 

Ịxy(x 2 + y ) + 2 = (x + y) (2) 

Đại học khôi A năm 2011 
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Phần tích . Nhận thấy ở phương trình (2) đêu có chung nhân tử X 2 + y 2 sau khi hiến 
đổi (x + y) 2 =x 2 +y 2 + 2xy nên ta sẽ ưu tiên nhóm 2 cụm này trước. Tức có: 

(2 )<^>xy-{x 2 +y 2 ) + l-(x 2 + y 2 )-2xy = 0 <=>(x 2 + y 2 ) ■ (xy - 1) - 2(xy - 1) = 0 sẽ có 
nhân tử (xy - 1). Từ đó có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Ta có: (2) <=> xy(x 2 + y 2 ) + 2 - (x 2 + y 2 ) - 2xy = 0 


(x 2 + y 2 )(xy -1) -2(xy-1) = 0 <=> (xy - l)(x 2 + y 2 - 2) = 0 <=> 


xy = 1 
X 2 + y 2 = 2 


1 5 í 1 

Với xy = 1 <=> X = (y * 0) thế vào (1) <=> — -4 y + 3y 3 -2 — + y =0 

y ^ y u ) 

<=>3 y 4 -6y 2 + 3 = 0<íí>y 2 =l<íí>y = ±l<^>x = ±l. 


Với X 2 + y 2 = 2, kết hợp với (1) được hệ: 


2 = |x 2 +y 2 | (0 

ị 

5x 2 y - 4xy 2 + 3y 3 - 2.(x + y) = 0 


=> 5x 2 y - 4xy 2 + 3y 3 - (x 2 + y 2 )(x + y) = 0 2y 3 + 4x 2 y - 5xy 2 - X 3 = 0 

r \ 3 / \2 / \ 

<=> — -4 — +5 — -2 = 0 (do: y = 0=>x = 0 vô nghiệm). 

\y) \y) \y) 

0^ = 1 hoặc- = 2«- x = y ^ y = » /J ' /J- 

ỹ y \_ x = 2y => 5y 2 = 2 L y = ± V5 x = ±2 vl 

Kết luận: Tập nghiệm hệ là s = (x; y) = I(1; 1),(-1; -1), ± —Ịr — ; ± I • 


Ví du 403. Giải hệ: 


2x 3 -y 2 + px 3 -3y + l-pr+l = 3y 


3 ,,Gi 


[x 5 + x 3 y 2 + xy 4 - yx 4 - x 2 y 3 - y 5 + 2013(x - y) = 0 (2) 

Đề nghị Olympic 30/04/2013 - Chuyên Lê Quí Đôn - Đà Nằng 


/&* Phân tích và lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Nhận thấy phương trình (2) có dạng đa thức với dấu hiệu nhân tử là (x - y). 

(2) <=> (x 5 - yx 4 ) + (xy 4 - y 5 ) + x 3 y 2 - x 2 y 3 + 2013(x - y) = 0 
<=> X 4 (x - y) + y 4 (x - y) 4- x 2 y 2 (x - y) + 2013(x - y) = 0 
<=> (x - y)(x 4 + y 4 + x 2 y 2 + 2013) = 0 <=> X = y, (do: X 4 + y 4 + x 2 y 2 + 2013 > 0). 

Thế X = y vào (1) <=> 2x 3 - 3x +1 + v2p 3x t 1 = X 2 +1 + ỉjx 2 +1 


(v2x - 3x +1) 3 + \ 2x - 3x +1 = (<lx 2 +1) 3 + <Jx z + 
/(V 2x 3 3x I 1) = fpx 2 + 1) 
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Xét hàm số f(t) = t 3 +t trên □ có /'(í) = 3í 2 +1 > 0,vt eO . 

Do đó hàm SỐ /(í) luôn đồng biến trên □ . 

Từ (3) => /(V 2.V 1 3.V i 1) = f(\Ịx 2 +1) y2x ; 3x i 1 = ìỊx 2 +1 

" 3 

<=> 2x 3 -3x + l = x 2 +l<=> 2 x 3 - X 2 - 3x = 0 <=> 1 _ 2 _ 

x = y = 0 V X = y = —1 

. , í..f 3 3 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ là s = (x; y) = < (0; 0); (-1; -1); X; -T 

l V 2 2 




/&• hc/t uá lời giải . Do VP (2) > 0 nên điều kiện là x(x 2 + 4) > 0 <=> X > 0. 

Nhận thấy (1) có thể viết lại dưới dạng phương trình bậc 2 với ẩn là X và kiểm tra biệt 
SỐA là sô'chính phương nên trước hết khai thác (1) để tìm mối liên hệ giữa X và y. 

(1) <=> X 2 + (y 2 - y - l).x - (y 3 + y 2 ) = 0, có biệt số: 

A y = (y 2 - y -1) 2 + 4(y 3 + y 2 ) 1 = y 4 + y 2 +1 - 2 y 3 + 2y - 2 y 2 + 4y 3 + 4y 2 

=y 4 + 2 J / 3 + 3 y 2 + 2 y+i=(y 4 + 2 y 3 +y 2 ) + 2 (y 2 + y)+i 
=(y 2 + y ) 2 + 2 (y 2 +y)+1=(y 2 +y+1 ) 2 > 0. 


Suy ra: x = 


-y 2 + y+1+ y 2 + y+1 


= y +1 hoặc X = -y 2 < 0 : loại do X > 0. 


Với X = y +1 thì (2) <=> X 2 + 2x + 4 = 3yX 3 + 4x = 3 -ịx(x 2 + 4) 

Do biểu thức trong căn thức phân tích thành tích sổ' nên sẽ nghĩ đến việc biểu diễn 
biểu thức ngoài căn thức theo tôhg bình phương của 2 biểu thức này, để đưa vê 
phương trình đẳng cấp, nghĩa là viết: 

<^> (x 2 + 4) + 2.X = 3 \fx.\jx 2 + 4 (3) 

Đặt a = s[x>0; b = c/x 2 + 4 > 2 thì (3) <=í> ỉ> 2 + 2a 2 = 3 ab <e>(b- 2a)(b -a) = 0. 


Suy ra: 


X = vx + 4 : VN 


2\fx = 


4x = X 2 + 4 <=> X = 2 => y = 3. 


Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm của hệ phuong trình là s = (x;y) = |(2;3)j • 


Nhân xét . Để giải hoàn thiện hệ phương trình, ta cân nắm vững các kỹ thuật giải 
phương trình cơ bản. Bởi lẽ, khi thế vào phương trình còn lại, thường bắt gặp các kỹ 

thuật như liên hợp, đặt ẩn phụ, hàm sô' bất đẳng thức . (xem phần 1). Ngoài ra, 

khi lập A thường sử dụng khai triển: (a + b + c) 2 =a 2 + b 2 +c 2 + 2ab + 2bc + 2 ca. 
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ố” Phân tích và lời giải . Đỉêu kiện: X<1 và X + 2y + 3 > 0. 

Nhận thấy (1) là phương trình bậc hai với ẩn X và kiểm tra biệt sô' A là sô' chính 
phương nên sẽ khai thác từ (1) để tìm mối liên hệ giữa X và y. 

(1) <=> X 2 - (y 2 + 4).x + 2y 3 - 4y 2 +8y = 0, có: 
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A x = (y 2 + 4) 2 - 4(2j/ 3 - 4y 2 + 8y) = y 4 4- 8y 2 +16 - 8y 3 + 16y 2 - 32y 
= y 4 - 8y 3 + 24y 2 - 32y +16 = (y 4 - 8y 3 + 16y 2 ) + 8y 2 - 32y +16 
= (y 2 - 4y) 2 + 8(y 2 - 4y) +16 = (y 2 - 4y + 4) 2 > 0. 

Suy ra: X = 2y hoặc X = y 2 - 2y + 4 = (y -1) 2 + 3 > 3: loại do X < 1. 

Thế X = 2y vào (2) «. + sfĩx + 3 = 4x 2 -4x + 7 - (3) 

Phương trình (3) có vếtrái là tôhg 2 căn thức với 2 hiến trong căn có dấu đối nhau và 
vế phải có thể đưa được về dạng bình phương, hơn nữa sử dụng Casio tìm được 

1 _ J 

phương trình có nghiệm duy nhất X = 4. • Đó là dấu hiệu sử dụng BĐT Cauchy. 


Ta có: 


1-x ll-x 1 ^ 1-x | 1 _3 X 
2 " ‘V 2 '4 2 + 4~4 2 


• y2.x + 3 — — • <ự(2x +: 


Cauchy 1 r 7 

< 4(2^ + 7 ) = t + t (5) 

4 2 4 


Suy ra: < * 

VP (3) =4x 2 -4x + ^ = (2x-1) 2 +^>| (6) 

Do đó nghiệm phuong trình là các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong (4), (5), 

1 1 

(6) đồng thòi xảy ra <=>x = ^=>y = -^- 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ phuong trình là s = (x; y) = I 2 ' 4 j| ’ 


í(3x - 5)(x 2 -1) = y(x 2 + 3x - y - 6) (1) 

Ví du 407. Giải hê phuong trình: \ Ị -——- 

F Iv-y 2 - 2j/+l=»-3Jt + 4 (2) 

Đề ngliị Olypỉc 30/04/2014 lớp 10 - Chuyên Nguyễn Tất Thành -KonTum 


/&* Phân tích và lời giải . Điêu kiện: -y 2 -2y + l>0<=>-l--v/2<y<-l + \fĩ. 

Nhận thấy (1) là phương trình bậc hai với ẩn y và kiểm tra biệt sô' A là sô' chính 
phương nên sẽ khai thác từ (1) để tìm mối liên hệ giữa X và y. 

(1) <^>y 2 - (x 2 + 3x - 6).y + (3x 3 - 5x 2 - 3x + 5) = 0 có biệt số: 

A ự = (x 2 + 3x - 6) 2 - 4(3x 3 - 5x 2 - 3x + 5) = (x 2 - 3x + 4) 2 > 0. 

Suy ra: y = 3x - 5 hoặc y = X 2 - 1. 

Vói y = 3x - 5, thế vào (2) -tí- ịỊ-y 2 - 2y +1 = -1: vô nghiệm. 

Vói y = X 2 -1, thế vào (2) <=> yjĩ- X 4 = X 2 - 3x + 3 (3) 

Sử dụng Casio, tìm được x = ĩ là nghiệm duy nhất của (1) nên có thể sử dụng BĐT. 
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Cauchy 2 - X 4 + 1 + 1 + 1 5-X 4 


Ta CÓ: VT (3) = ^|(2-x ).1.1.1 < -^- = N-N. 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 2-x 4 =l<=>x 4 =l<=>x = l. 

Mặt khác: VR„ = x 2 -3x + 4>^-f-<»x 4 +4x 2 -12x + 7>0 

(3) 4 

<=> (x -1) 2 (x 2 + 2x + 7) > 0: luôn đúng với mọi X. 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi X-1 = 0<=>X = 1. 

Do đó nghiệm của (3) là X = 1 => y = 0. 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ phuong trình là s = (x; y) = |(l;0)j • 



lyx +1 - xyyy +4=0 (1) 

Ịx 2 -XI/ 2 +l + 3sjx-l= XI/ 2 (2) 


Phân tích . Nhận thấy cả 2 phương trình đêu có chứa căn thức, nhưng phương trình 
(1) dễ dàng khử căn hơn bằng cách lũy thừa, tức (1) <=> 16(x +1) = x 2 y 2 (y 2 + 4) và nó 
có dạng phương trình bậc 2 với ẩn X. Từ đó ta kiểm tra biệt sô' A v là sô' chính phương 
nên hướng đi là đúng. Từ đó có lời giải chi tiết như sau: 


Lời giải . Điều kiện: 1 nên từ (1) => y > 0. 

[x -xy +1>0 

(1) <=> ấ\Ịx +1 = xy^Ịy 2 + 4 <=> 16(x +1) = x 2 y 2 (y 2 +4) <=>(]/ 4 + 4y 2 )x 2 -lóx-16 = 0 

a; =64 + 16(y 4 +4y 2 ) = 16(y 4 +4y 2 +4) = 16(y 2 +2) 2 . 

„ 8 + 4i/ 2 +8 4(i/ 2 +4) 4 , „ 4 „ . . , 

Suy ra: X = — - — - = „ - —— = — hoặc X = —-—- < 0 : loại do X > 1. 
y 4 +4y 2 y (y +4) y 2 y 2 +4 


Với xy 2 = 4, thế vào (2) <=> sỊx 2 - 3 + 3sfx -1 = 4, (ĐK: X > \ 3) 

^(^ 2 -3-l)t3(^ĩ-l)=0^ * 2 ~ 4 + =0 

7X 2 — 3+1 vx — 1 + 1 


(x-2)(x + 2) 3(x -2) [ x + 2 

— + . = 0 (x - 2) -=== 


<tí>x = 2: 


=-- + = 0 

/x 2 - 3+1 V X — 1 + 1 

= 2 < > y - \ 2, do: 

[y > 0 

lêu kiện, tập nghiệm 1 


lx 2 -3 + 1 %/x^ĩ + l 


-===7-h -====—- >0, Vx > y/3. 

Jx 2 -3 + 1 V-V 1 ỉ 1 


Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ phuong trình là s = (x; y) = j(2; V2)j. 
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Phân tích . Ta sẽ không làm được gì với hình thức của phương trình (2). Nêu viết (1) 
theo cụm đẳng cấp: (1) <=> (x 3 - 3x 2 y + 3 xy 2 -2y 3 ) + {x 2 +y 2 -xy) + x-2y + l = ũ và 
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sẽ phân tích cụm đẳng cấp bậc 2, bậc 3 này theo cụm bậc thấp x-2y + l với hy vọng 
sẽ đưa được vê tích sô'có chứa (x - 2y +1 )./(x; y) = 0. Thật vậy: 

<=>(x-2i/)(x 2 -xy + y 2 ) + (x 2 -xy+ y 2 ) + (x-2y+ 1) = 0 

<^>(x 2 -xy + y 2 )(x-2y + l) + x-2y + l = 0<^>(x-2y + l)(x 2 -xy + y 2 +1) = 0 và có 
lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Có (1) <=> [(x 3 - 3x 2 y + 3xy 2 -2y 3 ) + (x 2 + y 2 - xy)] + (x - 2y + 1) = 0 
<=>[(x-2i/)(x 2 -xy + y 2 ) + (x 2 -xy + y 2 )J + (x-2y + l) = 0 
<=>(x 2 -xy + y 2 )(x-2y + l) + x-2y + l = 0<=>(x-2y + l)(x 2 -xy + y 2 +1) = 0 
t/Y 3y 2 " 

X — — H—-—h 1 — 0 X — 2i/ +1 — 0 2i/ — X +1. 

2 J 4 * * 

„ /r 4 + ^ 

X = 3 + V 5 => y = ——-— 

Thế 2y = X +1 vào (2) <=> X 2 - 6x + 4 = 0 <=> 2 

„ 1- 4-y5 

X = 3 — \/5 => I/ = —^— 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x; y) = 



<=> (x - 2y +1) 


í 3x 1 / + 2x + y 4- 2y + 1 / + 2 — 2x 4- 3xy 4- 2x1/ 4- 2x (1) 

Ví du 411. Giải hệ: J _ 

[8x 3 + 5y-7 = 8.^/l5y-24x 2 +23 ( 2 ) 

P/tÂM líc/t . Tương tự như ví dụ trên, ta sẽ viết phương trình (1) theo từng cụm đẳng 
cấp: <=> (y 3 - 3xy 2 + 3x 2 y - 2x 3 ) + 2(y 2 - xy + X 2 ) + (y - 2x + 2) = 0. Sử dụng Casio để 
phân tích cụm bậc 3, tức có f 3 -3f 2 +3Í-2 =(t-2)(t 2 -t + 1) nên sẽ viết phương 
trình <=>(y- 2x)(x 2 - xy + y 2 ) + 2(x 2 - xy 4- y 2 ) 4- (y - 2x + 2) = 0 
<=> (x 2 - xy + y 2 )(y - 2x + 2) + (y - 2x + 2) = 0 <=> (y - 2x + 2)(x 2 - xy + y 2 +1) = 0. 

/&* Lời giải . Có (1) <=>(y 3 -3xy 2 +3x 2 y-2x 3 ) + 2(y 2 -xy+ x 2 ) + (y-2x + 2) = 0 
•£=>[(y- 2x)(x 2 -xy+ y 2 ) + 2(x 2 -xy + y 2 )] + (y-2x + 2) = 0 

(x 2 - xy + y 2 Ky - 2x + 2) + (y - 2x + 2) = 0 
<=> (y - 2x + 2)(x 2 - xy + y 2 +1) = 0 <=> y - 2x + 2 = 0 <=> y = 2x - 2. 

Thế y = 2x - 2 vào (2) ^ 8x 3 + lOx -17 = 8.^30x-24x 2 -7 


o (2x - 2) 3 + (24x 2 - 14x - 9) = 8.m.(2x - 2) - (24x 2 - 14x - 9) 


Đặt 


ịu - 2x - 2 ịu 3 + 24x 2 - 14x - 9 = 8v 

Ịơ = \Ị8.(2x - 2) - (24x 2 - 14x - 9) Ịu 3 4-24x 2 - 14x - 9 = 8u 
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=> u 3 - V 3 + 8 (u -v) = 0<^ (u - v)(u 2 + UV + V 2 +8) = 0 u = V. 


Với u = V => 8x 3 -6x = 1 <=> 4x 3 - 3x = -Ị 1 <=> cos3 t = -ị với X = cos 

2 2 


í, í e[0;7ĩ]- 


Suy ra: (x;y) 


cos-^;2cos^- 
l 9 9 



^ 571 - 571 

cos ——; 2 cos —— 
l 9 9 



f 7. 7* 

cos---;2cos--- 
l 9 9 



2. Kỹ thuật nhân lượng liên hợp 

Trong phần này, tôi xin giới thiệu vê kỹ thuật liên hợp trong hệ phương trình. Khi đó, 
ta can chọn 1 phương trình đểliên hợp và đưa về tích số, rồi kết hợp với phương trình 
còn lại để giải. Thông thường, có 2 cách ra đê: một là ghép hợp lý để liên hợp. Hai là 
thêm bớt để liên hợp. Trong một số trường hợp khó hơn, cân có sự kết hợp giữa 2 
phương trình, sau đó sử dụng kỹ thuật liên hợp mới đưa được vê dạng tích sô'. 


Ví du 412. Giải hê phương trình: 

Jx + y + \Ịx + 3 = — (y - 3) 

ỵ X 

(1) 

(Xỉyeũ). 


Jx + y +\Ịx =x + 3 

(2) 


Phân tích . Từ (1), nhận thấy (x + y) - (x + 3) = y - 3 có nhãn tử với vếphải nên sẽ 
ghép 2 căn thức lại với nhau đểtiến hành liên hợp. Nhimg khi liên hợp sẽ xuất hiện ở 
mẫu sô'dạng SỈÃ-\ĨB nên ta phải xét lượng này có khác 0 hay chưa ?! 


ị X > 0 

Lời giải . Điều kiện: < ■ Khi đó vế trái (1) duơng nên cần I/ > 3. 

X • 1/ > 0 


Với y>3<=>x + t/>x + 3<=> -ịx + y > s/x + 3 <=> sjx + y - sịx + 3 > 0 thì: 

(1) 1 7 — - < ^ > 1 1 ~ — < ^ > \Ịx + y — sfx + 3 — X (3) 

-y X + y — v/ X + 3 X ^Ịx + y — %/x + 3 X 

_ L/x + y + V X = X + 3 - fj — / 

Kết hợp (3) vói (2), suy ra hệ: z__ => VX + vx + 3 = 3 

\yjx + y - VX + 3 = X 

«• 2x + 3 + 2sịx 2 +3x = 9 <=> \Ịx 2 + 3x = 3- x<^>]^ x 3 => y = 8. 

[X = 1 


Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ phuơng trình là s = (x;y) = |(1;8)| • 


Ví du 413. Giải hệ: 


ỊyỊx + ỵ + 1 + 1- 4(x + y) 2 + \ 3(x + y) (1) 

[x 3 +5x 2 +6x = (3x + 2y + l)(ự3-2y+ự5-x) ( 2 ) 


Phân tích . Nhận thấy ở (1) có 3(x + y)-(x + t/ + l) = 2x + 2y-l và biểu thức ngoài 


căn: [2(x + y)] 2 -1 2 = (2x + 2y -1) • (2x + 2y +1) có chung 2x + 2y - ĩ, nên sẽ ghép 
2 căn thức này lại với nhau để liên hợp và có lời giải chi tiết như sau: 
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Ịx + 2y + 


+ —— + xy(x - y) = 0 

,ẵx^ũ+Jx 


<=>(*-y) 


-2 y+ N /3y 


+ xy = 0 <=> X = y. 


x + 2 y + \ < 


: + xy > 0, Vx, y > 0. 


Thế x = y vào (2) <=> 2(1 - x)\Ịx 2 + 2x -1 = X 2 - 2x -1 
<^>(x 2 + 2x - 5) + 2(x - l)(\/x 2 + 2x -1 - 2) = 0 

,2 CN , 2(x-l)(x 2 +2x-5) 

<=> (x + 2x - 5) + - = =-= 0 

V .V + 2x —1 + 2 


■tí>(x +2x-5) 1 + 


2(x -1) 

Ịx~ + 2x — 1 + 2 


= 0 <^> 


X 2 + 2x — 5 = 0 <=> X = — 1 + Vé 
+ 2x-l = -2x: VN„ 


Kết luận: So điều kiện, nghiệm hệ phưong trình là (x; v) = (\ĩ> -1; v6 -1). 


Ví du 415. Giải hệ phưong trình: 


sỊx +1 + slx -1 - ự}/ 4 + 2 = 1 / (1) 

X 2 + 2x(y - 1) + y 2 - 6i/ + 1 = 0 (2) 

Đại học khôi A năm 2013 


Phân tích . Ngoài việc giải bằng phương pháp hàm sô', bài này ta có thể giải bằng cách 
liên hợp để đưa vê tích sô'. Từ (1), nếu ghép (\/x + l - yfi / 4 +2) và liên hợp sẽ có tử sô' 
là x-y 4 -1. Còn đối với cụm (sỊx-1 -y) có chứa căn bậc bốn nên liên hợp 2 tân 
cũng xuất hiện x-l-y 4 và có chung nhân tử với nhóm đâu tiên. Nhimg do khi liên 
hợp cụm (iịx -1 -y) thì mẫu sô'có chứa lượng \Jx -1 + y chưa khẳng định được có 
bằng 0 hay không ?! Do đó ta tìm điêu kiện cho y. Xuất phát từ phương trình (2), 
nhận thấy có dạng hằng đẳng thức nên biến đôĩ <=> (x 2 + 2xy + y 2 ) - 2x- 6y +1 = 0 
<=> (x + y) 2 - 2(x + y) +1 = Ay <=> (x + y -1) 2 = Ay > 0 => y > 0. Vì vậy khi liên hợp, ta 
nên xét 2 trường hợp: X = 1, y = 0 và X > 1, y > 0. Từ đó có lời giải chi tiết như sau: 
Lời giải . Điều kiện: X>1. Khi đó: (2)<=>(x 2 + 2xy + i/ 2 )-2(x + i/) + l = 4i/ 

(x + yf - 2(x + y) +1 = 4y <=> (x + y -1) 2 = 4y > 0 (*) 

• Truông hợp 1. Vói X = 1, y = 0 luôn thỏa nên (x;y) = (1;0) là 1 cặp nghiệm. 

• Truông hợp 2. Vói X > 1, y >0, thì: (1) <=> (\Ịx + ĩ -^ỹ 4 +2) + (ịfx -1 - y) = 0 

X - y 4 -1 sỊx-1 - y 2 n 
- + __ — — = 0 
\Ịx + l + Jy 4 +2 ịịx-1 + y 
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X - y 4 -1 + X - y 4 -1 

y/x + l + Jy 4 + 2 (\Ịx-l + y)(yỊx-l + y 2 ) 


<=>(*-y 4 -i) 


4x +1 + Ji/ 4 + 2 (víx-l+y)(%/x-l + y 2 ) 


X = y 4 +1. Do: - - , + .- - -- -— > u, V: 

•v/x +1 + ^y 4 + 2 (^/x-l + y)(Vx-l+y 2 ) lỉ/ >0 

Thế X = y 4 +1 vào (*) <=> (y 4 + y) 2 = 4y <=> y = 0 (loại) hoặc y 7 + 2y 4 + y - 4 = 0. 

Do sử dụng Casio tìm nghiệm duy nhất y = 1 nên sử dụng phương pháp hàm sô'. 

Xét f(y) = y 7 +2y 4 +y -4 trên (0;+oo) có: f(y) = 7y 4 +8y 3 +l>0, Vy>0. 

Suy ra hàm số f(y) đồng biến trên (0; +oo) và f(y) = /(1) = 0<=>y = l=>x = 2. 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ phuong trình là s =(x;y) = |(1;0);(2;1)| • 


> 0, V: 


A,. nia mu UA , x ( x + y) + = 2 y 2 + ypỹ (!) 

Ví du 416. Giai hệ phuong trinh: < Ị- _ ' 

x 2 y-5x 2 +7x + 7y-4 = 6l/xy-x + l (2) 


Phân tích . Nhận thấy rằng phương trình (1) luôn đúng khi X = y, tức sẽ có nhân tử 
là (x - y). Thật vậy nếu ghép 2 căn đểliên hợp được: (x + y) - 2y = X - y và cụm còn 
lại X 2 + xy - 2y 2 có dạng đẳng cấp nên phân tích X 2 + xy - 2y 2 = (x - y)(x + 2y). 

. r „ í 


Lời giải . Điều kiện: 


X + y > 0 


„ , « X 2 +yfx = 0 íx = 0 

Với y = 0 thì hệ <Ị _<=>( : vô nghiệm. 

[-5x 2 +7x-4 =-yl-x [-4 = 1 

Xét y > 0, thì (1) <=> (^Ịx + ỹ - v 2y) + (x 2 + xy -2y 2 ) = 0 


«■ /== 7 = + (* - y)(* + 2y) = 0 (x - y) 

Jx + I/ + J2y 


X + V + J2 


+ X + 2y — 0 


Oi-y = 0oi = i/. Do 


X + V + \/ 


1 , x t , |x + i/>0 

- 7= + (* + y) +1/ > 0/ M ' n 

'+>/2ỹ b/ >0 


Thế y = X vào (2) <^> X 3 - 5x 2 + 14x - 4 = 6V X 2 - X +1 
<=> X 3 - 5x 2 + 14x - 4 = 3.\8r’ - 8x + 8 

3.V8.V 7 ” 8.V i 8 + (^8x 2 -8x + 8) 3 = 3.(x +1) + (x +1) 3 
f(\l8x 2 -8x + 8) = /(x +1). 
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Xét hàm SỐ /(í) = 3t + t 3 có f'(t) = 3 + 3í 2 > 0, Ví e □ . Do đó hàm số /(í) luôn 

đồng biến trên □ . Suy ra: /( V 8x ? -8x + 8) = f(x + 1) <=> \8x' Sx I 8 = X +1 
<^8x 2 -8x + 8 = (x + l) 3 <=> X 3 -5x 2 +1ĨX-7 = 0 X = 1=> y = 1. 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ phuong trình là s = (x; y) = |(l;l)j • 


Ví du 417. Giải hệ phuong trình: 


(3y - 6)^x 3 -1 = X 3 + y 2 - 17 Jxỹ + 18 (1) 

ình- 1 v 


X 2 + y 2 + 2J2x 2 - 3xy + 2y 2 = X + y + 2xy 


P/tÂM tích . Nhận thấy rằng phương trình (2) luôn đúng khi x = y, tức sẽ có nhân tử 
là (x - y). Thật vậy, nếu nhóm cụm đẳng cấp X 2 + y 2 - 2xy = (x - y) 2 ơồ y/ĩép căn với 
cụm còn lại: 2^2x 2 - 3xy + 2y 2 - (x + y) Zfển /lợp te sẽ í/iw đírợc tó sổ'có dạng: 
4(2x 2 - 3xy + 2y 2 ) - (x 2 +2xy+ y 2 ) = 7(x 2 -2xy+ y 2 ) = 7(x-y) 2 . 


Lời giải . Điều kiện: ị xy > 0 => < y > 0 

2x 2 - 3xy + 2y 2 > 0 2x 2 - 3xy + 2y 2 > 0 

(2) <=> (x - y) 2 + 2^2x 2 - 3xy + 2y 2 - (x + y) =0 


<=> (x - y) • 1 + — I - = 0 <=> (x - y) = 0 <=> X = y. 

2yjlx 2 - 3xy + 2y 2 + X + y 

7 í X > 1, V > 0 

Vì: 1+ ■== ->0,vr, * . • 

2^2x 2 - 3xy + 2y 2 + X + y [2x - 3x1/ + 2y > 0 

Thế X = y vào (1) <=> (3x - 6)Vx 3 -1 = X 3 + X 2 - 17x +18 

<=> (3x - 6)Ậx - l)(x 2 + X +1) = x(x 2 + X +1) - 18(x -1) (3) 

Đặt a = slx-1 > 0, b = -\/x 2 + X + 1 >0=>« 2 =x-l<íi>x = a 2 +l. 

(3) (3« 2 - 3 )ab = ( a 2 + 1)Ỉ7 2 - 18« 2 <=> 3 a 2 b - 3ab - a 2 b 2 -b 2 +18 a 2 = 0 

«• (3 a 3 b -a 2 b 2 ) -(3 ab-b 2 ) + (18« 2 -2b 2 ) = 0 
<=> 3a 2 b.(3a -tí) - b.(3a -tí) + 2.(3« -b).(3a + b) = 0 
<=> (3« - b)(3a 2 b - ỉ> + 6« + 2i>) = 0 <=> (3« - b)(3a 2 b + 6« + b) = 0 
<=> 3« - ỉ> = 0 <=> ỉ> = 3«, (do: 3a 2 b + 6« + b >0, v« > 0, b >0). 

Với b = 3a, suy ra: 3\fx -1 = \[x 2 + X + 1 <=>9(x-l) = x 2 +x + l<=>x = y = 4± \Ịỏ. 
Kết luận: So điều kiện, nghiệm hệ là (x;y) = (4 + \/6; 4 ± \ 6). 
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X 3 + Jx 2 + 2 y +1 = x 2 y + y + 1 (1) 


Ịlx-l + Jxỹ.J5 - 4y 2 = 4x 2 (2) 


Phân tích . Nhận thấy rằng phương trình (1) luôn đúng khi x = y, tức sẽ có nhân tử 
là ( x-y). Thật vậy, nếu nhóm cụm bậc ba: (x 3 -x 2 y) = x 2 (x- y) và đôĩ với cụm 

<Jjx 2 + 2y +1 - (y +1) sau khi liên hợp được tử sô'là: x 2 + 2y+ l-(y + l) 2 =x 2 - y 2 
= (x - y){x + y) sẽ có nhân tử chung ( x-y ). Từ đó có lời giải chi tiết như sau: 


/&• Lời giải . Điều kiện: 


1 , 1 

X > --; xy > 0; X 2 + 2y +1 > 0 x ~2 

J H , 

~ 2~ ĩf ~2 0<yí 


(1) <=> (x 3 - x 2 y) + Jx 2 + 2y +1 - (y +1) = 0 <=> X 2 (x - y) + - 


l os » s T 

(x-y)(x + y) 

Ịx~ 4- 2 y +1 + y +1 


<=> (x -y) X 2 + . =- = 0<=>x-y = 0<=>x = y. 

V \jx 2 +2y + l + y + l^ 

Vì: X 2 + . -> 0, Vx > i và 0 < y < ệ ■ 

\Jx 2 +2y + l + y + l 2 ' 2 

Thế X = y vào (2) <=> 3\ 2x 1 + x^5 - 4x 2 = 4x 2 (3) 

• Với V 2x 1 +2x-l = 0<^x = ^=>y = ^: thỏa hệ nên là 1 cặp nghiệm của hệ. 

• Với X ^ \ => \ 2x 1 + 2x -1 ^ 0 thì: 

2 

(3)<=>3r sfĩx-ĩ -(2x- 1)1 + X ^5-4x 2 -(-2x + 3) -3(2x 2 -3x + l) = 0 

~ 6(2x 3x , 1) 4x(2x 3x , 1) _ 3 (2x2 _ 3x + 1) = 0 

V2x-l+2x-l v5 - 4x 2 + 3 - 2x 


==■ -+ - -+ 3 =0 (4) 

X-1 + 2X-1 V 5 - 4x 2 + 3 - 2x ) 


<=> (2x 2 - 3x +1) ■ 


Vì 4- 

V 2x - 1 í 2x 1 \Ỉ5- 4x 2 + 3-2x 


4 /5"! 

+ 3>0, Vxe 2 ' 2 ' n ^ n phương trình 


(4) <=>2x 2 -3x + l = 0<^>x = ^ (loại) hoặc X = 1 => y = 1. 


Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x;y) = ị j-;j- ; (1; 1) 

12 2 
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(8x - 6 )*Jỹ = (2 + \Ịx- 2 ){y + 4^x-2 + 4) 
2 Jx 2 +3x- y - JÃx + y 2 =x + l 



Phân tích . Do hệ không có dấu hiệu của sự đặt ẩn phụ cũng như hàm sô'và ta cũng sẽ 
không làm được gì đối với hình thức của (1). Từ đó sẽ nghĩ đêh việc khai thác phương 

trình (2). Nêíi biêh đổi (2) <=> (^Ịx 2 + 3x - y - ^4x + y 2 ) + (yịx 2 + 3x-y-x-l) = 0 
và liên hợp trong các dấu ( ) được các tử số là: X 2 - y 2 - (x + y) = (x + y)(x — y — 1) 
và (x 2 + 3x- y) - (x 2 + 2x +1) = X - y -1 sẽ có nhân tử chung (x-y- 1). 


y X + 3x — y + + y \ịx + 3x — y + X +1 

(x 2 -y 2 )-(x + y) + x-y -1 _ ( 

+ 3x — I/ 4- ^4x 4- I/ - ựx" + 3x — I/ 4- X +1 
(x-Ị/)(x + Ị/)-(x + Ị/) t *-y-l 
^x 2 + 3x -1/ + <Jĩx + y 2 yỊx 2 + 3x -1/ + X +1 
(x + Ị/)(x-Ị/-l) , *-y-l 

Jx 2 + 3x - ỹ + Jĩx + ỹ 2 Jx 2 + 3x - 1 / + X +1 




ẢTy JL 

Ịx~ 4- 3x — 1 / + \ị 4x 4- \Ị yịx 4- 3x — X/ 4“ X 4~ 1 


<=>J/ = X-1, vì: 


>0, V 


•ựx 2 + 3x -1/ + ự4x + y 2 ựx 2 + 3x -1/ 4- X +1 [}/ - u 

Thế y = x- 1 vào (1) <=>(8x-6 )n/x-1 = (2 + \Ịx-2)■ (x + 3 + 4^x-2) 

<^>(2 4-%/x-2)-r(\/x-2) 2 +4%/x-2 + 4 + ll = (8x - 6)\/x--T 

(\/x - 2 + 2) • r (\/x - 2 + 2 ) 2 + ll = (8x - 6)\/x--T 

(Vx-2 + 2) 3 + (%/x - 2 + 2) = (8x - 6)\/x-l 
Do oề' írái có dọng hàm đặc trưng /(í) = t 3 +1 luôn đơn điệu trên □ nên sẽ định 
hướng phân tích vếphải theo hàm này để sử dụng hàm số. Thật vậy: 

^ (a/x- 2 + 2) 3 + (ựx-2 + 2) = (4x - 3)v4x 4 

(ựx-2 + 2) 3 + (ựx-2 + 2) = r (V 4x 4)’ + ll • ự4x-4 

<^>(ựx-2+2) 3 + (ựx-2 + 2) = (ự4x-4) 3 + ự4x-4 
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o f{yỊx - 2 + 2) = /(V 4x - 4). 

Xét hàm SỐ /(í) = í 3 + í trên □ có /'(í) = 3f 2 +1 > 0, Ví G □ . 
Do đó hàm SỐ f(t ) luôn đồng biến trên □ . 

Suy ra: f(\Jx-2 + 2) = f(4 4x-4) <=> yJx-2 + 2 = •v/ềx-4 


<=> X + 2 4- 4%/x-2 = 4x - 4 <=> 4\X 2 = 3x - 6 

X = 2 => y = 1 

<=>16(x-2) = 9x 2 -36x + 36<=>9x 2 -52x + 68 = 0<=> 34 25' 

X = -?-=> y = -- 

L 9 9 

„ ^ í r 34 25 Ỵ| 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = j (2; 1); glyU' 


VUụML Giải hệ phương trinh: Ị + ^ = 3y 

Uự(x + 2)(y + 2x) = 3(x + 3) 


p/uhĩ tícli . Nhận thấy rằng phương trình (1) luôn đúng khi X = y, tức sẽ có nhân tử 


là (x-y). Thật vậy, có (1) <=> (Jxỹ - y) + + (4x-9)(x-y) -2 y =0 và thực 

hiện liên hợp thì thu được các tử số xy-y 1 = x(x - y) và 4x 2 - 4y 2 + (4x - 9)(x - y) 

= 4(x - y)(x + y) + (x - y)(4x - 9) = (x - y)(8x + 4y - 9) nên có lời giải như sau: 

Lời giải . Điều kiện: X > 0, y > 0. 


Do X = y = 0 thì hệ 1 9 : vô nghiệm nên xét X > 0, y > 0. 

(1) <=> (yỊxỹ -y) + 'ự4x 2 + (4x-9)(x-y) -2 y =0 

Q x y - y 2 Ị 4x 2 + (4x - 9)(x - y) - 4y 2 0 

sỊĩỹ + y ^4x 2 +(4x-9 )(x-y) + 2y 
_ y(*-y) , 4(x-y)(x + y) + (4x-9)(x-y) n 
ỵ x y + y y4x 2 + (4x — 9)(x — y) + 2y 


8x + 4y-9 y 

<=>(* .!/)• , = = - +-F^- =0 (3) 

y4x + (4x - 9)(x - y) + 2y yỊxy + y 

Do vói X > 0, y > 0 thì ta chưa khẳng định được lượng 8x + 4y - 9 = 4(2x + y) - 9 có 
dấu như thế nào ?! Khi đó ta quan tâm đêh phương trình (2) để đi chứng minh điêu 
này luôn dương. Thật vậy, ở (2) có thể biểu diễn 2 x + y theo x>0, bằng cách biến 

đổi (2) Jy + 2x = + TI 4(y + 2x) = ^ • Mong muốn lúc này là có thể 


4(x + 2) 
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9(x + 3) 2 

chứng minh lượng 4(y + 2x) = \ ; >9 đề’có 4(y + 2x)-9>0. Có ?'ỉ/íze« cÁc/z 

4(x + 2) 

chứng minh đỉêu này, ở đây tôi xin được trình bày bằng phép biến đổi tương đương. 
Từ (2) => 16(x + 2)(y + 2x) = 9(x + 3) 2 «. 4(2x + y) = y + (4) 

9(x + 3) 2 

Giả sử: 2 > 9 <=> X 2 + 6x + 9 > 4x + 8 <=> (x +1) 2 > 0: luôn đúng khi X > 0. 

4(x + 2) 

Suy ra: (4) <^>4(2x + y) > 9 <íí>8x + 4y-9 >0. Nên: (3)<=>x = y. 

Thế X = y vào (2) <=> 4y3x(x + 2) = 3(x + 3) <=> X = y = 1. 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ phuong trình là s = (x; y) = |(1; 1)Ị • 
Lưu ý . Ta có thể chứng minh 8x + 4y - 9 > 0 bằng BĐT Cauchy như sau: 



~, _ ,, , , <J x y + (* - y)(>/*ỹ -2)+%/x=y + ựỹ (1) 

VI du 421. Giãi hệ phuong trình: < r __ 

(x + 1) y + Jxỹ + x( 1-x) =4 (2) 

c/iọu ííội tuyểỉi VMO tỉu/i Ninh Bình 2014 - 2015 
Phân tích . Nhận thấy rằng phương trình (1) luôn đúng khi X = y, tức sẽ có nhân tử 

là (x-y). Thật vậy: (1)<=> yỊxy + (x - y)(yỊxỹ - 2) - y =ịy[ỹ - \/x j và liên hợp 

theo từng cụm được các tử sô' xy + (x - y){yỊxỹ - 2) - y 2 = y(x - y) + (x - y)(yỊxỹ - 2) 

= (x - y)(y + ^Jxỹ- 2) và (y - x) nên Xííữí /íiẹn n/ián tử rà có lời giải như sau: 

^ íx > 0, y > 0, xy > 0 
<©* Lời giải . Điều kiện: < / 4— 

|xy + (x-y)(ựxy-2)>0 

Í0 = 0 

Với X = y = 0 thì hệ <=> j 4 : vô nghiệm nên xét X > 0, y > 0. 
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<=> 


<=> 


y(x-y) + (x-y)^xỹ -2) x-y 

iịxy + (x-y)(Jxỹ-2)+y 4x + y[ỹ 
(x-y)(y + yỊxỹ -2) x-y 

\jxy + (x-y)( Jxy ~ 2 )+y yfx + ^Jỹ 
y + ỵỊxỹ- 2 


= 0 


<^{x-y) 


1 


xy + (x- y)(yỊxỵ - 2) + y V* + V 

1 


= 0 


( 3 ) 


Do với x>0, y> 0 thì lượng: l - í .— > 0, còn lượng y + ^Ịxỹ-2 chưa xác định 

ựx + ựi/ 

đííợc dổH c«fl nó ?!. Quan sát phương trình (2) cũng có lượng y + ^Ịxỹ và hoàn toàn 

có thể biểu diễn theo X. Tức (2) <=> y + Jxỹ = 4 - x(l - x) và mong muôh của ta 

x + 1 


lúc này là chứng minh lượng: x(l - x) > 2, Vx>0 để thu được x + Jxy >2, 

x + 1 ' 

tức luôn có X + sỊxỹ - 2 > 0 thì việc liên hợp đưa vê tích đã hoàn thành. 

r-- 4 2 7 7 N 4 2 _ 

Từ (2) => lị + , 1 X 1 / = ——- + X - X. Giả sử Vx > 0 thì ——- + X - X > 2 
* v x + 1 x+1 

<^>(x + l)(x 2 -x) + 4>2(x + l)<^>x 3 - 3x + 2>0 

<=> (x - l) 2 (x + 2) > 0: luôn đúng với mọi X > 0. 

Do đó y + yfxỹ = —+ X 2 - X > 2 <=> y + ^Ịxỹ - 2 > 0. Nên (3) <=> X = y. 

Thế X = y vào (2) <=> (x + l)(3x - X 2 ) = 4 <=> ị x hoặc X = y = — + ^ 

1 / — 1 


Ly= 1 


Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = ị (1; 1); 


1 í \. 17 1 Ị VỈ7 

~A / Ã 


Lun ỷ . Có thểsử dụng phương pháp hàm sô'chứng minh y + lẸcỹ - 2 > 0 như sau: 
Từ (2 )=>y + Jxỹ = -^- + x 2 -x = ỵJ = f(x). 

X + 1 X + 1 


Xét hàm SỐ f(x) = 


X - X + 4 
x + 1 


trên (0;+oo) có f(x) = 


2x 3 + 3x 2 - 5 


(x + 1) 


= 0<=>X = 1. 
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X 2 + 4y -13 + (x - 3)^1 X 2 + y - 4 = 0 

{x + y-3)^ỹ+{y-l)*ịx + y + l = x + 3y-5 


Phân tích . Nhận thấy rằng phương trình (2) luôn đúng khi y = 1, tức luôn có nhân 
tử (y- 1). Thật vậy (2)<^>(x + y-3)\^Ịỹ-1 +(y- 1) ^x + y + 1-2 =0 và liên 
hợp các biểu thức trong dấu ngoặc [ ] sẽ xuất hiện nhân tử chung. 

x+y+1>0 

/&• Lời giải . Điều kiện: ị 1 / > 0 

X 2 + y - 4 > 0 

(2)^(x + y-3)(ựỹ-l) + (y-l)ựx + y + l-2(y-l) = 0 

^>(x + y-3)( N /ỹ-l) + (y-l)(ựx + y + l-2) = 0 
_ (x + y-3)(y- 1) (y-l)(x + y-3) 


< ^ > V— ■ £ ' _Ị_ /V £ / _ Q 

\fỹ + 1 ựx + y +1 + 2 

/ \ r 

1 1 

<^> (y — 1) • (x + 1 / — 3) • —(= — H ĩ = “ = 0 <=> 
v vy 4 1 ựx+y+l+2j 


y =1 

y = 3-X 


1 1 ,, 1 y > 0 

f =-—- H—]===—— >0, V <1 , • 

/y + 1 ,/x + y + 1 + 2 1X + y +1 > 0 


Do lượng: 


Với y = 1, thế vào (1) <=> X 2 - 9 + (x - 3)\[x 2 ~-3 = 0 


■(x-3) (x + 3) 


+ vx 2 — 3 = 0 <=> 


x-3 = 0 
n/x 2 - 3 = -X - 3 


<=> J X < — 3 <=> X = 3. 

1X = -2 


Vói y = 3 - X, thế vào (1) <=> X 2 - 4x -1 + (x - 3)yx 2 - X -1 = 0 (3) 

<=>(x 2 -X-10) + (x- 3)(\Ịx 2 - x-1-3) = 0 

. 2 ir> , (x-3)(x 2 -x-10) - ,2 x-3 .ì - 

‘w’ (x 2 — X — 10) + -— ■ A —— = 0<=>(x -x-10) , - -+ 1 =0 

V X 2 - X - 1 + 3 1 yx 2 - X -1 + 3 , 
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X 2 -X-10 = 0 1±>/4Ĩ 5±>/ìĩ 

<=> n -7 <=> 2 J 2 • 

y x -X-1 = -X 2^ 


Kết luận: So điều kiện, suy ra: s = (x;y) = Ị (1;3),(-1;4); 


1 V 41 5 + 


Nhân xét . Trong cách giải của phưcmg trình (3), do tôi đã sử dụng chức năng table 
của máy tính bỏ túi và tìm được nhân tử X 2 -x-10 nên có tách ghép và liên hợp như 
trên. Ngoài cách này, ta có thểsử dụng phương pháp đặt ẩn phụ không hoàn toàn: 

Đặt t = yỊx 2 — X — 1, suy ra: t 2 =x 2 -x-lox 2 =t 2 +X + 1. Khi đó: 

(3) <=> t 2 + X +1 - 4x + (x - 3)t - 1 = 0 <=> t 2 + (x - 3).t - 3x = 0. 

A f = (x — 3)” + 12x = X + 6x + 9 — (x + 3) . 

^'- Ĩ=ĩ ĩ ĩ±ĩ - 3 _.J77TTI=3 

Do đó: , suy ra: 2 . _—_ <=> 2 

^ = 3- x- x- 3 = x \X -X 1--X x = -l 

2 ' L 


Từ đó suy ra 1 / và cũng có kết quả như trên sau khi so với điều kiện. 


Ví du 423. Giải hệ: 


(1 - y)J x -y + x = 2+(x-y - 1) J 


2y 2 - 3x + 6 y +1 = 2^1 X - 2y - ^4x - 5y - 3 (2) 

Đại học khôi B năm 2014 


Phân tích . Nhận thấy rằng phương trình (1) luôn đúng khi y = 1, tức luôn có nhân 
tử (y-1). Thật vậy Ợ)o(x-y-l)(yịỹ-l) + (y-l)yỊx-y -(y-l) = 0 
<=> (x — y — 1) \Ịỹ -1 + (y -1) yjx-y -1 =0 và liên hợp trong dấu ngoặc [ ] sẽ 
xuất hiện nhân tử y-1 và x-y- 1, nên có lời giải chi tiết như sau: 

_ . -vv \x > y; y > 0 

/ã* Lời giai. Điêu kiên: i 

ở |4x > 5y + 3 

(1) <=> (x - y - l)(yjỹ -l) + x- y- l + 2 = (l- y)yịx- y + X 

<^(x-y-l)(jỹ-l) + (y-l)ựx-y-(y-l) = 0 

^>(x-y-l)(^/y-l) + (y-l)(ựx-y-l) = 0 

(x-y-l)(y-l) (y-l)(x-y-l) 


V + x 


>/y + l ^ + 1 

/ \ |- 

<=>(y-l)(*-y-l) . I . = 0«> 

wy +1 4 x ~y + l ) L 


y = 1 

Ị/ = X-1 
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1 1 „ [x > y 

Vì-=2— + ^= - >0, '*• 

yỹ+1 yỊx-ỵ+1 [y - 0 

Với y = 1, thế vào (2) <=> 9 - 3x = 0 <=> X = 3. 

Với y = x- l>0=>x>l, thế vào (2) <=> 2x 2 - X - 3 = %/2-x, (ĐK: 1 < X < 2 ) 

<=> 2(x 2 - X -1) + |~(x -1) - V 2 - X ] = 0 <=> 2(x 2 - X - 1) + ỵ2 - X zL = 0 
L J X - 1 i \'2 X 

„/„2 .. . 1 ì n „ \x 2 -X-l = 0 _ 1 + V5 


,2 _[_ 1 n X -X-1=0 

<=>(x -x-1) 2 +- , =0<^>< <^>x = 

l x-1 í V2 - X ; 1 < X < 2 


Suy ra: y = 2^- - • Do 2 4- - - >0, Vx e [l; 2 ]. 

2 X 1•\2 X 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = 1(3; 1); ; ^2 — I ■ 


ví ri» 424. Giải hê: + + + ^ = y(1) (x;ysũ) 

J.3r-2 — „fũ =?r 2 — 1/ — 2 (2) 


[V3x - 2 - ựy = 2x 2 - y - 2 w 

Đề í /í/ t/íiỉ’ TN.THPT Quốc Gia 2015 - TT. Đại học Ngoại Thưong - TPHCM 


Phân tích . Xuất phát từ (ĩ), nhận thấy hiểu thức trong căn lớn chứa tích (x-y+ 1) 
ttển dự đoán đó là nhân tử nên ghép cụm ^x + 1 - yjỹ để liên hợp sẽ có x + l-y. Còn 
lại: J(x + l)y + (x-y+ĩỹjy - 1 / và liên hợp có tử sô'là (x +1 )y + (x -y + l)ijỹ-y 2 
y(x + 1 -y) + (x-y +1 )yjỹ = (x - y + l)(y + *Ịỹ), đã có nhân tử và có lời giải như sau: 


«£• Lời giải . Điều kiện: -Ị 3' 

(x + l)y + (x-y + l)^/ỹ>0 

(!)<=> Ậx + l)y + (x-y + l)yjỹ-y • (y.v I 1 " v y) 0 

(* + l)y-y 2 +(x-y + l)^y x-y + 1 = 

Ậx + l)y + {x-y + l)yỊỹ + y + ^ 

> y(x + l-y) + (x-y + l)ựỹ x-y + 1 = 

^(x + l)y + (x-y + l)Jỹ + y M^+ĩ + M^ 

(x-y + l)(y + ^y) x-y + 1 = 

Ậx + l)y + (x-y + l)yỊỹ + y + ^ 


x>^; y>0 
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y + \V 1 

<=>(x-y + l) = —— -+ -= = 0<=>J/ = x + l. 

v Ậx + l)y + (x - y + ĩ)Jy + y V* + 1 + yỊy y 

Do y + ^ - + -=Jí —= >0, Vx>^, y>0. 

Ậx + 1 ) 1 / + (x - y + l)ựỹ + V 'Ix + lv yỊy 3 

Thế y = X +1, vào (2) <=> V 3.V - 2 - -v/x + 1 = 2x 2 - X - 3 
2x-3 _ „ 


<=> . ■_ -(2x-3)(x + l) = 0 

V 3x — 2 + vx +1 


<=> (2x — 3) 


3x — 2 + vx + 


— (x +1) =0<=> 


X = — => I/ = — 
2 2 


/3x — 2 + V X + 


= X +1 (í) 


Ta co': Vx> ^ thì f(x) = X + 1>^ + 1 = ^>1 (/7) 

3 3 3 

Xét hàm SỐ ?(x) = \ 3x 2 + %/x+T có: g'(*) = — ĩ J — >0, Vx > ^ • 

2ự3x-2 2ựx + l 3 


„ 2 1 1 1 
Do đo'hàm sô' g(x) đông biến trên — ;+co nên h(x) = —— = , — - - 

_3 ) §(x) '\|3x — 2 +'s/x + J 

r2 'l , . ^2^ JĨ5 

nghịch biến trên T • _|_00 => max h[x\ = h T = -12— < 1 hay U(x) < 1 (Ui) 

.3 / [l ;+ °°) v 3 y 5 

Từ (i),(ii),(iii), suy ra: f(x) = h(x) vô nghiệm hay (/) vô nghiệm. 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; ỳ) = 1 ^ j| • 


^ 7 ^ Ị (x 4- x^aỊx — y+ 3 — 2x + X + y 4-1 (1) 

Vf dí/ 425. Giải hê: (x;yeũ). 

(x 4- 1 )-y y y2 4- (y — 1) yx + X + 1 = X + y ' ' 


p/tan tíc/t . Ta sẽ không làm được gì ở (ĩ), còn ở (1), nhận thây vế trái có hạng tử tích 
sô' (x 2 + x).^jx-y + 3 nên ta sẽ phân tích vếphải 2(x 2 + x) + (y - X + 1). Khi đó nếu 
nhóm (x 2 +x). ^Ịx-y + 3-2 và liên hợp trong dấu [ ] sẽ thu được x-y-ĩ, đã 

xuất hiện nhân tử chung nên có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Điều kiện: X - y + 3 > 0. 

(1) <=> (x 2 + x)yjx-y + 3 -2(x 2 + x) = (y-x + 1) 

(x 2 + x)(Jx-y + 3 - 2) + (x - y -1) = 0 + y —11 + (x - y -1) = 0 

Jx-y+ 3+2 
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ỵ 1 4- X _ „ ỉ X 4- X + 2 + AỈX — I/ + 3 

<^{x-y-1 ) — + 1 = 0<^{x-y-l) - v - - =0 

\Jx-y + 3 + 2 ) 1 Jx-y + 3 + 2 


<=>x-y-l = 0<=>y = x-l. Do 


X +X + 2 + Jx -1 


>0, Vx-y + 3>0. 


•y X — y+ 3 + 2 

Thế y = X -1 vào (2) <=> (x + l)Vx 2 - x + 2 + (x - 2)\[x 2 + X + 1 = 2x -1 (3) 

[fl = Vx 2 -X + 2 >0 [fl 2 =x 2 -x + 2 a ~ =2x 1 

Đặt 1 / - ~ b 2 -fl 2 +l ■ 

b = vx 2 + X + 1>0 1 - X + X +1 X = 


(3)0 


fc 2 -fl 2 +l 


\ /7.2 .2.-1 \ 

ỉ> -a +1 _ , , 2 2 

+ 1 -fl+ --- 2 -b = b -a. 


«• a.(b 2 - a 2 + 3) + b.(b 2 -a 2 - 3) = 2(b -a)(b + à) 

<=> afr 2 - a 3 + 3a + ỉ > 3 - a 2 ỉ> -3b = 2(b - a)(b + à) 

<^{b 3 -a 3 ) + ( ab 2 - a 2 b) + (3fl - 3b) = 2{b - a)(b + a) 

<=> (ỉ> - a)(a 2 +ab + b 2 ) + ab(b -à)- 3(b -à)- 2 (b - a)(b + a) = 0 
<=> (ỉ> - a)(a 2 +ab + b 2 +ab-3-2b-2a) = 0 

<=> (ỉ> - a)(a 2 +b 2 + 2ab-2b-2a-3) = 0 <^>(b-a)ị(a + b) 2 -2(a + b)-3~ị = 0 
<=>(&- a)(a + b +1 )(a + b-3) = 0<^(b-a)(a + b-3) = 0<^b = a V a + b = 3. 


• Với « = suy ra: yx 2 - X + 2 = yx 2 + X + 1 <=> X = - 

• Với a + b = 3, suy ra: V? - X + 2 + \/x 2 +X + 1 = 3 


-=>y = -—■ 
2 2 


<=> yx 2 - X + 2 = 3 - vx 2 + X +1 <=> 


3-yx 2 + X-I-1 >0 

X — X + 2 = 10 + X + X — 6"\/x + X + - 


X + X +1 < 3 


X 2 + X - 8 < 0 X = -1 w 7 1 

<=H hoặc x = 2 -=> y = -_- 

8x 2 + X - 7 = 0 y = -2 8 2 8 


<=> ,_ » <=>4 _ hoặc X = — => y = 

[3%/x 2 +X + 1 = X + 4 [sx 2 + X - 7 = 0 \y = -2 ' 8 ‘ 8 

„ „ |Ỵ 1 1 ^ /7 lYl 

Kết luận: So diêu kiện, tập nghiệm là s = (x;y) = < 2.;-^ ;(-l;-2); Ị 

[v 2 2 J V 8 8 JJ 


Ví du 426. Giải hệ phuong trình: 


r* + 3 ^y -1 - 2yjy + 1 ( 1 ) 


(x;y eũ ). 


[x + yx 2 +1 = y + yỊy 2 - 1 ( 2 ) 

Để í/í í' thử TN.THPT Quốc Gia 2 015 - TT.LTĐH Trí Minh - Tp. HCM 


Phân tích . Ớ (2), nhận thấy X và y độc lập 1 vế, nên hướng suy nghĩ thường là hàm 
số, nhưng sẽ bị bế tắc do không tìm được hàm đặc trưng ở hai vế. Nhưng để ý kỹ, viết 
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(2) <=> (x - ^y 2 -1) + (vx 2 +1 - y) = 0 và liên hợp trong từng dấu ( ), sẽ thu được 
lượng nhân tử là X 2 - y 2 +1. Từ đó có lời giải chi tiết như sau: 

/&• Lời giải . Điều kiện: x>0, ỵ>l. 


(2) (x - Jy 2 -1) + (yx 2 +1 - y) = 0 


x 2 -y 2 +1 | x 2 ~y 2 +1 

X + yỊĨ/ — 1 's/x + 1 + l/ 


^(x 2 -l/ 2 +l)- 


X + Jy 2 -1 vx 2 + 1 + 1 / 


= 0 <=> X 2 - y 2 +1 = 0 


<^x 2 = y 2 -1. Do 


1 | 1 

X + Jy 2 - 1 sỊx 2 +1 +y 


> 0, Vx > 0, y > 1. 


Thế x 2 =y 2 -l vào (1) + 3-ựỹ^ = 2-ựỹ+ĩ ^>^/t/ 2 -1 +3^^! = 2ựỹ+ĩ 

^3 y fỤ^ĩ+ậy-i)(y + i)=2 y ỊỤTĩ < = 2 

ịy-l 2 .. y-1 16 97 72 

ÍỊy + 1 3 y + 1 81 ' 65 65 

, ^ [672 97^1 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; I/) = ; 77 ; 77 1 • 

IV 65 65.;; 


xJx 2 + y + y = V? + X 3 + X (1) 


w du 427. Giải hệ phuong trình: 


x+ Vx + ^ + TNN-l ( 2 ) 


Đ'ê thi thử sô 4 - TN.THPT Quốc Gia 2015 - Diễn đàn k2pi.net.vn 


Phân tích . Nhận thấy phương trình (1) luôn đúng khi x = y, tức luôn có nhân tử 

(x-y). Thật vậy (1) <=> x^Ịx 2 + y -x4x 2 + X = X- y <=>x(^x 2 + y -4x 2 +x) = x-y 
và liên hợp trong dấu ( ) sẽ có nhân tử chung ở 2 vếlà (x - y) và có lời giải 1. Ngoài 

ra, ta có thể chia 2 vế(l) cho X 2 và sử dụng hàm số với lời giải 2. 

Điều kiện: X > 1, y > 0. 

/ã* Lời giải 1 . Sử dụng nhân luọng liên hợp. 

(1) <=> X Jx 2 + y + y = x\/x 2 + X + X <=> x( Jx 2 + y - 4x 2 +x) + (y - x) = 0 


<=> , = x ) + ( 1 /- x) = 0 <=> (y-x)■ x = +1 =0 

4x 2 +y + 4x 2 +x (Jx 2 + y + Vx 2 + X 

<=> 1 / = X. Do ■ = x , +1 > 0, Vx > 1, y > 0. 

Jx 2 + y + \Ịx 2 + X 
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Thế y = X vào (2 ) 77 X + %/x + \fx - ĩ + yjx(x - 1) = — (3 

Đặt t = \fx + -Jx-1 >0=>f 2 =2x-l + 2ựx(x - 1) 77 X + sjx(x- 1) = ■ 

t 2 + l , + _9 _ Ịf 2 +2f-8 = 0_ + _ o 
(3) 77 —— + f = X 1 _ 77 f = 2. 

2 2 Ịf > 0 

/— r-— /-— 1 — í 2 — y[x > 0 

Suy ra: a ì VA' 1-2<>VX 1-2 vx < > : =7 X = y = 

i 4 V .V = 5 

, ^ 17 25 25 n 

Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = \ 77^77 

Iyl6 16, 

/&• Lời giải 2 . Sử dụng phuong pháp hàm số. 


(1) < Chia:j2>0 » Ji+4 + 4 = J 1+ r + è^/ 4 }=f\z • 

V X X V XX ^x J vx^l 

Xét hàm SỐ /(í) = %/l + í + í trên (0;+oo) có /'(í) = —— +1 > 0, Ví > 0. 

2V1 + Í 

Suy ra hàm SỐ /(í) luôn đồng biến trên khoảng (0;+oo). 

n ,, / y'Ị_ /Vị_ y _ 1 _ v 

Do đó / = / — 77 = - 77 y = X. 

v X y X J X X 

Thế y = X vào (2) 77 2x + 2\fx + 2\fx -1 + 2 s Ịx(x-l) -9 = 0 
77 (yx) I 2\X.V.V-I I (vx 1) +2(sfx + 4x- ĩ)-80 

77 (\/x + y/x-1) 2 + 2(y/x + y/x-1) - 8 = 0 77 sỊx + y/x-1 = 2 

_ _ _ _ 25 

Suy ra: y/x + y/x-1 = 2 77 y/x-1 = 2 - y/x => X = ự = 77 • 

16 

, ^ ^ ^ 17 25 25^ịÌ 

Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm hệ cần tìm là s = (x;y) = ị 77 ; 77 \ • 

IU 6 16 yJ 



-y-sjx-y = y (!) 


x+6+vx-l-y + 2y 


(x;y e □ ). 


Lời giải . Điều kiện: X 2 - X - y > 0, X > 1. 

Vói X > 1, thì vế trái của (2) duong và để hệ có nghiệm thì cần điều kiện kéo 
11_11 T /n . ,2 , o., ^ n ^ \ y — ^ 


theo là VP = y + 2y > 0 77 • 

(2) - J |_y >0 

ít/<-2 [VT„. = Jx 2 - X - y.ĩlx - y > 0 ,,, ^ , , A 

Nếu < ‘ _ thì ■] (2) * ’ thì hệ vô nghiệm khi y < -2. 

Ịx>l [vp (2) =y <- 2<0 
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Do đó điều kiện là: X 2 - X - y > 0, X > 1, y > 0. 

• Trường hợp 1. Nếu X 2 - X - y = 0, thì hệ <=> 


\y = 0 

10 < \Ịx + 6 + *sỊx 1 = 0 


Trường hợp 2. Nếu X 2 - X - y > 0 thì phương trình: 


(!)<=> ựx-y 


y 

^Ịx 2 -x-y 


e>ịỊx-y-l = 


y 

\Ịx 2 -x-y 


-1 


Ị/-ựx 2 -X-Ị/ 



r-H 

+ 

>1 

] 

+ 

(N 

1 

_x_ 

,Jx 2 - X - y 

<=> 

x-y-1 

x 2 -y 2 -(x + y) 


3 Ậx-yf +ịjx-y + 1 

(y -^jx 2 -x- y )ựx 2 - X -y 

<=> 

x-y-1 

(x-y)(x + y)-(x + y) 


TT 

1 

+ 

^OJ 

1 

+ 

1—‘ 

1 

1 

1 

1 

X 

1 

<< 

<=> 

X 

[ 

'■< 

í 

1—* 

+ 

(x + y)(x-y-l) 


= 0 


= 0 


= 0 


1 + x + y 

Ệx-yý + yjx — y + \ \Ịx 2 — X — y 
1 + X + y 

$J(x-y) 2 + ịjx-y +1 -ựx 2 -x-y 


o(x-y-l) 
Vì 


= 0<=>y = x-l. 
> 0, Vx > y > 0. 


Thế y = X-1 vào (2) <=>\Ịx + 6 + \Ịx-l = X 2 -1 

<=> 4x 2 - 5x + 6 + \/x + 6 • yj(x + 6) 2 -4 + 4-Vx - l(-v/x -1 -1) = 0 

c(*-2Xfa + 3) + } X - 2)( : X + U ^ Ỉ 4(jr-2Wĩn =0 

ự(x + 6) 2 +4VX + 6 + 16 Vx-1 + l 


<=>(x-2) 


4x + 3 + ■ 


(x + 14)\.v + 6 ^ 4-v/x-l 
(%/x + 6 +2) 2 +12 ự^ĩ + l 


= 0<=>x = 2=>y = l. 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ cần tìm là s = (x; y) = |(2; 1)j • 

3. Kỹ thuật dùng phương pháp cộng đê đưa vê tích sô 

„ T , , T , , , , Ịa.x 2 +b.y 2 + c,xy + d 1 x + e 1 y + £ 

Nhóm I . Hê phương trình dang: ị 3 J J ' 

[a 2 x +b 2 y + C 2 xy + d 2 x + e 2 y + f 2 

- > Phân tích và tìm hướng giải cho bài toán: 


VNo. 


= 0 ( 1 ) 
= 0 (2) 
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- Khi d l =e l =d 2 =e 2 =0 thì hệ có dạng đẳng cấp: 


ữjX 2 + b i: y 2 + c x xy = -/j 


1 1 z z ' • ư ƯJL 2.7.2..., r 

[«2* +& 2 y +c 2 *y = -/ 2 

Khi /| = /2 = 0 thì hệ có dạng bán đẳng cấp, tức: 

mx 2 +ỉ> u y 2 +c 1 xy + d 1 x + e 1 y =0 [ap: 2 +ỉ’ 1 y 2 + CjXy = -(d 1 x +e 2 y) 

Hệ <=> s <=> 1 

[fl 2 x +ơ 2 y + c 2 xy + d 2 x + e 2 y = 0 [fl 2 x +ơ 2 y +c 2 xy = -(d 2 x + e 2 y) 

Lúc đó ta sẽ nhân chéo 2 phương trình với nhau tạo phương trình đẳng cấp. 
Khi f ì * 0, / 2 * 0, ta có các lối đi như sau: 

+ Nếu xem (1) hoặc (2) là phương trình bậc hai với ẩn là X (y là tham số) 
hoặc ngược lại mà có A x (hay A ) là số chính phương thì ta tìm hai 

nghiệm và thế vào phương trình còn lại để giải. 

+ Nếu Á v (hay A ) không là số chính phương thì ta sẽ chọn một hằng số 

thích hợp nhân vào một phương trình để ép cho A r (hay A y ) là số chính 
phương. Như vậy phải tìm hằng số k sao cho (1) + k.( 2) có thể phân tích 
được thành nhân tử. Lúc này ta có 2 cách tìm k như sau: 

\a = a. +ka^ b = b, +kb ir c = c. +kc~ 

• Đặt < 

[d = d 1 + kd 2 , e = e 1 +ke^, f = f 1 + kf 2 
Khi đó k là nghiệm của: dec + 4baf = ae 2 + bd 2 + /c 2 . (sử dụng Casio). 

• Đưa về phương trình bậc hai với ẩn (d 1 + kd 2 )x + (e 1 + ke 2 )y và đồng 
nhất hệ số để tìm k. 

+ Đặt ẩn phụ dựa trên tịnh tiến nghiệm để đưa về hệ đẳng cấp bậc hai. 
Tiếp cận phép đặt ẩn phụ này bằng công cụ đạo hàm như sau: 

Đạo hàm phương trình (1) với X là biến số (y xem là hằng số) được: 

2 a Ả x + c l y + d 1 = 0 (3) và cũng đạo hàm (1) với biến y (x xem là hằng số) 
được 2 b x y + c,y + e 1 =0, (4). Giải hệ chứa (3), (4) tìm được X, y, chẳng 
hạn: X = m, y = n. Khi đó ta sẽ đặt a = x-m, b = y-n. 


Ví du 429. Giải hê phương trình: • 

X 2 +lJ 2 =ị ( 1 ) 

5 (x;yeL). 

4x 2 +3x-4L = -y(3x + l) (2) 


Học sinh giỏi tỉnh Nghệ An năm 2011 


a = l + Ak, b =, c = 3k 

Phân tích . Xét < 1 57 và thế vào: dec + 4baf = ae 2 + bd 2 + fc 2 , 

d = 3k, e = k, f = ^--r~k 
{ ; 5 25 

khai triển và rút gọn thu được: 638 k 3 -120 7k 2 -148k + 20 = 0. sử dụng Casio, tìm 
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được k = 2. Do đó, ta lấy: (1) + 2.(2) sẽ thu được phương trình bậc hai có biệt sô' A là 
sô'chính phương và có lời giải 1 chi tiết như sau: 

119 144 

/&• Lời giải 1 . Lây (1) + 2.(2) => y 2 + 2(3x + 1 )y + 9x 2 +6x- - 22 - = 0 có A' = 22 Ạ. 

25 v 25 

7 17 

Suy ra: y = -3x + — hoặc y = -3x - 22 -. 

5 ‘ 5 


7 42 44 

Với y = — ~ 3x thì (2) <=> 10x 2 -22íx + f2=0<=> 
5 5 25 


2 1 

X = — => I/ = — 

5 5 . 

11 2 ‘ 

X = — => 1/ = — 

5 - 25 


,,,. 17 „„2 . 102 284 

Với y = -3x- — thì (2) <=> lOx +——X + —— = 0: vô nghiệm. 

5 5 25 

ff 2 lì í 11 2 

Kêt luận: Tập nghiệm hệ phương trình là S = (x; i/) = -Ị —; - 2 - ; 22 ; — 

K 5 5 J ^ 5 25 

/&• Phản tích và lời giải 2 . 

Lấy (1) + k.(2), được: í X 2 + y 2 + ỉ 1 + k 4x 2 + 3x - 2^ + y(3x + 1) =0 


1 5 7k 


■ (1 + 4 k)x 2 + 3 kxy + y 2 + k.(3x + y) - 


L ‘ ‘ J 5 25 

Ta muôh (í) là phương trình bậc hai theo (3 x + y), vậy (í) p/íả/ được ơíểí lại thành: 

——— (3x + y) + fc(3x + y) - -2 - 22 = 0 (ũ) 

9 ‘ 5 25 

Từ (i), (; ii), đông nhất hệ sô'được: 3 k = + 9k = 2 + 8k <=> k = 2. 

119 

Lây (1) + 2.(2) => 9x 2 + 6 x 1 / + y 2 + 6 x + 2y - = 0 

25 

119 7 17 

< 4 > (3x + y ) 2 + 2(3x + y) - 122 - = 0 < 4 > 3x + y = — hoặc 3x + y = - 22 - • 

25 5 5 


7 42 44 

Với y = --3x thì (2)^10x 2 -22 X + 2Ĩ = 0<^> 
- 5 5 25 


X = — => I/ = — 

5 ‘ 5 


X = — => 1 / = — 

5 - 25 


17 . ... _ .. , , 102 , 284 _ n . , ., 

Với y = -3x - — thì (2) «• lOx + —2— X + —— = 0: vô nghiệm. 

5 5 25 

[f 2 lì í 11 2 

Kêt luận: Tập nghiệm hệ phương trình là s = (x; y) = < —; - 2 - ; 22 ; — 

1 5 5 / 1 5 25 
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/&• Lời giải 3 . Hệ <=> 


5x 2 + 5y 2 = 1 

{2x - y)(x + 2 y) + (x + ly) + (2x - y) = 


47 

25 


(I) 


„ „ ịa = 2x-y \a 2 = 4x 2 - 4X1/ + y 2 
Đặt ị /=>•! , ' =>a 2 +b 2 = 5x 2 +5y 2 . 

= X + 2y Ịb 2 = X + 4xy + 4y 2 


ơ)» 


fl 2 +b 2 =1 




ab + a + b = 


a + b = 7 - 
5 


47 

25 


(rt + ỉ >) 2 -2ab = l 


2ab + 2 (ữ + b) = 


94 

25 


2ab = (a + b) 2 -1 


(a + b + 1) 2 = 


144 

"25" 


25 


V < 


í 7 17 

3 

4 

2 

a + b = 

a = — 

a = — 

X = - 

5 

5 

5 

5 

<=> < 

V ( 

=>1 

V < 

, 132 

, 4 

, 3 

1 

ab = — 

b = — 

b = - 

1/ = - 

25 

{ 5 

4 

r 5 l 


X = 


y = 


11 

25. 

J2_ 

25 


Kết luận: Tập nghiệm hệ phương trình là s = (x; y) = 


2 1 

v 5 ; 5 y 


Ị1._2_ 

5~'25 


...[ 14x 2 - 21i/ 2 - 6x + 45.1/ -14 = 0 (1) 

Ví du 430. Giải hê phương trình: { 

' ' ; 35.V + 28 1 / + 41x - 122 1 / + 56 = 0 (2) 


Xét a = 14 + 35k; b = -21 + 28k; c = 0; đ = -6 + 41í:; e = 45 -122L; / = -14 + 56k 
Sốk là nghiệm phương trình: dec + 4 baf = ae 2 + bd 2 + /c 2 , thếvào và giải ta tìm được 

k = ■ Do đó lấy (1) - ■ (2) hay 49.(1) -15.(2) và có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Lấy (1) nhân với 49 trừ với 15 nhân với phương trình (2), được: 

49(14x 2 - 21y 2 - 6 x + 45y -14) - 15(35x 2 + 28y 2 + 41x - 122y + 56) = 0 

«• 161x 2 - 909x - 1449y 2 + 4035y -1526 = 0 có: A v = (966y -1345) 2 . 

n 218 483 

Suy ra: x = ~—y hoặc x = 7- 3y. 

J 161 161 


Với: X = 7 - 3y, thế vào (2) <=> 7y 2 - 35y + 42 = 0 <=> 


y = 3 => X = — 2 
y = 2 => X = 1 


,,, 218 483.. ... ... 

Với x = -—— + ——y, thê vào (2) => vô nghiệm. 

161 161' & 

Kết luận: Tập nghiệm hệ phương trình là s = (x; y) = |(-2;3); (1; 2)| • 


, , 3x -I/ -xt/ + 15x + 4t/ + 8 = 0 /IA „ 

Vi du 431. Giải hê phương trình: \ J _ (I) (x;ye : U). 

1X + 2y + xy + X - lũy + 12 = 0 
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Phân tích . Lần lượt đạo hàm 2 vế phương trình thứ nhất theo biến X (xem y là 

hằng sổ), theo biến y (xem X là hằng sổ) thu được hệ: \ J <=> \ ■ 

[-2y-x + 4 = 0 [y = 3 

Do đó, ta định hướng được phép đặt ân phụ: x = a- 2, y = b + 3. 

/&• Lời giải . Đặt x = a-2, y = b + 3=> a = x + 2, b = y- 3. Khi đó: 

Í3(rt - 2) 2 ~(b + 3) 2 - (a - 2)(b + 3) +15 (a - 2) + 4(6 + 3) + 8 = 0 
^\(a-2f +2(b + 3f +(a-2)(b + 3) + a-2-10(b + 3) + 12 = 0 


a 2 +ab + 2 b 2 = 4 


, suy ra: a 2 +ab + 2b 2 = 4(3 a 2 - ab-b 2 ) 


3 a -ab-b =1 (/) 


<=> llrt 2 - 5ab - 6b 2 = 0 <=> (a - b)(lla + 6b) = 0<^> 


lla = -6b 


Với a = b, thì (i) <=> a 2 = 1: 


a = ±1 \x + 2 = ±1 X = — 1 


. => ( _ _<=>•< . hoặc 

b = ±i Ịy - 3 = ±1 Ịy = 4 

6v53 í. 106 • 6y53 


Với 11« = -6Ỉ>, thì (/) <=> 


, 6n/53 
a = ±—— 
53 

,__ll>/53 
fc = + 

53 


159-1^53 


Jx = -3 

ừ = 2 ■ 

-106-6a/53 

53 _ 
159 • llý53 


_, „ ,.. í_ _/-106±6^ 159 + 11^1 

Kêt luận: Tập nghiệm: s = (x;y) = ị (-l;4);(-3;2); - ' — >■ 

' [ l 53 53 J Ị 

Nhóm H . Đưa vê dạng A n =B n có các hạng tử x 3 ,y 3 ,x 2 ,y 2 ,x,y độc lập. 


Ví du 432. Giải hê phưomg trình: I x . l ' ^ } h;i/eO). 

F & [2x 2 + 3y 2 =4x-9y (2) y ' y ’ 

Học sinh giỏi tỉnh Yên Bái năm 2011 

Phân tích . Đối với những hệ phương trình có chứa các hạng tử: x 3 ,y 3 ,x 2 ,y 2 ,x,y 

độc lập nhau, ta thường thì lấy (1) + k.( 2) để đưa vê dạng (x - «) 3 =(y - b) 3 bằng hệ 

sô'bất định. Cụ thể, lấy (l) + k.(2) =>x 3 -y 3 + k.(2x 2 +3y 2 ) = 35 + k.(4x-9y) 

<=> X 3 - y 3 + 2kx 2 + 3ky 2 - 4 kx + 9 ky - 35, (ỉ). Mong muôh sẽ biến đổi được vê dạng: 

(x - à) 3 = (y - b) 3 <=> X 3 - y 3 - 3ax 2 + 3by 2 + 3a 2 x - 3b 2 y -a 3 + b 3 = 0, (ti) 

2k = -3a 

3k = 3b ịk = - 3 

Đong nhất hệ sô' (i), (ti) được: ị -4 k = 3a 2 <=> ị a = 2 và có lời giải chi tiết sau: 

9k = -3b 2 ịb = -3 
b 3 -a 3 = -35 
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Phân tích . Tuy hình thức bài toán không có X, y độc lập với nhau, nhưng ở vếphải 
của (1) có thể đưa vê dạng VP (V) = X 3 + 3x 2 + 3x +1 = (x +1) 3 . Từ đó định hướng biến 
đôì VT {1) = 8x 3 + 12x 2 y + 6xy 2 + y 3 = (2x + y) 3 nên (1) <=> (2x + y) 3 = (x +1) 3 và có 
lời giải chi tiết như sau: 

/&• Lời giải . Ta có: (1) <=> 8x 3 + 12x 2 y + 6xy 2 + y 3 = X 3 + 3x 2 + 3x +1 
(2x + y) 3 = (x +1) 3 2x + y = X +1 y = 1 - X. 

Thế y = 1 - X vào (2) <=> (x +1) 5 + X 3 + X 2 - X - 3 = 0 
'w' (x +1) + (x 3 + 3x + 3x +1) — 2(x + 2x +1) — 2 = 0 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


<=> (x +1) 5 + (x +1) 3 - 2(x +1) 2 - 2 = 0 

<=> (x +1) 3 [(X +1) 2 + 1 ] - 2 [(x +1) 2 + 1 ] = 0 <=> [(x +1) 2 + 1 ] ■ [(x +1) 3 - 2 ] = 0 

<^>(x + 1 ) 3 = 2 <^x + 1 = ^ 2 <^>x = ^ 2 - 1 =>i/= 2 -^/ 2 . 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x; y) = ị(\JĨ -1; 2 - ỉỊĨỶị ■ 


Nhóm III . Bài toán chứa X, y không độc lập nhau 
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Phân tích . Viết hệ dạng iphương trình bậc 2 ẩn y: 


3 xy 2 - 6xy + X 3 + 3x + 49 = 0 
y 2 - (8x +10)y + x 2 + 25x + 9 = 0 


T -ỵy. 3x 6x x 3 +3x + 49 

Lập tí lệ vê hệ sô: —- = - —= ———;-- => X = -1. 

1 8x + 10 X 2 + 25x + 9 

'TU* „ , ^ [-3y 2 + 6 y + 45 = 0 _ [-3 (y 2 - 2y -15) = 0 


Thế X =-1 vào hệ được: ị ~ _ _ <=>< ~ _ 

Ịy 2 - 2y -15 = 0 Ị}/ 2 -2y-15 = 0 

Do đó, lấy (1) + 3.(2) sẽ thu được phương trình tích số: (x +1 ).f(x) = 0. 


TT „ X 3 + 3xi / 2 - 6xy + 3x + 49 = 0 (1) 

Lời giải. Hê <=> { _ 

[x 2 + y 2 - 8 xy - 10i/ + 25x + 9 = 0 (2) 

Lấy phương trình (2) nhân với 3, rồi cộng với phương trình (1) được: 

(x 3 + 3xy 2 - 6 xi/ + 3x + 49) + 3(x 2 + y 2 - 8 x 1 / - 10y + 25x + 9) = 0 

<=> (x 3 + 3x 2 + 78x + 76) + (3xy 2 + 3j f ) - 30x1/ - 30 y = 0 

<=> (x + l)(x 2 + 2x + 76) + 3y 2 (x +1) - 30y(x +1) = 0 

«• (x + l)(x 2 + 2x + 76 + 3y 2 - 30y) = 0 «. (x + l)[(x +1 ) 2 + 3(y 2 - 5 ) 2 ] = 0 

Với X = thế vào (2) <=> y 2 - 2y -15 = 0 <=> y = 5 hoặc y = -3. 

f x + l = 0 íx = —1 

<=>( r : không thỏa hệ nên loại, 
y =5 [y = ±sỊ5 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x;y) = {(—1;5); (—1; 3)] • 


Ví du 437. Giải hệ phương trình: 


16x 2 + y 4 = 8xy 3 +1 


(x;yeũ). 


[l + 4xy = 8x +y 

Đê nghị Olympic 30/04/2013 - Chuyên Bên Tre - Tỉnh Bên Tre 


n , , ... rr Ẵ _ 16x 2 -8y 3 .x + y 4 -1 = 0 16 _-8y 3 _y 4 -l 2 

Phân tích . Hệ <=> < „ và có — = —— = —- = y +1 nên 

[8x -4y.x + y -1 = 0 8 -4y y -1 

.. , Í16f 2 ±8.v = 0 Í2(8.v ĩ ±4x) = 0 __ 


sẽ CÓ y = ±l. Khi đó viết lại \ <=>( „ nên ta sẽ lấy phương 

■ [8x 2 ±4x = 0 [8x 2 ±4x = 0 

trình (1) -2.(2) và có lời giải chi tiết như sau: 

Íl6x 2 -8y 3 .x + y 4 -l = 0 (1) 

/&* Lời giải . Hệ <=>( 

[8x -4y.x + y -1 = 0 (2) 

Lấy (1) - 2.(2) => y 4 - 8xy 3 + 16x 2 -1 - 2(8x 2 + y 2 -4xy -1) = 0 
<=>y 4 -8xy 3 +16x 2 -l-16x 2 -2y 2 +8xy + 2 = 0 
<=> (y 4 - 2y 2 +1) - 8xy 3 + 8xy = 0 <=> (y 2 -1) 2 - 8xy(y 2 -1) = 0 
<^> (y 2 - l)(y 2 -1 - 8xy) = 0 <=> y = +1 hoặc 8xy = y 2 -1. 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. LỄ Văn Đoàn 


Với y = ĩ, thế vào (1) <=> 16x 2 -8x = 0<=>x = 0 hoặc x= 2 

1 

Vói y = thế vào (1) <=> 16x 2 +8x = 0<=>x = 0 hoặc x = ~2 

2 'Y 

Vói 8xi/ = y 2 - 1 <=> X = — (do y = 0 không là nghiệm hệ) và thế vào: 

8 y 


(1) «• 16 


y 2 - 1 

8 y 


+y 4 -8 


8 y 


• y 3 -1 = 0 <=> 5y 4 - 6y 2 +1 = 0 


y = ±1 => X = 0 

<=>y 2 =l hoặc y 2 =ị^ J5 Vs - 


V = ±-^— => X = ±- 7 — 

' 5 10 


ỊV 1 \ í íc 

Kết luận: Thử lại, tập nghiệm hệ s = (x; y) = ị ±g-;±l ;(0;±1); ±^-;±^V- 

12) 10 5 
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Lây 3.(4) - (3) => 3x 2 + y 2 - 2xy + 23x -10 y +105 = 0 

<=> (x - y + 5) 2 + 2x 2 + X + 80 = 0: vô nghiệm do 2x 2 + X + 80 > 0, Vx e □ . 
Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ phương trình là s = (x;y) = |(2;l)j • 



_ í 3xi/ 2 + X 3 + 49 = 0 , IA , í-3(i/ 2 -16) = 0 

\ỵ 2 -8(x + l)}/ + x 2 +17x = 0 [y -16 = 0 

Khi đó, ta nhân 3 vào phương trình (2) rồi cộng với phương trình (1) và có lời giải. 

/&• Lời giải . Lấy phương trình (2) nhân với 3, rồi cộng với phương trình (1) 
được: (x 3 + 3x 2 + 51x + 49) + (3xy 2 + 3y 2 ) - 24xy - 24y = 0 
<=> (x + l)(x 2 + 2x + 49) + 3y 2 (x +1) - 24y(x +1) = 0 

(x + l)(x 2 + 2x + 49 + 3y 2 - 24y) = 0 (x + l)[(x +1) 2 + 3(y - 4) 2 ] = 0 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. LỄ Văn Đoàn 


ị X = —\ 

<=> X = -1 hoặc \ • Thế x = -l vào ( 1 ) <=> -3y 2 = -48 <=> y = ±4. 

[y = 4 


Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ phưong trình là s = (x; y) = |(-1; ±4) j • 


Ví du 441. Giải hệ phưong trình: 


3x 2 y + y 3 +14 = 0 


( 1 ) 


(x;yeũ). 


2x 2 + 2y 2 + 2xy + 4x + 5y = 0 (2) 

Đ'ê nghị Olympic 30/04/2014 - THPT Bạc Liêu - Tỉnh Bạc Liêu 


Í3i/x 2 +r/ 3 +14 = 0 , „ 

Phân tích. Viết hê . và nêu I/ = -2 thì hê: 

[2x 2 + (2y + 4)x + 2y 2 + 5y = 0 

í-6x 2 +6 = 0 í-3(2x 2 -2) = 0 „ 

<=>< nên sẽ lây phương trình: (1) + 3.(2). 

2x 2 — 0 2\ 2 — 0 


Lời giải . Lấy phương trình (2) nhân vơi 3, rồi cộng vơi phương trình (1) 
được: (3yx 2 +y 3 +14) + 3^2x 2 +(2y+ 4)x + 2y 2 +5yJ = 0 


3yx 2 + y 3 +14 + 6x 2 + 6xy + 12x + 6y 2 + 15y = 0 
(3yx 2 + 6x 2 ) + (6 xy + 12x) + (y 3 + 6 y 2 + 15y +14) = 0 
«■ 3x 2 (y + 2) + 6x(y + 2) + (y + 2)(y 2 + 4y + 7) = 0 
<^>(y + 2)(3x 2 +6x + y 2 +4y + 7) = 0<^(y + 2)[3(x + l) 2 +(y + 2) 2 ] = 0 

r x = —\ 

<^u = -2 hoặc ị _■ 

ừ = - 2 


Vói y = -2 thế vào (1) <=> -6x 2 + 6 = 0 <=> X = ±1. 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ phưong trình là s = (x;y) = |(±1;-2) j • 

Nhóm IV . Tìm mối liên hệ tuyến tính giữa X và y (nhân thêm biến số) 

Các thí dụ trên tôi đã tìm ra được hệ sô' tỉ lệ, từ đó lựa chọn hệ sô' nhân vào phương 
trình thích hợp, rồi cộng lại. Đối với bài toán không tìm được hệ sô'tỉ lệ thì ta sẽ làm 
như thếnào ? Câu trả lời được trình bày qua các bước giải như sau: 

• Bước 1 . Tìm hai cặp nghiệm của hệ phương trình, chẳng hạn: (xpy,), (x 2 ;y 2 ). 

• Bước 2 . Tìm quan hệ tuyến tính giữa hai nghiệm này (thực chất là viết phương 

trình đường thẳng qua hai điểm A(x ì ;y ì ), B(x 2 ;y 2 ) trong mpOxy). 

• Bước 3 . Thê'quan hệ tuyên tính sao cho có lợi nhất vào hệ và phân tích thành nhân 

tử. Từ đó xác định được biểu thức nhân vào phương trình. 

Tuy nhiên, cách này sẽ không giải quyết được nếu ta không nhẩm được hai cặp nghiệm 
hoặc nghiệm quá lẻ không dò được bằng máy tính bỏ túi. 

^ , Íx 2 y 2 +3x + 3y-3 = 0 (1) 

Ví du 442. Giải hê phưong trình: { ' „ ' 

[x 2 y-4xy-3y 2 +2y-x + l = 0 (2) 
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Phân tích . Nhận thấy (x;y) = (0;0),(2;-l) là hai cặp nghiệm của hệ. Do đó phương 
trình đường thẳng đi qua hai điểm (0;0) và (2;-l) là: x + 2y = 0<=>x = -2y. Thế 


Í9i/(i/ +1) = 0 

vào hệ, ta được: { Tg ~ nên lây 20(y-l).(l) + 9.(2) sẽ thu được 

[-20y(y + l)(y-l) = 0 

phương trình tích sô'dạng: (x + 2y)./(x) = 0 và có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Lấy 20(y-l) nhân với phương trình (1) rồi cộng 9 nhân với (2) 
được: 20(y - l)(3x 2 + xy - 9x - y 2 - 9y) + 9(2x 3 - 20x - x 2 y - 20 y) = 0 
<v>(x + 2y)(18x 2 + 15xy - 60x - 10y 2 - 80y) = 0 
X = -2y hoặc 18x 2 + 15x1/ - 60x - 10y 2 - 80j/ = 0. 

• Với X = -2y, thế vào (1) 9i/ 2 + 9i/ = 0 <=> \ y ^ hoặc J 1 - - ■ 

[x = 0 [x = 2 

• Với 18x 2 + 15xy - 60x - 10y 2 - 80j/ = 0, kết hợp với (1) được: 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


18x 2 -10y 2 + 15xi/ - 60x - 80y = 0 


[3x -y +xy -9x-9y = 0 
tìm được các nghiệm: (x; y) = ('10; 15); 


Đây là hệ chứa hai tam thức, giải ra ta 


/ l5± ^ ;ll±/Ĩ45 A 


Kết luận: Tập nghiệm s = (x;y) = ị (0; 0); (-1; 2); (10; 15); 


15 ± 


;11±%/Ĩ45 


BÀI TẬP RÈN LUYỆN 

2y 2 + xy -X 2 =0 


BT 531. Giải hệ phương trình: 
BT 532. Giải hệ phương trình: 
BT 533. Giải hệ phương trình: 
BT 534. Giải hệ phương trình: 
BT 535. Giải hệ phương trình: 
BT 536. Giải hệ phương trình: 
BT 537. Giải hệ phương trình: 
BT 538. Giải hệ phương trình: 
BT 539. Giải hệ phương trình: 
BT 540. Giải hệ phương trình: 
BT 541. Giải hệ phương trình: 
BT 542. Giải hệ phương trình: 


X 2 - xy - y 2 + 3x + 7y + 3 = 0 

X 2 + 2y 2 - 3 xy + x-y = 0 

X 2 - 3 y + 4y 2 -1 = 0 

2 x 3 + 2 x 2 y-xy = y 2 - x-y 

2x 3 - xy + X 2 = 4 

X 2 -2 y 2 +xy + x-y = 0 

X 3 - y 3 + 2 x 2 y + y 2 = -1 

4x 2 + 4xy + y 2 +2x + y = 2 

8ựl-2x + y 2 -9 = 0 

X 3 - 3x 2 y - 4x 2 + 4y 3 + 16xy = 16y 

yỊx - 2y + yịx + y = 2 V3 

2x 2 - 8xy 2 - xy + 4y 3 = 0 

16x 3 + 2x - 8y 2 +5 = 0 

2x 2 + xy - y 2 = 5x - y - 2 

X 2 +y 2 +x + y = 4 

X 3 - 3x 2 + X + 3y = xy + 3 

2y 2 - 3xy - 9x 2 + 3x = y 

X 2 + 5x - xy = 3 y - 6 

4x 2 y - 3xy + 2 y 2 = 9 

X 3 + 2 y 2 + y = x 2 y + 2xy + X 

5Ậ 2 - 2y - 2 + ìịy 2 - 2x - 4 = 4 

2ựxy-y+x + y = 5 
yj5-x + ^l-y =1 


(x;y G □). 
(x;y G □). 
(x;y GŨ). 
(x;y GŨ). 
(x;y GŨ). 
(x;y GŨ). 
(x;y GŨ). 
(x;y GŨ). 
(x;y GŨ). 
(x;y ẽ0 ). 
(x;y GŨ). 
(x;y ẽO). 
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BT 543. 

BT544. 

BT545. 

BT546. 

BT547. 

BT548. 

BT549. 

BT550. 

BT551. 

BT552. 

BT553. 

BT 554. 

BT555. 

BT556. 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Ịx 3 + ly 2 = x 2 y + 2 xy 
\2\Jx 2 - 2y - 1 + ịỊy 3 - 14 = X - 2 

j(y - T)yjx + y + (x + y - l)v 1/ + X = 0 


[8x 3 - 4 y + yj3(x - y) + 4 = 1 

ịylx + y(x-l)+yfx=y + yjỹ 
Ị(ựx + 2 + ự2y-x + 6)(.ự2y-l-3) = 4 

ịyjx 2 +xy + 2y 2 + ^Jxỹ = 3y 
Ịjy-1 + yỊx-1 + x + y = 6 

12 yjx 2 +3 x-y -yỊĩx + y 2 =x + l 
\4-j2x +1 + X — 2i/ + 2 = 0 
Ịx 3 + .ựx + y -1 = y 3 + yịly -1 
[x 3 - y 3 + 5 = xy + yỊx-1 

ị\Ịx + 2 + \Ịx + l- yjy* + 1 = 1 / 

[x + 2x(y +1) + y — 2y + l = 0 

I (a/x 2 + 1 - 3x 2 y + 2)(^4y 2 + ĩ +1) = 8x 2 y 
|x 2 y - X + 2 = 0 

I x(x + y) + ựx + y = ^ 2)1 +1) 

Ị x 2 y - 5x 2 + 7(x + y) - 4 = 6ịjxy - X + 1 


(x;y e □ ). 
(x;y e □ ). 


(x;y e □ ). 
(x;y e □ ). 
(x;y e □ ). 
(x;y e □ ). 

.2 3 


(x;y e □ ). 


I/ + ^31/ — 21/ + 3x + 6 — 3x + \Ịv X + 7 + 2 
3y 2 - 4x 2 - 3y + 3x +1 = 0 

{x-y + 2)4x + ĩ = Jỹ 
(4-%/l-x)\/x + l = 3y - 2 + 2-v/l - X 
(1 - y)ựx + y + X + 3y = 6 + (x + y - 4)ựỹ 

Jx-2y -\Ịx + l = -——— 

x-y-7 

^x 3 + X 2 + y 2 + xy.ựx + XI/ +1 = y 2 
(x - l)\/x +1 - ^Ịx 2 + X - y + yỊy- 2 + 4x - 3y 
X - 3sỊx + 3 = 3^Jỹ - 5 - y 


/x 2 +16(y X) • y 2 V 


(x;y G □). 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


______ ^ , í 2x 2 + 3xi/ + 2x + y = 0 

BT557. Giải hê phương trình: ị _ _ (x; ựe Ị). 

Ịx 2 + 2xy + ly 2 + 3x = 0 

r 2 Ị/ + 1 / — 3x + 2i/ + XI/ + 4 = 0 

BT 558. Giải hê phương trình: <! ; . . (x; 1 /ei). 

Ịx 2 (3 + 2 y 2 ) + (x - y ) 2 = 9y 2 + 4y + 6 

, , íx 4 -4x 2 + 1 / 2 - 6 i/ + 9 = 0 

BT559. Giải hê phương trình: <! . . - (x; 1 /e" ). 

F 5 Ịx 2 i/ + x 2 + 2 ị /-22 = 0 

, Ịx 3 -x 2 y+ 3x = y 2 (5y-7x) 

BT 560. Giải hê phương trình: <1 . . (x; 1 /ei). 

- L ^ F & Ị(x + y) 3 +x 2 y = 2y 3 + x(y 2 -6) 

íx 3 +y 3 =91 

BT 561. Giải hệ phương trình: ị (x;y G n). 

[4x + 3 y = 16x + 9y 

íX 4 - 1/ 4 = 1215 

BT 562. Giải hê phương trình: Ị _ . (x; ựei). 

[2x 3 - 4y 3 = 9(x 2 - 4y 2 ) - 18(x - 8 y) 

, [y 3 +3x 2 y = -28 

BT 563. Giải hệ phương trình: -P - (x; y G □ ). 

Ịx - 6 xy + y = 6 x - lOy 

rX 3 4 - 5xy 2 —8 = 0 

BT 564. Giải hê phương trình: / . . (x; ựel). 

Ị 2x - 3xy - 3y + X + lOy = 10 

, , íx 3 + 1/ 2 =(x-l/)(xi/-l) 

BT 565. Giải hệ phương trình: ị J ■ ' (x; ye ). 

[x 3 -x +y + l = xy(x-y + l) 

BT566. Giải hệ phương trình: jf l/ + xy + x “ = 0 (x; y G □ ). 

[2xy + y - 5y +1 = 0 

, Í4x 2 y 2 -6xy-3y 2 =-9 

BT 567. Giải hệ phương trình: Ị " ' - (x;y G ọ). 

[ 6 x y-y -9x = 0 

___ , í9x 4 + 24y 3 - xy 2 + 7y 2 = 16 - X + 24y 

BT 568. Giải hê phương trình: <1 r- -- fx; ựei). 

[ 8 y 3 1 9y 2 + 20y - ựỏy +1 +15 = X 

Học sinh giỏi tỉnh Quảng Bình năm 2014 

í(x-y)(x 2 +xy + y 2 +3) = 3(x 2 +y 2 ) + 2 
BT 569. Giải hê phương trình: <1 , , — 

[4 sjx + 2 + ựl 6 - 3y = X 2 + 8 

Đ'ê thi thử Đại học 2013 - THPT Liỉơng Tài 2 - Bắc Ninh 

BT570. Giải hệ phương trình: ị 3y +1 + 2y( - x + ^ = 4 W X + 2 Ỉ/ + 1 (x; y e □ ). 

Ịy(y - x) = 3 - 3y 

Đ'ê thi thử Đại học 2013 - THPT Thái Hòa - Nghệ An 
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Í 4 2 2 2 3.2.3 

X +x y + XII = xy + xi/ + i/ 

Ị ——-— ” (x;yGŨ). 

yịx 2 +y+l+y=7 

Đ'ê nghị Olympic 30/04/2013 - THPT Hậu Nghĩa - Long An 

_ , [x 2 + 2 + (y 2 - y - 1)- 4x 2 + 2 - y 3 + y = 0 

BT 572. Giải hệ phương trình: ị 2 2 ___ 

12x + xy + 2 + (x + 2)^y + 4x + 4=0 

Đề nghị Olympic 30/04/2013 - Chuyên Lê Hông Phong - Tp. H'ô Chí Minh 

__ , _ Í2i/ 3 +(4-x)i/ 2 +4i/-x 2 -2x = 0 

BT 573. Giải hê phương trình: <1 , ,- — - 

[3.(yjx -1 + ự4(x - y +1) = (x +1) 2 - 8(y -1) 

Đ'ê nghị Olympic 30/04/2014 - Chuyên Lương Văn Chánh - Phú Yên 

, . , íX 2 + y 2 +1 = 2x + 2y 

BT 574. Giải hệ phương trình: <! * 2 (x;yGỈ ). 

[(2x - y).y = 1 + 2y 

Đ'ê nghị Oỉympỉc 30/04/2013 - THPT KRông Nô - Đắk Nông 

BT575. Giải hê phương trình: + y + ^ fx;veũ). 

Ịx(x - 2y + 2) = -1 

Học sinh giỏi tỉnh Bên Tre năm 2011 

ị 4x 2 + í/ 4 — 4xy 3 = 1 

BT 576. Giải hệ phương trình: < _ _ (x;j/GŨ). 

[4x 2 + 2 y 2 - 4 xy = 2 

Học sinh giỏi tỉnh Lâm Đông năm 2011 

íX 4 - V 4 = 240 

BT577. Giải hệ phương trình: ị " ^ „ (x; ựe l). 

IX - 2ị/ = 3(x 2 - 4y ) - 4(x - 8y) 

Học sinh giỏi Quốc Gia năm 2010 

ị 15 + X 4 — Ị/ 4 

BT 578 . Giải hệ phương trình: _ o _ o (x;y e □). 

Ị-lóx + 12x 2 - 4x 3 = 2y + 3y 2 + 2y 3 

Đ'ê nghị Olympỉc 30/04/2014 - Chuyên Bên Tre - Tỉnh Bên Tre 

ị X 3 — I/ 3 — 3i/ 2 = 9 

BT 579. Giải hệ phương trình: ị , (x; y G □ ). 

[x + y = X - 4y 

Olympic khu vực Duyên Hải & Đông Bằng Bắc Bộ 2011 

_ , 12x- 2y + Jĩx + y + 2xy + 1=1 

BT 580. Giải hệ phương trình: Ị r __ v " s (x > 0). 

[ự3y + l=8x 3 -2y-l 

Đ'ê nghị Olympic 30/04/2014 - Chuyên Phan Ngọc Hiển - Cà Mau 

í 6x 3 - y 3 + x 2 y + 2xy 2 = 0 

BT581. Giải hệ: \ . — ,-- 7 (x;yGŨ). 

[(x 2 + y - 3)<ựx 2 + y - 8 + (x 2 - y - 5)yy - X 2 = 4 - X 2 

Đề nghị Olympic 30/04/2014 - Chuyên Hùng Vương - Gia Lai 
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§3. GIẢI HỆ PHƯƠNG TRÌNH BANG cách ĐĂT Ẩn phụ 

ửửử = = 

Các phép đặt ẩn phụ rất đa dạng và phong phú. Tùy vào mỗi hệ phuong trình 
mà ta cần phải khai thác các đặc điểm riêng và cấu trúc của tùng hệ để tìm ra 
phép đặt ẩn phụ nhằm đưa về những hệ co bản (đối xúng loại I, II, đẳng cấp, 
các hệ giải được bằng phép thế, phép cộng, hàm số,.. 


1. Dang 1 . Đặt 1 ẩn phụ đưa vê phương trình bậc 2, bậc 3,... 



Phân tích . Nhận thấy (l)<=>2x + ị / + 2 X 2.V I 1 / -3 = 0 và nếu đặt t = v 2.v I 1 / > 0, 

thì sẽ trở thành phương trình bậc 2 ẩn t. Từ đó giải tìm t và suy ra mối liên hệ giữa X 
và y, rồi thếvào phương trình còn lại. Ta có lời giải chi tiết như sau: 
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Lời giải . Điều kiện: 2x + y > 0. Ta có: (1) <=> 2x + y + 2J2x + y - 3 = 0 (í) 
Đặt t = N 2.V I 1 / > 0 => í 2 = 2x + y. 

(i) <=> f 2 + 2í - 3 = 0 <=> f = 1 (nhận) hoặc t = - 3 < 0 (loại). 

Vói í = l=>2x + y = l<=>y = l-2x. 

„ „ , , „ íx = 1 => y = —1 

Thế y = l-2x, vào (2)<=>x +2x-3 = 0<=> - ' ■ 

X = —3 => y = 7 

Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm của hệ là s = (x;y) = |(1;-1);(-3;7)| • 



Phân tích . (1) có dạng hằng đẳng thức, tức (1) <=>(y 4 -2y 2 x + x z ) + 7(y 2 -x)-8 =0 
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<=>(y 2 -x) 2 + 7(y 2 -x)-8 = 0 và đặt t = y 2 -X thì (1) có thể viết lại dạng phương 
trình bậc 2. Từ đó suy ra t và tìm được mối liên hệ giữa X và y. 

/&• Lời giải . Điều kiện: -1 < X < Tị ■ 

(1) <=>(y 4 -2y 2 x + x 2 ) + 7(y 2 -x)-8 =0 <=>(y 2 -x) 2 +7(y 2 - x)-8 =0 (í) 

Đặt í = y 2 - X, suy ra (ỉ) <=> t 2 + 7t - 8 = 0 <=> t = 1 hoặc t = -8. 

• Với t = 1, suy ra y 2 = X + thế vào (2) <=> \Ỉ3x + 16 - \l 15 - 2x = ^/x"+ĩ 
<=> xj3x + 16 = Vl5-2x + \Ịx + l <=> 2x = Ậx + l)(15-2x) 

<x>6x 2 -13x-15 = 0, (x>0)<t^x = 3, suy ra: y 2 = \<x>y = ±2. 


• Vói y 2 = X - 8 < - 8 = -ị < 0, Vx < -^: nên loại y 2 = X - 8. 


Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm của hệ là s = (x;y) = |(3;2);(3;-2)j • 


X 3 -y 3 -3 = (x- y)(3xy -2) (1) 

yỊỹ + - 1 (2) ( W D) - 

ĩỊĨx + Ĩ-3 y + 3 

tíc/r . Nhận thấy (1) có dạng hằng đẳng thức (x-y) 3 =x 3 -y 3 -3xy(x-y) fc/ú 
inêi (1) <=> [x 3 - y 3 - 3xy(x - y)J + 2(x - y) - 3 = 0 <=> (x - y) 3 4- 2(x - y) - 3 = 0. Lúc 
này nếu đặt t = x-y, thu được phương trình bậc 3 theo t, từ đó suy ra mối liên hệ 
giữa X, y, rồi thếvào phương trình còn lại sẽ tìm được X, y và có lời giải như sau: 

Lời giải . Điều kiện: y > -2, X * 13. 

(1) <=> [x 3 - y 3 - 3xy(x - y)J + 2(x - y) - 3 = 0 <=> (x - y) 3 + 2(x - y) - 3 = 0 (í) 

Đặt t = x — y, thì (ị)<=>f 3 + 2f — 3 = 0<=>(f — l)(f 2 + f + 3) = 0<=>í = l. 

XTA,; „„„ „„ 1 „ n/x + 1 — 2 1 f — ^ 

Vói í = 1, suy ra y = X -1 và thê vào (2) <=> -=-—, ĐK: -Ị 

V 2x ! 1 3 -V • 2 ;x / 13 

'w > (x + 2)(VI t 1 — 2) = \2x t 1 — 3 <^> \ị2x +1 + 2x' +1 = (x + 1 )\lX +1 4- *Jx +1 

\ị2x +1 + (^2x + l) 3 = y^x+ĩ + (n/x+Ĩ) 3 «. f(ự 2x + l) = /(7*71). 

Xét hàm SỐ /(í) = t + t 3 trên 0 có /'(í) = 1 + 3f 2 > 0, Ví G □ nên hàm số f(t) 
tăng trên □ . 

Suy ra: /$2* + l) = /(a/x+Ĩ) ^2x+Ĩ = xỊx + ĩo (2x +1) 2 = (x +1) 3 >0 

7^-1 , , x _ 

<=>< <=>x = 0=>y = -l hoặc X = ——-— =>y =-—-— 

[x -X -x = 0 ‘ 2 ‘ 2 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = I(0; -1); 



Ví du 446. Giải hệ phuong trình: 
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x + 3 = 2Ậy + l)(3t/ - x) 


-2-J^=xy-2y-2 (2) 


Phân tích . Nhận thấy biểu thức trong căn của phương trình (1) có dạng tích số nên 
ta sẽ phân tích biểu thức ngoài căn thành dạng tôhg của 2 biểu thức tích này. Thật 
vậy, ta có: X + 3 = a.(y + 1) + b.(3y -x) = -b.x + (a + 3b).y + 3 và đông nhất hệ sô'được 

hệ \~ b= ~l_ n o Ì"” 1 hay viết: (1) <=> 3{y +1) - (3 y -x) = 2 Ậy + 1)(3 y - x). Từ 
\a + 3b = 0 \a = 3 v 


(2) có điêu kiện y~-ị nên chia cho lượng dương y +1 ở 2 vế của phương trình ta 

được: 3 - — x = 2 1 — x , đây là phương trình bậc 2 với ẩn t = — x > 0. 
y + 1 ]Ị y + 1 \j y + 1 

-vv 2 

/&• Lời giải . Điều kiện: y > ^; x> -5; 3 y > X. 

(l)^3(y + l)-(3y-x) = 2Ậy + l)(3y-x) <=>3-^^ = 2ơ) 

Đặt t = — — ặ- >0, thì (i) <=> í 2 + 2f - 3 = 0 <=> t = ĩ hoặc t = -3 (loại). 

ỵ 1/+1 

Vói t = 1, suy ra: 1 '^ x = l<^>3y-x = y + l<^>x = 2i/-l. 

V y +l 

Thế X = 2y — 1 vào (2) <=> v 3i/ 2 - Jy + 2 = 2i f -3y-2 


<> " ' .-(2./-DO/ 2) < > (i/ 1) 

\3y + 2 + Jy + 2 


' + 2 + Jy + 2 


-2y-l =0 


oy = 2=>x = 3 hoặc (2y + l)(ự3y-2 + + 2) = 2 


Với y > I thì VT (S) = (2 ị/ + l)(ự3y-2 + ựy + 2) > > 2 nên («) vô nghiệm. 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ phuong trình là s = (x;y) = {(3;2)| • 

Nhân xét . Bản chất của việc chia ở phương trình (1) là dựa vào tính đẳng cấp của 
phương trình này. Hiển nhiên, ta có thể giải được bằng cách đặt 2 ẩn phụ như sau: 

Ta có: (1) 3 (y +1) - (3y -x) = 2Ậy+ T)(3y-x). 

Đặt a = ựy + 1 >0, b = yị3y-x > 0 thì phuong trình 3 a 2 -b 2 = 2ab có dạng 

đẳng cấp vói 2 biến a và b. Ta có thể chia cho a> 0 hoặc sử dụng Casio để 
phân tích thành tích số: (a - b)(3a + b) = 0 a = b =í> X = 2y - 1 sẽ ngắn gọn hon. 
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Ví du 448. Giải hệ phương trình: 


X/ +1ựx 2 - 12x/ +1 = A-(x 2 +17) (1) 


X 2 2x _ Ịx 3 X 2 y 

8i/ + 3~V3i/ + 4 2 


Đ'ê nghị Olympic 30/04/2014 - THPT Thực Hành Cao Nguyên - Đắk Lắk 


Phân tích . Nêu viết (1) <=> (x 2 - 12 y +1) -8 yịx 2 - 12 y +1 +16 = 0 thì đây là phương 

trình bậc 2 với ẩn t = iịx 2 - 12y +1 > 0. Từ đó sẽ tìm được mối liên hệ giữa X và y và 
thếvào phương trình còn lại để tìm nghiệm và có lời giải sau: 

Lời giải . Điều kiện: X 2 -12y +1 > 0, 7— + > 0, y * 0. 

3 y 4 

(1) <=> (x 2 -12 y +1) - 8^x 2 - 12y +1 + 16 = 0 (3) và đặt t = A^x 2 - 12 V +1 > 0 thì: 

(3)<t5>í 2 -8í + 16 = 0<t5>í = 4, suy ra: t = A /x 2 -12 y +1 = 4 <=> y = ỵ2 ~^ 5 • 

ỵ 2 — 15 36 X 2 r 2 7 — 

Thế y = — vào (2) <=> 7™ - -12. / — (x 2 + 16x -15) + X 2 + 16x -15 = 0 

12 X 2 -15 Vx -15 


X 2 + 16x-15>0 


X + 16x-15>0 


X -15 


X +16x-15>0 


-\ịx +16X-15 =0 6. 


!x 2 -15 


= yx 2 +16x-15 


X +16x-15>0 


^ [36x 2 = (x 2 - 15)(x 2 + 16x -15) = 0 ^ |(x 2 + 2x - 15)(x 2 + 18x -15) = 0 

_ 1 , x __ „ /7 81 i 36\ 6 

<=> X = 3 =>y = -ị hoặc X = -9-4y6 => y =- " • 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ là s = (x;y) = 1 3;-^- ; -9-4sf6;^-^^~ Ị- 

[ v 2; V 6 Jl 

Lưu ý . Ta có thểxuất phát từ phương trình (2) khi xem nó có dạng đẳng cấp bậc 2: 
... _ „ Ịx 2 4x " X 2 3y X 2 4x 3 y Ịx 2 7 4x 3i/7 X 2 ( 4x 3i/ N 

]Ị8y 6 8ự 6 8ụ 6 6 ]Ị8ự\ 6 6 J 8i/ 7 6 6 y 

Đặt a = > 0; ỉ> = ^ ^ > 0 thì phương trình <=> a + ỉ> = 2sjãb 

8y 6 6 

rt 2 + 2flỉ> + ỉ> 2 = 4flỉ> <=>(fl-ỉ>) 2 =0<^>a = ỉ>=>7~ = “T“ + “^ 

8i/ 6 6 


<=> 3x 2 - 16xi/ - 12y 2 = 0 <=> (x - 6y)(3x + 2y) = 0 <=> X = 6y hoặc X = “ 1/. 
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2. Dang 2 . Đặt ẩn phụ dựa vào tính đẳng cấp của 1 phương trình 



Phân tích . Nhận thấy phương trình (1) có tính đẳng cấp nên có thể lũy thừa đểkhử 

dấu căn hoặc chia trực tiếp cho lượng \fx >0 sau khi kiểm tra X = 0 không là nghiệm. 
/&• Lời giải . Điều kiện: X > 0, y > 0, X - y > 0. 
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Phân tích . Nếu viết (2) <=> 22 (y -Tỷ = (x 2 + 9) |^(x 2 + 9) + 9 (y -1) J thì phương trình 

(2) có tính đẳng cấp bậc 2 với 2 ẩn y-1 và X 2 + 9. Từ đó có lời giải chi tiết như sau: 

/&* Lời giải . Điều kiện: y>-l. 

(2) 22(y -1) 2 = (X 2 + 9)[(x 2 + 9) + 9(y -1)] (3) 

Đặt a = y- 1, b = x~ +9>9 thì (3)<^>22ữ 2 =b(b + 9a) <^22a 2 -9ab-b 2 =0 
(2ữ-i>)(lla + b) = 0<z>b = 2a hoặc b = -11«. 

• Với b = 2a, suy ra X 2 = 2y - 11 và thế vào (1) <=> 4 y<Jỹ +1 = 2y - 13 (4) 

Đặt t = yỊy + l>0 thì (1)«>4 í 3 -2í 2 -4í + 15 = 0 (5) 

Xét hàm SỐ /(í) = 4í 3 -2í 2 -4í+ 15 trên [0;+oo) có /'(f) = 12f 2 -4f-4. 
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Từ bảng biến thiên, suy ra /(í) = 4f 3 - 2 f - 4f +15 > 386 J3\/Ĩ3 > Q 


Do đó phương trình (5) vô nghiệm khi b = 2 a. 

• Với b = -11«, suy ra: X 3 =2-11 1 / và thế vào phương trình (2) được: 

(2) -lly = 4 y^Ịỹ+ĩ y(yjy Tĩ + 11) = 0^>J/ = 0=>X = I \ 2. 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = j(-\V;0);(v , 2;0)j • 

Ví dư 452. Giải hệ phương trình: 1 + y + y +1 = 0 ( ) (x-y &(]). 

Ị(x + y)(x + 4y 2 + y) + 3y 4 = 0 (2) 

p/uh? hc/i . Nếu biến đổi (2) <=> (x + y) 2 + 4(x + y)y 2 + 3y 4 =0 thì có dạng đẳng cấp 
bậc 2 với 2 biên a = x + y, b = y 2 . Từ đó tìm được mối liên hệ X, y và có lời giải sau: 

Lời giải . Điều kiện: X + 2y 2 +1 > 0. Đặt a = x + y, b = y 2 > 0. 

(2) <=> « 2 + 4 ab + 3Ỉ> 2 = 0 <=> (« + b)(a + 3b) = 0 <=> a = -b hoặc a = -3 b. 

• Với a = -b, suy ra x + y = -y 2 <=> X = -ý 2 - y và thế vào phương trình (1): 

(1) ^ ^/ỹ^ỹ+ĩ - y 2 + y +1 = 0 ^ (y 2 - y +1) - ^/ỹ^ỹ+ĩ - 2 = 0 

<tí> ^ịý 1 -y +1 = -1 (loại) hoặc ^y 2 -y +1 = 2<=>y 2 -y-3 = 0 
<^y = 1+ ^3 = > x = -hoặc y = 1 ~f3 ^ x = _ ấ + ^_ 

• Với « = -3 b, suy ra x + y = -3y 2 Cí> X = -3 y 2 - y và thế vào phương trình (1): 

(i)W-i/ 2 -i/+i-i/ 2 + y+i = 0^y = -i=>x = -2. 


Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm s = (x; y) = ị (-2; -1); 


-4 ± 


1 + ^3 


T/r ~ us. í (x + 6y + 3 Wvv + 3i/ = y(8y + 3x + 9) 

Ví du 453. Giải hệ: --__-_— __ 

X - 4- 8x — 24 1 / 4- 417 = (y 4- 3)y y — 1 4- 3i/ +17 


( 1 ) 

( 2 ) 
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Phân tích . Nêu viết (1) <=> [(x + 3) + 6 y] • ^Jỹ■ (x + 3) = y ■ [ 81 / + 3(x + 3)] thì đây là 

phương trình đẳng câp bậc 4 với 2 biến a = \/x + 3, b = yỊỹ và có lời giải chi tiết sau: 

., [y>l, x>-3 ịa = \Ịx + 3 >0 

/ã” Lời giai. Điêu kiên: { ■ Đăt ị 

[-X 2 + 8x - 24}/ + 417 > 0 [b = y Ịỹ> 1 

(1) <=> [(X + 3) + 61 /] p(x + 3) = y [ 8 j/ + 3(x + 3)] => (a 2 + 6b 2 )ab = b 2 (8 b 2 + 3 a 2 ) 

<^a 3 + 6ab 2 = 8 b 3 + 3a 2 b, (do:b>l)<^a 3 -3a 2 b + 6ab 2 -8b 3 = 0 


<^> (a-2b)(a-ab + 4b ) =0 <^>(fl-2ỉ>) Ịữ-Vj = 0 o a = 2b. 

Với a = 2 b, suy ra \Jx + 3 = 2 yỊỹ <=> X = 4i/ - 3 và thế vào phuơng trình (2) thì: 


(2)4 Ậy + 4)(6 - y) = (y + 3 )Jy -l+3y + 17 


Ta có: Vy > 1: 


Cauchy 

4J(y + 4).(6-y) < 2.(y + 4 + 6-y) = 20 (4) 


[(y + 3) N /ỹ^ĩ + 3y + 17>3 + 17 = 20 (5) 

Nghiệm của (3) là các giá trị làm cho dấu " =" ở (4), (5) xảy ra <=>y = l=>x = l. 
Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm của hệ phuong trình là s = (x; y) = j(l; 1)| • 



x i +y 2 + ^NL = lè (1) 

x + y 

X 2 . 2x [x 3 " X 2 1/ 

( 2 ) 

8y 3 py 4 2 


(x;y e □ ). 


> 7 \A, 

Lời giải . Điều kiện: y^o, x + y^o, -7— + -— > 0. 

3 . 1 / 4 

... X 2 4x X 2 3y X 2 4x 3_y _ _ X 2 Í4x 3y) X 2 Í4x 3_y 
(2) <Í5> 2 t |t— , < ^>2. i „ ,+- 7 - =„ + —- + - 7 - 

]Ị8i/ 6 8y 6 8y 6 6 ]Ị8i/{ 6 6 J 8i/ 6 6 

Đặt a = > 0; b = P + ^-> 0 thì phuong trình <7>a + b = 24cử) 

8y 6 6 

<=> a 2 + 2aZ? + b 2 = ấab <=> (« - b) 2 = 0 <=> fl = b => 3x 2 - 16x1/ - 12y 2 = 0 
<^>(x-6y)(3x + 2y) = 0<^>x = 6y hoặc 3x = -2y. 


, , 48_ __4 _24 


• Vói X = 6 y, thế vào (1) 37 y + -ỹ-y = 16 <=> y = ỹ => X = ^ • 

• Vói 3x = -2y, thế vào (1) <=> 13y 2 - 144y -144 = 0<=>y = 12=>x = -8. 

^ ^ í 724 4 ^ịÌ 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm của hệ là s = (x; y) = I(-8; 12); p;-J ị- 
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Phân tích . Phương trình (1) có dạng bậc 2 với ẩn X, nhưng khi kiểm tra biệt sô'delta 
không là sô' chính phương nên sẽ khó phân tích thành tích số. Lúc đó sẽ quan tâm đến 
phương trình (2) <=> Ậx 2 - 1)(5 - y) + 4 = 1 - xJĨ- y và lũy thừa lên. Nhưng khi 
lũy thừa sẽ phát sinh đỉêu kiện, gây phức tạp và đểkhắc phục điêu này ta sẽ tìm điêu 
kiện cho X. Với 2 - y > 0 thì (1) <=> X 2 + 4 = -x(2 - y) => X < 0 và 2 vê'đêu dương nên 

sẽ lũy thừa lên, tức phương trình <=> (x 2 -1)(5 -y) + 4 = 1- 2x^2 - y + x 2 (2 - y) 

3x 2 + 2x x 2 - y - (2 - y) = 0. Đây là phương trình đẳng cấp bậc 2 với 2 ẩn a = x, 
b = ^2-y và sẽ tìm được mối liên hệ giữa X, y, rồi thếvào (1) thì bài toán được giải. 
/&» Lời giải . Điều kiện: y <2, (x 2 -1)(5- y) + 4>0. 

Với 2 - y > 0 thì (1) <=> X 2 + 4 = -x(2 - y) => X < 0. Khi đó: 

(2)» Ậx 2 -1)(5 - y) + 4 = 1 -x v 2 ./ » [ự(x 2 -l)(5-y) + ề] 2 = (l - x v 2 ./)’ 
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<^>(x 2 -1)(5 - y) + 3 = 2.v v 2 - y + X 2 (2 - y) 3x 2 + 2x^2 - y - (2 - y) = 0 (3) 
Đặt a = x< 0, b = sịl-y >0 thì (3) <=>3 a 2 + 2ab -1 = 0 <=>(ữ + b)(3a-b) = 0 
<=>« = -!> hoặc 3 a = b: loại do a < 0, b > 0. 

Vói a = -b, suy ra: v 2 1/ = -X 2 - y = X 2 và thế vào phưong trình (1) thì: 

(l)<t=>x 3 +x 2 + 4 = 0<tí>(x + 2)(x 2 -x + 2) = 0<=>x = -2=>y = -2. 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ phuung trình là s = (x; y) = |(-2; -2) j • 


Ví du 457. Giải hệ phuong trình: 


fr + fT^ =,t> O) 

x s ị2xịi + 5x + 3 = 4xy - 5x - 3 (2) 

Tạp chí Toán Học & Tuổi Trẻ sô 407 


Phân tích . Nhận thấy phương trình (1) có tính đẳng cấp. Ngoài ra (1) còn mang 
tính chất đối xứng với 2 biến X, y nên ta có thể dự đoán được x = y. Hiển nhiên cũng 
giải được bằng phương pháp đánh giá bởi bất đẳng thức với điểm rơi x = y. Còn nếu 
sử dụng tính chất đẳng cấp cũng được giá trị x = y và có các lời giải sau: 


Điều kiện: 


2 xy + 5x + 3 > 0 


Do X = y = 0 không là nghiệm của hệ nên ta chỉ 


• . r \ Ư Ư 

[x + y > 0 

xét trong điều kiện: 2xy + 5x + 3 > 0, X + y > 0. 

Lời giải 1 . Sử dụng tính đẳng cấp của phuong trình (1). 

Chia 2 vế của phuong trình (1) cho luợng x + y>0, ta đuợc: 

\x 2 +y 2 , ị(x 2 +y 2 )+(x + yf =1<t> \x 2 +y 2 _ í x 2 +y 


ỵ2 + y 2 Ị (x 2 + y 2 )+(x + y ) 2 
]Ị2(x + y) 2 ]Ị 6(x + y) 2 

1 . .2 .2 

X + V 

r\Xị i- V n hU 1 t~\ u 1 r-r t-vìvi 


* +y Ị \ x + y | 1_ 1 
2(x + y) 2 ]Ị 6(x + y) 2 6 

w ĩ „.. It 2 ' 1 „ , 


Đặt t = . —-— J . >0 thìphuongtrình <=>f + J-— + —=1<=>J-— + 2-=l-f 
V2(x + y) 2 F & V 3 6 V 3 6 


<=>•{., _ <=>f = —• 

4í 2 -12f+ 5 = 0 2 


= i <=> * = ì <=> 2(x 2 + y 2 ) = (x + y) 2 

2 2(x + y) 2 4 y 


, 1 x 2 +y 2 1 X 2 +y 2 1 2 , ,2 

vối f 2' suyra: 2(x +y )=<I + y) 

<=> 2x 2 + 2y 2 = X 2 + 2xy + y 2 <^> (x - y) 2 = 0 X = y > 0. 

Thế X = y vào (2) <=> X\ 2x ; ’ I 5x I 3 = 4x 2 - 5x - 3 

<=> 2x 2 + 5x + 3 + x^2x 2 + 5x + 3 - 6x 2 = 0 và đặt a = \Ị2x 2 +5x + 3, b = X thì: 
<=> a 2 + ab - 6b 2 = 0 <=> (a - 2b)(a + 3Ỉ>) = 0 <=> a = 2i> hoặc a = -3 b. 


Vói a = 2 b, suy ra: y2x 2 +5x + 3=2x<=>x = 3=>y = 3. 
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Với a = -3 b, suy ra: V2x 2 + 5x + 3 = -3x : vô nghiệm do X > 0. 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ phuơng trình là s = (x; y) = |(3;3)j • 
/&• Lời giải 2 . Sử dụng bất đẳng thức với điểm rơi x = y. 


Ta có: ị 


x 2 +y 2 |x 2 | y 2 Cau *y- Sd ™ arz (x + y f 1 

2~ + 2 “ V 4 ~2 X + Ỉ/ 



(x + )f- ix+ f 

Ịx 2 + xy + ỈJ 2 

\{x + yf-x.y c ^\ 

1 3 = \ 

13 \ 

3 


Suy ra: 




2 . 2 1.2 . 2 

X +y X + xy + y 


'V 


= ị(x+y) 


>x + y và dấu đẳng thức xảy ra khi X = y > 0. 


Thế x = y vào (2) <=> xsỊlx 2 + 5x + 3 = 4x 2 - 5x - 3 (3) 

Ngoài cách xử lý phương trình (3) bằng cách đưa vê dạng đẳng cấp như lời giải 1, ta 
có thể sử dụng phương pháp liên hợp hoặc bình phương trực tiếp được phương trình 
bậc 4 khi biết trước được 1 nghiệm X = 3. 

Hướng 1. Ghép hằng số để liên hợp. 

2 + 5x + 3 - 6) = 4x 2 - llx -3 
= (x-3)(4x + l) 

+ 5x + 3 + 6 
X = 3 => y = 6 


(3) <^> xy2x + 5x + 3 = 4x - 5x - 3 <=> X. 
<=> = 4x 2 -llx-3<=> 


x(2x 2 +5x-33) 2 x(x-3)(2x + ll) 


<^>(x-3)- 


Do với điều kiện: 


+ 5x + 3 + 6 

2x 2 +llx 


+ 5x + 3 + 6 


■ - (4x +1) 


= 0 <=> 


2x +llx 


+ 5x + 3 + 6 


= 4x +1 (4) 


Í4x^-5x-3>0 ^5 + ^73 - . x 

«> X > — > 1, thì: 

x>0 8 


(4) <=> 2x 2 + llx = (4x + 1)(\ 2x + 5x + 3 + 6) = (4x +1) y]l(x +1) 2 + X +1 + 6 

> (4x +1) [(X +1) + 6] = (4x + l)(x + 7) = 4x 2 + 29x + 7 > 2x 2 + llx. 
Suy ra phuơng trình (4) vô nghiệm. 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ phuơng trình là s = (x;y) = |(3;3)j • 
Hướng 2. Lũy thừa trực tiếp. 

r 5 + i 


( 3 ) <=> 


|4x -5x-3>0; x>0 
[x 2 (2x 2 +5x + 3) = (4x-5x-3) 2 




X > 


8 




X > 


5 + ^73 


8 


<=> • 


14x 4 - 45x 3 - 2x 2 + 30x + 9 = 0 
x = 3 


(x - 3)(14x 3 - 3x 2 - llx + 3) = 0 


ty=6 


Do 14x -3x -llx + 3>0. 
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3. Dang 3 . Đặt ân phụ đưa vê hệ phương trình cơ bản 

Trong phần này, ta sẽ tiếp cận một số kỹ thuật thường gặp sau: 

★ Biến đổi 1 phương trình để phát hiện ra ẩn phụ dự kiến và dựa vào ẩn 
phụ dự kiến này để biến đổi phương trình còn lại. 

★ Dựa vào định lý Viét để tìm ra phép đặt ẩn phụ. 

★ Chia để xác định lượng ẩn phụ. 

★ Liên hợp để phát hiện lượng ẩn phụ. 

★ Dựa vào 1 SỐ phép biên đổi đẳng thức cơ bản để xác định lượng ẩn phụ. 

★ Đặt ẩn phụ dạng tổng - hiệu: a = x + y, b = x-y. 

a) Biến đổi 1 phương trình để phát hiện ra ẩn phụ và dựa vào ẩn phụ này để 
biến đổi phương trình còn lại. 



Phân tích . Nếu biêh đối (2) <=> \ X + — + (x + y - 3) = 5 thì giữa 2 phương trình có 

{ y 


những hạng tử giôhg nhau và đặt a = x + — > 0, b = Jx + 1 / - 3 >0 sẽ đưa được vê 

V y 

hệ đối xứng loại I và có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Điều kiện: X + — > 0, X + y - 3 > 0, y 0. 

y 

_ 1 T „ , /-— ịa + b = 3 

Đặt a = Jx + — > 0; b = Jx + I/ - 3 > 0 thì hệ (í) <=> ị 

V 1 / ỵ ' a +b =5 


ịa + b = 3 

CN| 

II 

\a = l 

\ 


hoác \ 

ị(a + b) -2ab = 5 

[a + b = 3 

y=2 1 


' I - - 1 X — 4 + V10 

TT/ . fa = 1 J x + - =1 \y = 7-x [ỵ 3 v!0 

• Với \ , suy ra: ị V y <=>1 

\b = 2 [-X + 8x - 6 = 0 [x = 4 -yJĨÕ 

Jx+y-đ-2 ị 

ly = 3 + ựio 


ịa = 2 x + —= 2 íy = 4-x íx = 5 íx = 3 

\b = 1 y -1= Ịx 2 -8x + 15 = 0 Ịy = -l Ịy = l 

Jx + V - 3 = 1 


Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm s = (x;y) = j(5;-l);(3;l);(4 + %/ĨÕ;3 + VlÕ)| • 
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Phân tích . Nhận thấy (1) có thể viết được dưới dạng hằng đẳng thức theo X, y, tức: 
(1)«. [(x 2 ) 2 - 4x 2 + 4)] + r \4ĩy) 2 - 2 \ 2i/.3 + 9 ] = 4 «. (x 2 - 2) 2 + (y- y/ĩ - 3) 2 = 4. 

Từ đó, ta sẽ định hướng viết (2) theo a = y\J2 - 3, b = X 2 - 2 và có lời giải như sau: 

Rx 2 ) 2 - 4x 2 + 4)1+ T(n/2v) 2 -2^21/3 + 91 = 4 
Lời giải . Hệ ự )«. 1 L J L ' 2 J 

y\ỊĨ(x 2 + 2) + X 2 =22 
{x 2 -2) 2 +{ysỊĨ 3) '-4 

<=>lr Ị- 1 r , 1 2 (//) 

(i/\ 2 3) • 3 • ị(x 2 - 2) + 4J + (x 2 - 2) = 20 

__ \a i/\2 3 -,, 5 /rr . Ịa 2 +b 2 =4 f(fl + ỉ>) 2 -2ab = ấ 

Đặt ị 'V thì hệ (77) <=> < _. . . 

|& = x 2 -2 [(fl + 3)(fc + 4) + fc = 20 [rtfc + 4(rt + fc) = 8 

\a + b = 2, w Ífl + Ỉ7 = -10 „ , „0 ffl = 2, w ífl = 0 

o , _ hoặc ị , _ (loại do: s > 4P) <r *" hoặc 1 ’ _• 

[flfr = 0 |flfc = 48 [b = 0 [& = 2 

v ,. J« = 2 |i/ự2-3 = 2 | X = ± ^ 

• Vái|;:;,su y ra:|^- o y = 
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suy ra: 


, 7<w Jfl = 0 íy>/2-3 = () , . 3^2 _3>/2 

• vói U-9' suyra: s -2;^r ' 2; 7 • 

l b = 2 l* -2 = 2 l. 2 J l 2 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x; y) = I ±yfĩ; —Ị^— ; ±2; Ị • 

[v 2 J 2 



5 

p/tôn tích . Nhận thây (2) có dạng hằng đắng thức, tức (2) <=> (x 2 + ỳf + xy = 
nển te sẽ biển đôi phương trình (1) SAO cho có chứa 2 hạng tử (x 2 +y), xy. Thật vậy 

^ I CL — t I -Ị/ 

(1) <=> (x 2 + y) + xy(x 2 + y) + xy = --- và đặt \ ’ J sẽ đưa vê hệ cơ hàn. 

4 [b = xy 
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/&• Lời giải . Hệ (I) <=> 

a = X 2 + y 


(x 2 + y) + xy + xy(x 2 + y) = ~ 

/ 2 , ,\2 . _ 5 

(x +y) +xy = ~ 


(II) 


Đặt 


[b = xy 


thì hệ (II) <=> 


4 (a + b + ab) = -5 


a 2 +b = ~- 



a = 0 

1 

a = — 

9 

X 2 + y = 0 

<=> < 

5 v< 

:=>^ 

5 v< 


6 = -- 
l 4 

J 3 

6 = -- 
l 2 

xy = -- 

l 4 


Kết luận: Tập nghiệm của hệ cần tìm là s = (x; ỳ) = 



., fx 3 -y 3 + 3x 2 + 3i/ 2 + 3(x-y) = 5 (1) 

Ví du 463. Giải hê phương trình: ! ' ' . (I) 

l(x + l)(y-l)(x-y + 2) = 2 (2) 

Phân tích . Nhận thấy (1) có dạng hằng đẳng thức ( a±b ) 3 =a 3 ±3a 2 b + 3ab 2 ±b 3 , 
nên sẽ viết (1) <=> (x 3 + 3x 2 + 3x +1) - (y 3 - 3y 2 + 3y -1) = 7 <=> (x +1) 3 - (y - 1) 3 = 7. 
Dựa vào 2 hạng tử này đểbiến đổi (2) <=> (x +1) • (y -1) • [(x +1) - (y -1)] = 2 và đặt 
2 ẩn phụ a = x + 1, b = y-l sẽ đưa được vê hệ cơ bản và có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải. Ta có hê (/)<=> V ) (T ) (//) 

Ị(x + l)-(y-l)-[(x + l)-(y-l)] = 2 

^ ífl = x + 1 |fl 3 -6 3 =7 \a 3 + t 3 =7 

Đặt ị * thì hệ (II) <p> < _ <=> < _ với b = -t. 

\b = y -1 \ab(a-b) = 2 \at(a + t) = -2 




í(ữ + f) — 3at(a 4- 1) — 7 ị(a + t) 3 — 1 
\at(a + t) = -2 


Do đó: 


ịa = 2 
6 = 1 



Suy ra 



Kết luận: Tập nghiệm của hệ phương trình là s = (x;y) = |(l;2);(-2;-l)j • 

, [x 2 y + xy + 2x-12y-24 = 0 (1) 

Ví dư 464. Giải hê phương trình: <1 ” _ 

[x -y =2(x +y +xy) + 3(x-y-2) (2) 

Học sinh giỏi tỉnh Đông Nai năm 2014 
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Phân tích . Nhận thấy (2) có dạng hằng đẳng thức: a 3 - b 3 = (a-b)-(a 2 +ab + b 2 ), 
nêỉi đặt a = x 2 +xy + y 2 , b = x-y thì a.b = a 3 -b 3 và (2) <=>ab = 2a + 3{b- 2), (*). 
Từ đó sẽ định hướng biến đôĩ (1) vê 2 hạng tử a, b nhưng sẽ không biểu diễn được. 
Nếu quan sát kỹ thì phương trình (*) luôn đúng khi b = 2 nên có rất nhiêu khả năng 
đưa được phương trình này vê dạng tích sô'. Thật vậy, có: (*) <=> «6 - 2a - 3(6 - 2) = 0 
a(b -2)- 3(b - 2) = 0 <=> (6 - 2){a -3) = 0<^>a = 3 hoặc 6 = 2. 

/&• Lời giải . Đặt a = X 2 + xy + y 2 > 0, b = x-y thì (2) <=>«6 = 2« + 3(6 - 2) 

<=> a(b - 2) - 3(6 - 2) = 0 <=>(6- 2){a -3) = 0<=>a = 3 hoặc 6 = 2. 

• Với 6 = 2, suy ra: y = x-2 và thế vào (1) <=> X 3 - X 2 - 12x = 0 

, íx = 0 , „ [x = 4 u 

<=>x(x -x-12) = 0=>{ _ hoặc < hoặc 

\y = -2 ly = 2 



, ^ ^ [ X + xy + y — 3 

Vói a = 3 và kêt họp vói (1) được hệ: < 

\x 2 y + xy + 2x - 12y - 24 = 0 

ịx 2 + y-x + {y 2 - 3) = 0 (3) 

^ ịy • X 2 + (y + 2)- X- (12 y + 24) = 0 (4) 

Để hệ có nghiệm thì biệt số delta theo ẩn X ở (3), (4) phải không âm. 

a ,( 3 ) = y 2 - 4y 2 + 12 = 12 - 3y 2 > 0 => y G [-2; 2 ] 

A t(4) = 49y 2 + lOOy + 4 > 0 => y e (-00; - 2 ] V 

Khi đó để hệ có nghiệm thì 2 miền giá trị của y ở trên phải giao thoa nhau. 

r 2 ■ 

Tức: y = -2 hoặc 1 /e —— ;2 

49 


Nghĩa là: 


u 


2 

— ;+00 

49 


Vói y = 
Vói y e 


-2 thì (3) <=> X 2 - 2x +1 = 0 <=> X = 1: không thỏa hệ nên loại y = -2. 


-ẩ ;2 


và (1) : 


-2x + 24 
^ _ X 2 + X - 12 


~ề a 


2 


-2x + 24 


49 X +X-12 


<2 


Suy ra: X e (-00; -6] u (4; +00) (5) 

Mặt khác: X 2 + xy + y 2 = 3 y 2 + X • y + X 2 - 3 = 0 có biệt số delta: 

A y = X 2 - 4x 2 + 12 = 12 - 3x 2 > 0 => X e [-2; 2 ] (6) 


Từ (5), (6) => hai miền giá trị của X e 0 nên hệ vô nghiệm khi 1 / e 



Do đó hệ vô nghiệm khi X 2 + xy + y 2 = 3. 

Kết luận: Tập nghiệm hệ phuong trình là s = (x; y) = j(-3; -5); (0; -2); (4; 2) j • 
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Phân tích . Nhận thấy (1) có chứa 2 hạng tử (x-y) và xy nên sẽ định hướng hiên 
đổi phương trình (2) vê 2 hạng tử này, tức có: (2) <=> x[(xy +1) + y] - y(xy +1) = 1 
<=> [x(xy +1) - y(xy + 1)] + xy = 1 (xy + l)(x - y) + xy = 1 và đặt a = X - y, b = xy 
sẽ đưa vê hệ đơn giản hơn và có lời giải chi tiết như sau: 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 

^ í(x-y) 2 =l-x 2 y 2 

Lời giải. Hệ r _ n 

[x \Ịxy + 1 )+ y\- y( x y + 1)=1 

L ., (//) 

\^x{xy + l)-y{xy + l)\ + xy = \ {{xy + l)(x - y) + xy = 1 

(ữ = x-y [fl 2 +ỉ> 2 =l í(a + ỉ>) 2 - 2aỉ> = 1 

[b = xy [(ỉ> + l)rt 4- b = 1 [rtỉ> + fl + ỉ> = l 

írtỉ> = l-(rt + ỉ>) ífl + ỉ> = l ịa + b = - 3 (fl = l írt = 0 

\(a + b) +2(a + b)-3 = 0 [ab = 0 [ab = 4 \b = 0 [b = l 

„ í X — y = 1 íx-y = 0 [x = 0 ịx = 1 íx = 1 íx = -l 

Suy ra: r _ V \ _ <=>1*" v i i( _ n v í„, v 

l*y = 0 \xy = 1 [y = -l [y = 0 [y = 1 [y = -i 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ là s = (x; y) = |(0; -1);(1;0); (1; 1); (-1; -1)Ị • 


, x 2 +y 2 + — + — -5 (1) 


Ví du 467. Giải hệ phương trình: 


* 2 + y 2 + TT+ 7 T - 5 (!) ín 

X y ự) 

(xy-1) 2 =x 2 -y 2 +2 (2) 

Học sinh giỏi tỉnh Nghệ An năm 2013 



/ - \ 

2 

/ \ 2 

2 1 

lì 


lì 

X +-- = 

x + — 

-2 = 

X — 

X 

V 


V x ) 



2 


2 1 

( 1 


í ll 

y +2 = 

y+- 

-2 = 


y 

l l/y 


V yj 


Phân tích . Từ (1) có các biến đổi : 


vấn đê ở đây ta cần chọn biểu thức nào cho phù hợp để đặt ẩn phụ. Khi đó quan tâm 
đến phương trình (2) để chọn ẩn phụ phù hợp, hiển nhiên có sự biến đổi và cân có 
phép chia. Nghĩa là: (2)<=> x 2 y 2 -2xy + l = x 2 -y 2 +2<=>(x 2 y 2 + y 2 )-(x 2 +1) = 2xy 
<=> y 2 (x 2 +1) - (x 2 +1) = 2xy (x 2 + l)(y 2 -1) = 2xy và thực hiện phép chia 2 vếcho 


f_ Ì^ị 

í 11 

X H- 


V 

ự y) 


( , . 1V r 1V 

( lỴ f lì x+ - + y-- =5 

& Lời giải. Hệ (7)o< [ X + ^ị + [ y ỹj !w Ẵ 

(x 2 +l)(y 2 -1) = 2xy x + ỉ • 1 /-- =2 

V X J V y) 


Đặt a = x + — ;b = y~—, (|a|>2) thìhệ (77) + 2 


a 2 +b 2 =5 ị(a + b) 2 -2ab = 5 

ab = 2 1 ab = 2 
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\(a + b) =9 \a + b = 3 ịa + b = - 3 fl = 2 a = -2 

\ab = 2 \ab = 2 \ab = 2 \b = 1 1Ỉ7 = —1 


\a = 2 

• Với 7 , suy ra: 

\b = 1 


\a = - 2 

• Với 7 , suy ra: 

\b = -1 


<=>7 


1 „ 

x + - = 2 
X 

,-ị-i 

y 

1 

X H-— —2. 

X 

y-ị=-i 
y 


X = 1 


y= 




Ị+>/5 
2 

x = -l 

y = ; 


V < 


X = 1 


y = 


I-S ' 

2 

x = -l 


Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x; y) = • 


1 

1 —* 

+ 

V < 

-1 

1/ —_ 

-S 4 

2 


y - 

2 

:(x;i/) = | 

í.nTs) 


r 

2 J 

r 2 J 


Ì /4 Y 17 4. Hv 4- 1/ — Ọ 

"4 _ ‘ (7) (x;j/eO). 

ự2x + y + x + y = l 

Học sinh giỏi tỉnh Nam Định năm 2012 


Phân tích . Bản chất bài toán chỉ chứa 2 căn yỊ4x + y,g2x + y. Nêu đặt a = yỊĩx + y, 
b = yỊĩxTỹ và biểu thức chứa biến còn lại x + y biểu diễn được theo a, b thì bài toán 
được giải quyết. Thật vậy: x + y = m.(4x + y) + n.(2x + y) = (4 m + 2n).x + (a + p ).y và 


đông nhất hệ số được hệ \ 1 1 =>m = -ì; n = ^~, tức x + y = -2-a I + ^b 2 . 

4 ' \m+n=ĩ 2 2 22 


1 ,2 , 3,2 


Lời giải . Đặt a = v 4.v I 1 / > 0 ,b = v 2.V I 1 / > 0 thì: 
[a + b = 2 


ơ)» 


\b = 2-a 5 -sJ5 , V5-1 

- . . .. , _ _<=>fl =—- 2 —, b= —- ■ 

a-^a 2 +^b 2 =1 fl 2 -5rt + 5 = 0 2 2 

2 2 1 


Suy ra: 


2^jểx + y = 5 -sJE 16x + 4y = 30- 


I x-^x + y =o-\ỊO J ibx + 4y =, 

\2^2x + y = 2 / 5 -1 s.v ! 4i/ 6 




Ịx=3-\ỊE 

3^5-9' 


y=- 


Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x; y) = < 


3-^5; 


-9 


. , J5x + y + J2x + y = 3 

Vfjfa 469. Giải hệ phuơng trình: < y_ ^ - (7) (x; 1 / G n ). 

[y/2x + y + x-y = l 

Học sinh giỏi tỉnh Nghệ An năm 2014 
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Phân tích . Bài toán có chứa 2 căn thức nên ta sẽ đặt a, b là hai căn thức. Vấn đê đặt ra 
là phải phân tích biểu thức ở phương trình một theo biểu thức trong hai căn thức. Với 
ý tưởng đó, ta sẽ tiến hành vào lời giải chi tiết như sau: 

X + 0 , yj= 0 

Lời giải. Điều kiên: ị _ u . 2x 
ỗ 9x + - > 0, y + — > 0 

X ' y 

(1) (2x -y 2 )(y -9x 2 ) = 18x 2 y 2 o2xy-18x 3 -y 3 = 9x 2 y 2 

18x 2 u 2 

<v> 2xy = 9x 2 y 2 + 18x 3 + y 3 o 9xy + ——— + — + 2 = 4 

y X 


{ \ / o-. \ í o-. \í 

_ 2.V y 2x , 2.V „ y , ... 

<^>9x y + — +— y + — = 4<^> y + — 9x + — =4 (3) 

1 y) A y) V y Ẫ X J 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


_ . 1 / „ 2x , 1 a + 2b = 4 

Đặt a =. 9x + — > 0, b = y + — > 0 thì từ (2),(3) được hệ ' 

X Ỵ y ịab = 4 


a + 2b = A a = 2 „ 

<=> <! _ , . _<=>•! ■ Suy ra: 

flỉ> = 2, do:ab>0 \b = 1 


9x + — =2 


, , 2x 

y+- 7=1 

1/ 


<=> 


j 9x 2 + y = 4x 
[ I/ 2 + 2x = y 


i/ = 4x-9x 2 i/ = 4x-9x 2 1 1 

<=^1 „ „ „ <=> •{ „ „ „ <=> X = “7 => I / = _ • 

[(4x - 9x 2 ) 2 + 2x = 4x - 9x 2 [81x 3 - 72x 2 + 25x 2 = 2 9 3 

. ^ , . A -A , . A w , _„ ịfi lỴI 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cân tìm của hệ là s = (x; y) = I 2 -; 2- J Ị. 

Nhân xét . Qua các ví dụ trên, ta nhận ra rằng đối với hệ phương trình mà chỉ có chứa 
2 căn thức, thường sẽ đặt a,blà2 căn đó và biểu diễn lượng biến còn lại theo 2 căn. 


Ví du 473. Giải hệ phương trình: 


í (2x - y + 2)(2x + y) + 6x - 3y + 6 = 0 


\Ị 2x +1 4- ^jy — 1 — 4 


(í) 


Phân tích . Hệ có hai căn thức \/2x + ĩ, Jy -1, nểú đặt a, b ĩân lượt là hai căn thì các 
biến còn lại đêu biểu diễn được hết theo 2 đại lượng a 2 , b 2 . 


„ ^ ịa = ^Ỉ2x + ĩ ịa 2 =2x + l 

• ‘ \b = jpĩ \b 2 =y -1 


a 2 + b 2 = 2x + y 


[fl 2 - b 2 = 2x-y+ 2 
cụm 6x -3y = 3(2x - y + 2) = 3(a 2 - ỉ> 2 ) ƠÀ có lời giải chi tiết như sau: 

1 [fl = %/2x + l>0 

Lời giai . Điêu kiện: x>-—, y> 1. Đặt _ 

2 [& yl/ l>() 

(7)»í (fl2_62)(fl2+b2) + 3(fl2 " b2) = 0 »í (fl2_b )(fl2+ỉ,2+3) = 0 

[rt + ỉ> = 4 |fl + ỉ> = 4 

[fl 2 -ỉ> 2 =0 J(a-ỉ>)(a + ỉ>) = 0 [rt-ỉ> = 0 ífl = 2 

|rt + ỉ> = 4 |rt + ỉ> = 4 |rt + ỉ> = 4 |ỉ> = 2 


và nêỉt biến đôì 


Íự2x + 1=2 Í2x + 1 = 4 
Suy ra: ,- <=> <^ _ <»<í 

WGT=2 ừ- 1 - 4 


3 

X = — 

2 : thỏa mãn điều kiện. 


y = 5 


Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của phương trình là s = (x; y) = ■ 


% 5 ' 
v2 y 


Ví du 474. Giải hệ phương trình: 


x 3 y + xy = 5 + X 


( 1 ) 


x 2 (x 4 y 2 - y 2 + 2y) = 5 + X 2 (2) 


(I) 
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Phần tích . Nếu hiến đổi (1) <=> x 3 y + xy -x = 5 có xuất hiện 2 hạng tử x 3 y, (xy - x) 
nên sẽ định hướng hiến đổi (2) theo 2 hạng tử này và kết thúc bằng việc đặt ẩn phụ. 
Thật vậy: (2) <=> x 6 y 2 - x 2 y 2 + 2xy.x - X 2 = 5 <=> (x 3 y) 2 - (xy - x) 2 = 5. Từ các phân 
tích này ta có lời giải chi tiết như sau: 


/&• Lời giải . Hệ ( I) <=> 


x 3 y + (xy -x) = 5 
(x 3 y) 2 -(xy-x) 2 =5 


(II). Đặt 


a = x 3 y 
b = xy - X 


\a + b = 5 [a + h = 5 [a + h = 5 ịa = 3 

\a 2 -b 2 = 5 \(a-b)(a + b) = 5 \a-b = 1 [6 = 2 

p [ x 3 y = 3 y = ^~, (x^O) ịx = ĩ 
Suy ra: r X 3 «• f _• 

lw-x = 2 1*3+2^ =3 6 = 3 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ phương trình là s = (x; y) = |(1; 3) j • 



(x 2 +x)(y 2 +y) = l (1) 

x 2 (y 2 +l) + 2y(x 2 +X + 1) = 3 (2) 


Phân tích . Xuất phát từ (1) có 2 hạng tử ở dạng tích sô', nhưng 2 hạng tử tích này 
độc lập X và y với nhau, còn ở (2) thì chứa dạng tôhg mà có dạng x"y m nên sẽ hiến đôĩ 
(1) <=> x(x + l)y(y +1) = 1 <=> y(x + l).x(y +1) = 1 (xy + y).(xy + x) = l, có hạng tử 
dạng x"y m . Viết (2) dạng hằng đẳng thức: (2)<=>(x 2 y 2 +2x 2 y + x 2 ) + 2xy + 2y = 3 
<=> (xy + x) 2 + 2(xy + y) = 3. Đã có những hạng tử giôhg nhau ở 2 phương trình. 
íxy(x + l)(y +1) = 1 

& Lời giải . Hệ (í) <=> -T , ^ ^ 

[(x y +x + 2xy) + 2xy + 2y = 3 

.. í (xy + y)(xy + x) = 1 , rrN ^\a = xy + y ^ , rrN .. \ab = 1 


(xy + x) 2 + 2 (xy + y) = 3 


\a = xy + y ^ \ab = l 

(II). Đặt J thì hệ (II) «. r. 


b = xy + X 


b z + 2a = 3 


b = ~, (a* 0) a = -ị , \a = 1 

<=> < a <=> -^ 2 hoặc < ■ 

2a 3 -3a 2 +1 = 0 b = -2 [ b = 1 


„_ xy + y = -j- . „ xy + y = 1 , , 5 „ , 

Suy ra: í 2 hoặc và giai các hệ tìm được: 

_ XI/ - X 1 

xy + X = -2 ^ ^ 


-1 ± 7/5 
2 

-I + Ự 5 


Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x; y) = 


-l±v5 -1±‘ 


363 








Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. LỄ Văn Đoàn 



. .. . ịcLx + bi \Ịa 2 x 2 +b + c,y + d,Jc 2 y 2 +d =e 

Phân tích . Bài toán có dang tông quát là ị _____ iy r~ __ 

ịa 2 x + b 2 \Ịa 2 x 2 + b + c 2 y + d 2 c 2 y 2 + d= f 

u =ax + sfa 2 x 2 +b 

Phương pháp giai là đặt < _ _, suy ra X, y và các căn thức theo u, V. 

Ị V = cy + \Ịc 2 y 2 + d 

x<-sjỹ \u = x + ^x 2 - 7 \u-x = yjx 2 - 7 

Lời giai . Điêu kiện: _ • Đặt -Ị ,_cí> -Ị __ 

x>yỊ7 \v = y + Jy 2 +24 \v-y = Jy 2 + 24 


u 2 - 2ux + x 2 =x 2 -7 ịu 2 - 2ux = -7 u 2 + 7 V 2 - 24 

= ———, v = —-— 1 

V 2 - 2vy + y = y 2 + 24 [u 2 - 2vy = 24 2 u 2v 


o —77 u +7 u -7 , I 2 ; — _ _ V -24 V +24 

=>yx -7 = u-X = u- —— — = ——— và +24=v-y = v ---= —-- 

2 u 2 u v 2v 2v 
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(*)«• 


„ y2+24 _0 
u ---= 2 

, u 2 -7 V 2 +24 _ u 2 - 24 
2m 2v 2v 

V 2 + 4v + 24 

M =-_ - 

2v 

(v - 6)(3v 3 + 26v 2 + 144v + 384) = 0 


V 2 +4v + 24 
2v 

u 2 - 7 4v 2 - 72 


l« = 7 . 

_ ’ (do v = y + - 


+ 24 >0). 


Suy ra: X = = 4, y = v 2 = 1: thỏa điều kiện. Vậy s = (x; y) = |(4; 1)| • 

b) Dựa vào định lý Viét đê tìm ra phép đặt ân phụ 

Ý tưởng bài toán dựa vào nội dung của định lý Viét như sau: "Nêỉi tồn tại 2 sốa, b 
thỏa: a + b = s, ab = p thì a, b là nghiệm của phương trình: X 2 -SX + P = 0 Khi 
đó, đê bài thường cho a, b bằng một biểu thức theo hai biến X, y và đôi khi cả s, p 
cũng là biểu thức chứa X, y. Từ đó dễ thấy dấu hiệu nhận dạng bài toán là: một 
phương trình có dạng tổng, một phưong trình có dạng tích hoặc dạng tổng mà 
phân tích được thành tích sô'. Công việc lúc này là ta cân biến đổi để chọn biểu thức 
nào là a, biểu thức nào là b nhằm chọn ẩn phụ phù hợp. 


Ví du 478. Giải hệ phuơng trình: 


X 2 +y 2 +xy + y = 8 (1) 

xy(y 2 + xy + X + y) = 12 (2) 

Học sinh giỏi tỉnh Long An năm 2013 


Phân tích . Nhận thấy 2 phương trình đêu có dạng bậc 2 với ẩn X nhưng biệt sốdelta 
không là sô'chính phương nên sẽ không phân tích được thành tích sô'. Quan sát kỹ hơn, 
ta thấy các biêh trong hệ liên hệ với nhau khá chặt chẽ và hằng sô' có vẻ như đứng 
ngoài cuộc. Vì vậy sẽ tập trung vào phân tích ở vê'trái của 2 phương trình nhằm đưa 2 
vếnày vê dạng tôhg và tích của hai biểu thức X, y và vận dụng nội dung của định lý 
Viét. Thật vậy, vê'trái (1) có thể viết vê tôhg: VT (1) = x{x + y) + y(y + 1). Khi đó cần 

dựa vào 2 hạng tử tôhg này để viết: VT (2) = xy.ịy(x + y) + (x + y)] = x(x + y).y(y + 1). 
Từ đó đã tìm ra phép đặt ẩn phụ: a = x(x + y), b = y(y +1) và có lời giải chi tiết sau: 


/&* Lời giải . Có ( I ) <=> 


j(x 2 +xy) + (y 2 +y) = 8 fx(x + y) + y{y +1) = 8 

|xy.[y(x + ỳ) + (x + yĩ] = 12 Ịx(x + y).y{y +1) = 12 


\a = x(x + y) \a + b = 8 , . 

Đặt -Ị thì ựl)<=>< và theo Viét thì a, b là hai nghiệm của 

\b = y(y + l) [ab = 12 


phuong trình bậc hai: X 2 - 8X +12 = 0: 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


• Với 


• Với 


x(x + y) = 6 [x = 2 


_, suy ra: < ' “ _ <=> < 

b = 2 ìy(y +1) = 2 \y = l 


x(x + y) = 2 y = 2 


X = —3 


x = l±y/ỹ 

y = -2 


y = -3 


»-*' suyra: Ỉ*-1^ ho,c x.?í#- 

I 1 2 


Kết luận: s = (x; y) = (2; 1);(-3; 1); (1 ± yỊŨ; -2); (-1 ± St 2); 


Nhân xét . Bản chất của việc làm này là phân tích 1 phương trình nhưng vẫn liên hệ 
với phương trình còn lại đểtìm ra phép đặt ẩn phụ dựa vào nội dung định lý Viét. 


Phân tích . Nhận thấy (1) là tam thức bậc hai, nhưng delta không là sô'chính phương 
nên sẽ không phân tích được thành tích số. Nếu vận dụng nội dung của định lý Viét để 
tìm ra phép đặt ẩn phụ, các bạn hãy ngẫm lại rằng: bậc của tích ab thường sẽ lớn hơn 
bậc của tôhg a + b. Do 2 phương trình trong hệ đêu có dạng tôhg và bậc của (2) lớn 
hơn bậc của (1) nên dựa vào ý tưởng trên, ta sẽ phân tích vế trái (2) thành tích số và 
vế trái của (1) thành tôhg. Thật vậy: VT (2) = X 4 + x 3 y + x 2 (y +1) + xy + y 

= (x 4 + X 3 y) + (x 2 y + y) + (x 2 + xy) = x 3 (x + y) + x(x + y) + y(x 2 +1) 

= x(x + y)(x 2 +1) + y(x 2 +1) = (x 2 +1) [x(x + y) + ỹ\ = (x 2 + l)(x 2 +xy + y). Khi đó ta 
cần viết (1) sao cho có tôhg của 2 hạng tử này, tức: (1) <=> (x 2 +1) + (x 2 +xy + y) = 6. 

Lời giải - Ta có: (í) » K + ^ t ( f 2 + xy + y) ■ 6 theo định lý Viét thì: 

[(x 2 + l).(x 2 + xy + y) = 9 

(x 2 + 1), (x 2 + xy + y) là hai nghiệm của phương trình X 2 -6X+ 9 = 0 

„ Íx 2 +1 = 3 Ịx - v2 , w ịx = -sj2 

(X - 3) 2 = 0 <íí> X = 3 => < «• hoặc • 

[x + xy + y = 3 Ịj/ = V 2-1 \y = -1 - V 2 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ là s = (x;y) = |(v2;\2 1);( \2;--l \2)Ị • 

y 3 

X + xy 4* I/ + X H—-—“ = 2 (1) 

x + 1 (7) 

2x + y + ^— = 2 (2) 

Chọn HSG cấp trường năm 2014 - 2015, THPT Gia Định - Tp. HCM 


Ví du 480. Giải hệ phương trình: 


2x 2 + xy + y = 5 (1) 

X 4 + x 3 y + x 2 (y +1) + xy + y = 9 (2) 


Ví du 479. Giải hệ phương trình: 
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Phân tích . Nhận thấy (1), (2) đêu có dạng phương trình bậc 2 với ẩn X nhưng biệt sô' 
delta không là sô'chính phương nên sẽ không chọn phương án hằng sốbiến thiên. Khác 
với các ví dụ trước, hằng sốkhông tách sẵn ra ở vếphải, nếu sử dụng ý tưởng của nội 
dung Viét thì khả năng rất cao là tổng và tích có chứa hiến X, y. Hơn nữa, khi giải 
phương trình X 2 -SX + p = 0 nếu s, p có chứa X, y thì sẽ phức tạp nên người ra đê 
thường cho dạng đặc biệt mà trong đó trường hợp thường gặp nhất là có thểbiêh đổi 
phương trình X 2 -SX + P = (X-^/p) 2 =0. Nghĩa là p thường là những sô'chính 
phitơng theo X hoặc y hoặc theo x m y n và dựa vào đó sẽ phân tích biểu thức tích trước, 
kéo theo việc phân tích tôhg. Quan sát thấy bậc của (2) lớn hơn (1) nên sẽ phân tích (2) 
thành tích sô'và có (2)<=>(i/ 3 x + i/ 2 ) + (x 2 t/ + x)=9i/ 2 <=>t/ 2 (xt/ + l) + x(xt/ + l) = 9t/ 2 
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<=> (xy + l)(y 2 +x) = 9y 2 . Dựa vào 2 hạng tử tích (xy + T), (y 2 + x) này, viết phương 

trình (1) <=> (xy +1) + (y 2 + x) = 6y và theo Viét thì xy +1 và y 2 +x là 2 nghiệm của 

phương trình X 2 - 6 yX + 9y 2 = 0 <=> (X - 3y) 2 = 0 <=> X = 3y. Ngoài ra, nếu biến đôì 

phương trình và chia hợp lý ta cũng tìm ra được phép đặt ẩn phụ và có lời giải 2. 

_ T .. . , . , rpi , , n _ \{xy + 1) + (Ị/ 2 +x) = 6y 
/&• Lời giai 1 . Ta có: (/)<=>! ' 

\{xy + V){y +x) = 9y 

Theo định lý Viét thì xy +1 và y 2 + X là 2 nghiệm của phương trình bậc hai: 

X 2 -6 y.x + 9y 2 = 0 <=> (X -3 y) 2 = 0 <=> X = 3y, suy ra: I ^ + *~ 

\xy +1 = 3y 

x = 3y-y 2 \x = 3y-y 2 \x = 3y-y 2 [x = 2 

(3y-y 2 )y -3y +1 = 0 V-3y 2 +3y + l = 0 |(y-l) 3 =0 [y = l 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ phương trình là s = (x; y) = j(2; 1) j • 

_ , /TV í(xy +1) + (y 2 + x) = 6t/ (3) , ^ 

/&• Lời giải 2 . Ta có: \ và do i/ = 0 không là 

[{xy + ĩ){y +x) = 9y (4) 

nghiệm của hệ nên chia (3) cho y * 0, (4) cho y 2 * 0, ta được: 

XI/ +1 y 2 + X , í xy +1 

3 +-—-— = 6 a= 3 r 

V V , fl + ỉ> = 6 , 

Hệ 1 ^ J và đặt < thì hệ < <^>a = b = 3. 

xy + 1 y +x _ 9 b = Ẻ±l l ab = 9 

y y { y 

xy + 1 _ 3 
y 

Suy ra: \ ■£> 

1^ = 3 

. y 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ phương trình là s = (x;y) = |(2;l)j • 

Nhân xét . Để có lời giải 1 ngắn gọn và đẹp như trên, tôi đã khai thác nội dung của 
định lý Viét với tôhg, tích là một biến sô'theo X hoặc y hoặc chứa x m y n . Vấn đê đặt ra 
là đứng trước một hệ phương trình hữu tỷ (không căn thức), có quá nhỉêu phương 
pháp để giải, ta cần ưu tiên suy nghĩ theo phương pháp nào trước, phương pháp nào 
sau ?!! Đây là một vấn đê mà tôi thường thắc mắc khi còn ngồi ở ghê'nhà trường và 
làm thê'nào để dễ nhận dạng chúng một cách dễ dàng ?!. Có lẽ đây là một câu hỏi mà 
bạn hỏi với 10 người có thểsẽ nhận được 10 câu trả lời khác nhau, bởi lẽ toán học có vô 
vàn đường đi và trên mỗi đường đi đêu có phong cảnh đẹp khác nhau tùy vào sự nhận 
xét và "cảm" của mọi người đêu không giôhg nhau. Nhưng chung quy lại bạn cần có 
những phương tiện, những công cụ để đi đến cuối đoạn đường cho phù hợp. Điêu đó 


Jxy + l = 3y Jx = 3y-y 2 [x = 2 
1 y 2 + X = 3 y ° |(y - 1) 3 = 0 ° ịy = 1 
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cũng có nghĩa là bạn cần nắm vững các phương pháp giải của hệ hữu tỷ và theo bản 
thân tôi thường suy nghĩ theo các lôĩ sau khi giải chúng: 

® Xét xem trong hệ có phương trình nào là tam thức bậc hai hay không ?! và nếu có 
thì kiểm tra biệt sô' delta phải là sô' chính phương hay không ? Nếu không là bậc hai 
theo biên X hoặc theo biến y thì ta sẽ sử dụng Casio đểkiểm chứng chúng có phân tích 
được thành tích sô' không ?!. Hiển nhiên chúng không có dấu hiệu đặc trưng của 
những hệ cơ bản (đối xứng loại I, đối xứng loại II, đẳng cấp,...) hoặc đặt ẩn phụ cơ 
bản (đặt ẩn phụ tôhg - hiệu, lượng giác, sô'phức,...). 

© Sử dụng các phương pháp giải đặc biệt, chẳng hạn nháp ve định lý Viét để tìm ra 
phép đặt ẩn phụ, nháp vê hệ sô' tỉ lệ của tam thức bậc hai để sử dụng phương pháp 
cộng đưa về phương trình tích sô',... 

® Sử dụng phương pháp thếnếu tạo phương trình bậc cao hoặc tạo đông bậc. 

® Sử dụng phương pháp đặt ẩn phụ khi các biểu thức trong hệ có mối liên hệ nhau. 

® Sử dụng phương pháp đánh giá bằng hàm sô', bất đẳng thức,... _ 


Ví du 482. Giải hệ phương trình: < ' 

7r - 8 x 1 / • 4y - 6 xy • 4 


12x 4 -4 xy(7x 2 + 4y 2 ) = 4 + 12xy - 23x 2 y 2 (1) 


Phân tích . Nhận thấy (2) có 2 hạng tử xy nằm ở 2 vếkhác nhau, có lẻ đây là sự cô'ý 
của người ra đê đểhướng cho ta hãy phân tích 2.(3xy + 2) = s. Hiển nhiên lượng p ở 
phương trình (2) sẽ là (3xy + 2) 2 = p để có thể được 2 cụm nào đó là hai nghiệm của 
phương trình bậc hai: X 2 - 2(3X1 / + 2).x + (3X1 / + 2) 2 = 0 [x - (3X1 / + 2)] 2 = 0. 

Thật vậy, ta luôn có phương trình: (1) <=> (3x1/ + 2) 2 = 12x 4 - 28x 3 y - 16xy 3 + 32x 2 y 2 
<=> (3 xy + 2) 2 = 4x(3x 3 - 7x 2 y + 8 xy 2 - 4y 3 ) và biểu thức trong dấu ( ) ở vê'phải của 
(2) có dạng đẳng cấp bậc 3 nên <=> (3x1/ + 2) 2 = 4x(x - y)( 3x 2 -4X1/ + 4y 2 ) và do có 2 
hạng tử tích trong p nên viết (1) <=> (3X1/ + 2) 2 =(4x 2 -4xy)-(3x 2 -4x1/ + 4y 2 ). Khi 
đó can viết (2) <=>(4x 2 -4xy) + (3x 2 -4xy + 4y 2 ) = 2.(3xy + 2) và kiểm tra lại thấy 
giôhg phương trình (2) nên đã đi đúng hướng. Từ đó có lời giải 1 chi tiết như sau: 

^ J 1 T ,. , n _ í (4x 2 - 4 xị/) • (3x 2 - 4X1/ + 4i/ 2 ) = (3 xị/ + 2) 2 

[(4x -4xy) + (3x -4xy + 4y ) = 2.(3xy + 2) 

Nên theo Viét thì 4x 2 - 4x1/ và 3x 2 - 4xy + 4y 2 là 2 nghiệm của phương trình: 
X 2 - 2(3xy + 2).x + (3xy + 2) 2 = 0 [x - (3x1/ + 2)] 2 = 0 «. X = 3xy + 2. 

Í4x 2 - 4xy = 3xy + 2 Í4x 2 - 7xy = 2 (3) 

' [3x 2 - 4xy + 4y 2 = 3xy + 2 [3x 2 - 7xy + 4y 2 = 2 

=> 4x 2 - 7xy = 3x 2 - 7xy + 4y 2 <^x 2 - 4y 2 = 0 X = 2y hoặc X = -2y. 


Với X = 2 y, thế vào phương trình (3) <=> 2y 2 = 2 <=> 


y = 1 => X = 2 
y = -1 => X = -2 
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Phân tích . Do bậc của (2) lớn hơn bậc của (1) nên sẽ định hướng biến đổi (1) vê dạng 

tôhg =s và (2) viết dạng tích =p với p là sô' chính phương. Nhận thấy (2) có chứa 

24y 2 gan sô'chính phương (5y) 2 = 25y 2 . Nếu lấy đó là p thì còn lại biểu thức không 

đông bậc nên sẽ khó phân tích thành tích sô' nên sẽ viết dạng ( 5y + a ) 2 . Khi đó quan 

sát (1) <=> (y 2 + 3x) + (9 xy + 1) = lOx - 8 = 2(5x - 4), hiển nhiên đây là phép thử cho a. 

Lúc này nếu (2) <=> (5 y - 4) 2 = (y 2 + 3x) • (9x1/ +1) thì phép thử chọn a đã thành công. 

Thật vậy, khai triển (2) và so sánh thì giôhg với đê bài nên chọn a = -4 là đúng. 

m , 1A í(r/ 2 +3x) + (9xy + l) = 2.(5y-4) _ , .. 

Lời si ải . Ta có hệ ị 2 ' ' nên theo định lý Viét thì 

Ị(y 2 +3x)-(9xy + l) = (5y-4) 2 

y 2 + 3x và 9xy + 1 là nghiệm của phương trình: X 2 - 2(5y - 4).x + (5y - 4) 2 = 0 

<=> (X - 5y + 4) 2 = 0 <íí> X = 5y - 4, suy ra: Y + = ^ 

\ỹxy + 1 = 5y - 4 


Í3x = -y 2 +5y-4 Í3x = -y 2 +5y-4 

[3y(-y 2 + 5y - 4) - 5y + 5 = 0 [3y 3 - 15y 2 + 17y - 5 = 0 
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_ -y z +5y-4 y = l=>x = 0 

x " 3" o 6±ựE 

( 1 / - l)(3t/ 2 - 121 / + 5) = 0 [y- 3 


-1±n/2Ĩ- 


Kết luận: Tập nghiệm cần tìm hệ là s = (x;y) = |(0; 1); - ị I 



^ ^ , 3x 3x 

P/tÂM líc/t . Nếu quan sát kỹ, viết (2) <=> 2 • — + y ■ - = 1, /cềí /ĩợp 

2(1 xỊ 2(1 x') 

3x Í2x 2 +I/.X-1 = 0 

với (1) và đặt t = - - —— — thì hệ (I) trở thành < ■ Khi đó thấy X và t 

2{l-xf [2í 2 +yi-l = 0 

c 1 

là 2 nghiệm của: 2X 2 + yX -1 = 0 và theo Vỉét thì tích p = x.t = - = “ • Từ đó thết 

a 2 

vào sẽ tìm được X, rồi suy ra y và có lời giải chi tiết như sau: 
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/&• Lời giải . Điều kiện: X ^ 1. 

_ WI , 3x i1N1<WT . í 2x 2 +ỵx-l = 0 

Đặt: t = - — thì hệ (I) <=> ị _ 

2(1 -x) 2 {lt 2 +yt-l = 0 

Nhận thấy rằng X và í là hai nghiệm phân biệt của: 2X 2 + yX -1 = 0. Theo 

—1 ± 'Ì3 


1 


-3x 


Viét ta có p = x.t = - = -2- <=> X • 

a 2 2(1-x) 2 


1 , 

= -4o 2x + 2x-l = 0<=>x = 


Khi đó: S = x + t = -- = ~ =>ỵ = -2(x + í) = -2 
a 2 


X — 


3x 


2(1-x) 2 


= 2 . 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của hệ là s = (x; y) = < 


-1 ‘ v3 


IV “ /J 

c) Chia đê định hướng lượng đặt ân phụ 

Có rất nhiêu bài toán mà cân phải chia hai vế với một ẩn hoặc một nhóm ẩn thì mới 
dễ dàng nhận ra phép biến đôì và lượng đặt ẩn phụ. Thông thường đê bài có các 
dấu hiệu nhận dạng thường gặp sau: 

V, . ì íx 2 y 2 + y 4 +1 = 3y 2 (1) 

• Biên cân chia độc lập ra hai vê, chang hạn: < ‘ ' 

[xy +x = 2y (2) 

Khi đó chia (1) cho y 2 * 0 và (2) cho y * 0 thì sẽ tìm được phép đặt ẩn phụ. 

• Các biến can chia chưa độc lập. Ta thường làm theo các bước sau: biến đối, rút 
gọn, roi lần lượt độc lập biên ra hai vế và tìm phép chia để xuất hiện những 
hạng tử liên quan nhau (ước của nhau) ở 2 phương trình. 


, [xy + x + l = 7y (1) 

Ví dư 486. Gi ái hệ phuong trình: ị ' ' 

[ X y + xy +1 = 13y (2) 


(I) 


Đại học khối B năm 2009 


Phân tích . Với y * 0, chia (1) cho y và chia (2) cho y 2 hệ (í) <=> 


X 1 _ 

X H-1- — V 

y y 


X 2 + - + —- = 13 

y y 


thì hệ xuất hiện các hạng tử gân giôhg nhau, ở (1) có 


V 


x + — 
!/y 


, — và ở (2) có các 

y 


X 

( 2 1 ^ 


( ^ 

2 

f 2 1 ì 

/ 


mà 

X H- 

= 

X +~Ỷ 

y 

l y ) 


V V) 


l y) 


+ 2 • — nên sẽ đặt a = X + — ; b = — - 
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rò” Lời giải . Do y = 0 không là nghiệm, nên hệ ( I ) <=> 


1 2 _ 2 1 . o ^ 2 1 2 r» 7 

fl = x + —=>fl = x + — + 2- — <»x + — = ữ -2ơ 


y 2 y 


1 X _ 

X H-1-— 7 

1 V m 

x 2 + \ + - = 13 

y y 

thì hệ phương trình 


7 

\b = 7-a 

\a = 4 

Ị a= 

-5 

< 

- <=>• 

hoăc 


= 13 

[a +a-20 = 0 

CO 

II 

\b= 

12 


(II) ^ 


[ff = 4 x + y 4 [x = 3y jy = l 

[b = 3 X [3i/ -4i/ + l = 0 [x = 3 


[x = 3y íy = 1 „ y = ị 

[3y -4y + l = 0 |x-3 ỵ = \ 


r X H — “5 f 

TT ,. fl = -5 1 / x = 12y 

• Với 1 _ _ , suy ra: < <=> i _ - : vô nghiệm. 

[& = 12 X [l2y 2 +5y+ 1 = 0 

J~ 

, , . A ... s í J 1' 

Kêt luận: Tập nghiệm của hệ phương trình là s = (x; y) = -Ị (3; 1); 1; - 

! V 3 



X 2 + y 2 + xy = 3x - 2 (1) 

(x 2 + xy) 4 + (y 2 + 2) 4 = 17x 4 (2) 


/ 2 ^ 2 2 

P/iÂM tíc/i . Nếu chia (2) cho X 4 ^ 0 thì (2) <=> — —— + —- = 17 và biến 

X X 


X 2 + XI/ ự 2 4 - 2 

đổi (1) <=> (x 2 + xy) + (y 2 + 2) = 3x t’À cho XJ=0 thì được: - —— =1 + - —-— = 3, đã 

X X 

xuất hiện những hạng tử giống nhau ở 2 phương trình và có lời giải chi tiết như sau: 

., -rTi , /TA í(x 2 +xy)+ (y 2 +2) = 3x (3) 

& Lời ữiải. Ta có: 1 1« 1 v . (//ì 

ố w Ị(x 2 +xy) 4 +(y 2 +2) 4 =17x 4 (4) 

Do X = 0 không là nghiệm của hệ (II) nên với X & 0, chia 2 vế của phương 

trình (3) cho X, của phương trình (4) cho X 4 , ta được hệ phương trình: 


/&* Lời giải . Ta có: (I) <=> 
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ỵ2 + XỈ J | Ị/ 2 + 2 _ 3 


* 2 + *yY , fy 2 + 2 


X 2 + XI/ 


(777). Đặt 


y 2 + 2 


thì hệ phương trình: 


ịa+b= 3 Jfl+b=3 Ịrt+b-S 

^ ịfl 4 + b 4 = 17 ^ Ị(fl 2 + ỉ) 2 ) 2 - 2(rtb) 2 = 17 ^ |[(fl + b) 2 - 2abJ - 2(abf = 17 

ịa + b = 3 Jrt + Ỉ> = 3 Jflỉ> = 16 Jữỉ> = 2 

^ > Ị(9-2flfr) 2 -2(flk) 2 =17^j(rtfr) 2 -18flfr + 32 = 0^ > |rt + fr = 3 v |rt + fc = 3 

|ữ = l, ịa = 2 n . ífffc = 16 = p , , 1A _ 

<=> 1 hoặc 1 ■ (loại cụm: < do không thỏa s > 4P). 

\b = 2 \b = 1 + ỉ> = 3 = s 


TT ,.ífl = l [ X 2 + XV = X í X + y = 1 í X = 1 _ „ íx = 3 

• Với < . _, suy ra: 1 ‘ <=> í „ _ <=> 1 _ hoặc í 

ịb = 2 Ịy 2 + 2 = 2x Ịy +2y = 0 Ịy = 0 \y = -2 

TI ,. í« = 2 íx 2 +xi/ = 2x fx + y = 2 íx = 2 w íx = 3 

• Với í. , suy ra: 1 ‘ <=> < - _ <=> < _ hoặc i 

4 = 1 v +2 = x Ịy +v = 0 [y = 0 [y = -l 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x;v) = {(l;0);(3;-2);(2;0);(3;-l)| • 


Ví du 488. Giải hệ phương trình: 


. , , 1 + xV = 19x 3 (1) 

hương trình: _ J _ (7) 

[y + xy =-6x (2) 

Học sinh giỏi lớp 10 huyên Hóic Môn - Tp.HCM năm 2013 


Phân tích . Hệ (7) 


(1) chia cho X 3 * 0 ■ J X 


7 j + y =19 f + y -3-2- Ị- + y =19 


(2) chia choar* 0 


ỵ_.ỵ_ = _f t y 1,J_ , 

, + — - -o — . — + y = -6 

lx 2 X X X J 


(Áp dụng hằng đẳng thức: a 3 +b 3 =(a + b) 3 -3a b(a + b)). Khi đó ở 2 phương trình đã 
xuất hiện nhân tử giôhg nhau nên có phép đặt ẩn phụ và lời giải chi tiết như sau: 

«©* Lời giải . Do X = 0 thì hệ vô nghiệm nên với X 5* 0, chia phương trình (1) 
cho lượng X 3 , chia phương trình (2) cho lượng X 2 , ta được hệ: 

í 1 , 17 1 V _ yfl \ 

-j+y 3 = !9 z + y -3-7 -7+y =19 

(7) i* «.4* 2 2 (77) 


y , y , 

=v + — = -6 

X X 


y 1 , _ , 

„ + y =“ 6 

X X 


^ _ 1 . y ... . /rrx _ a 3 - 3ab = 19 _ rt 3 =l _ fl = l 

Đặt a = — + y, b = — thì hệ (77) < ‘ <=> < <=> < ” 

X X rtỉ> = -6 = -6 ỉ> = -6 
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Phân tích . Nhận thấy phương trình (2) có dạng phân sô' hiển nhiên để đặt ẩn phụ thì 
phương trình (1) cần chia phù hợp. Nếu viết (!)<=> x 3 y 3 +x 2 y 2 + xt/ + l = 4j/ 3 thì sẽ 


3 X X 1 


xác định lượng chia dự kiến là y 3 ^ 0, tức (1) <=> X 3 + — + — r + — T = 4. Khi đó ở 2 

y y y 


phương trình có những lượng có liên quan nhau, tức: 


X H -— H - X ~\ - — 4 

y l y) 


.3 , lìxỉl 


X H - — H -- X H-— 4 

y y { y) 
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- — a 2 = X 2 + + 2 ■ — => X 2 + = a 2 - 2b 


a = x + - « = x + +- 

^ „ 1 / y y y 

Thật vậy, nếu đặt: < => < f : 

b = — u 3 =x 3 + \ + 3- —• x + — => X 3 + \ = a 3 - 3ab 

{ y { V y l yj y 

Tất cả đêu biểu diễn hết theo a, b nên có lời giải chi tiết như sau: 

/&• Lời giải . Điều kiện: y ^ 0. 


(!)<=> 


7 2 lì 

.í 1 

\ 

1 


+ X H- 

= 4 

ữ = x + — 

l yj 

l y 
/ 

' . (77). Đăt • 

y => 

í 3 1 1 

X 

H-X + 

lì 

- =4 

b = — 

y J 

1/1 


y 


2 1 _ 2 


X 3 + —- = a 3 - 3 ab 

y 


\a 2 -2b + a = 4 Í2b = a +a-4 Ỉ2b = a 2 +a-4 [a = 2 

(a 3 - 2ab = 4 [a 3 -rt(rt 2 +a-4) = 4 [(fl-2) 2 =0 [6 = 1 


ịa = 2 

X H-— 2 

y 

[xy-2y + l = 0 

íx 2 - 2x +1 = 0 í 

, suy ra: 

<=> 1 



[0 = 1 

*=1 

>> 

II 

>> 

II 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ phuơng trình là s = (x; y) = |(1; 1) j • 


_ ịx 2 + y 2 + xy+ 1= 4y (1) 


Ví du 491. Giải hệ phuơng trình: 


y(x + y) 2 = 2x 2 + 7y + 2 (2) 

Học sinh giỏi Tp. H'ô Chí Minh năm 2014 


Phân tích . Từ (1) < ẺÉillxA > — + y + X + — = 4<^(x + y)+ x — = 4 có (x + y ), 


^-±7 nên viết (2) «. y(x + yf = 2(x 2 +1) + 7y < chiacho:y * 0 > (x + yf = 2 + 7 

ỉ/ y 

nên đã tìm ra được phép ẩn phụ và có lời giải chi tiết như sau: 

* Lời giải. Ta có: (7 « F +1) : y( r, Jt, : 4! ' (//) 

ly(i + y) i =2( J r ! +l) + 7y 

Do y = 0 thì hệ vô nghiệm nên vói y * 0, chia 2 vế của (1), (2) cho y, đuợc: 

X 2 +1 , , 

-h(l/ + x) — 4 , 

y ' , x 2 +l , . a + b = 4 

(77) <=>7 ” „ vàđặta = -—-—; 7> = X + 1/ thì hệ <=>< . 

, , o 0 x 2 +l, ^ y 9 \b 2 =2a + 7 

(x + yf = 2-^ + 7 * 1 

[ y 

[a = 4-b ịb = 3_ .. ÍỈ7 = -5 




1 fl = 4 - ỉ> 6 = 3 x |b = -5 

<=>7, „<=>7 " hoặc 7 „ • 

ỉ> 2 + 2&-15 = 0 fl = l rt = 9 
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TT ,. ịb = 3 x + y = 3 [y = 3 — X ịx = l , w íx = -2 

• Với _, suy ra: < „ <=> < „ _ <=> •{ . hoặc _ • 

[fl = l Ịx +l = y |x+x-2=0 ly = 2 [y = 5 


[x 2 +1 = 1/ |x 2 + X - 2 = 0 Ịy = 2 

\x + y = - 5 1 y = —5 — X 


[ b = -5 X + y = -5 \y = -5 - X ^ 

• Với _ , suy ra: < , <=> 1 : vô nghiệm. 

[a = 9 [x +l = 9y [x +9x + 46 = 0 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ phuơng trình là s = (x; y) = j(l; 2);(-2; 5)| • 



X 2 +3x 2 !/ = — 

Ví đtt 492. Giải hê phuong trình: • 

x (í) (x;y e □). 


y -1 = - 

X 

Đề nghị Olympỉc 30/04/2013 - Chuyên Phan Ngọc Hiển - Cà Mau 



l + 3y = 4 

í UY 

l + 3y= - 

[ữ = y 

P/ỉỔM tích. Hê (I) < chia ( 1 ) cho: y > 


và đăt < 

2 

1 6 3 
i+- = y 

l X 

( 

1 + 3- - = y 3 

l Uy 

b = - 

X 


thu được hệ đối xứng loại II và có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Điều kiện: X + 0. 

Chia hai vế của phuơng trình (1) cho X 2 , ta đuợc: 

í / „ \3 


(I) o- 


f = - 

« = y í 

x ' và đăt 

< 2 thì hê <=> i 

(2 ) 3 

fc = - 

- =y 

\x 

l X 


1 + 3fl = ỉ> 3 (1) 
1 + 3 b = a 3 (2) 


Lấy (1) - (2) => 3(fl - b) = b 3 - a 3 <=> (a - b)(3 + a 2 + b 2 + ab) = 0 a = b => — = y. 

X 

2 

Thế — = y vào phuong trình thứ hai của hệ ban đầu đuợc: y 3 — 3y = 1 (3) 

X 

Đặt y = 2cosí, íe[ũ;7i] thì (3)<=>8cos 3 f-6cosí = l<=>4cos3f-3cosf = ^ 

___7Ĩ . . , 7t /c2ti ,, ít e Tơ; 7x1 ịn 5n 7n) 

<=> cos3í = cos^-<=> f = +-+ + -—- vàvới < L =>t eị-/;— 

3 93 }ke0 99 9 


1 71 _ 71 1 [ 1 5rc _ 5rc 1 [ 7t: _ 7n 

• ) C’r\C’ • crìC • ) C’r\C’ • crvc • 7 PCìO 


Suy ra: (x; ự) = •{ cos ^f;2cos-f ; cos —-;2cos—- ; cos —-;2cos — 1 
3 H 9 9 9 9 9 9 
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Ví du 493. Giải hệ phương trình: 


, , 8 8 
X 3 +3x 2 -13x-15 = ^r~- 


(1) 


ý y ' f ự) 

i/ 2 +4 = 5i/ 2 (x 2 +2x + 2) (2) 

Học sinh giỏi tỉnh Quảng Nam năm 2014 


Phân tích . Nhận thấy phương trình (1) có biến X, y phân ly ra mỗi vếnên thường sẽ 

' ”, _ (lỴ t (2] 

nghĩ đến việc sử dụng hàm sô, tức (1) <=> (x +1) -16(x + l) = — -4- — , nhưng 

\y) u/ 

không tìm được hàm đặc trimg. Khi đó sẽ nghĩ đến việc chia ở phương trình (2) hợp lý 

2 (ì) 2 

để có 2 hạng tử (x + 1), — • Thật vậy, chia y 2 , thì (2)<=>1 + — = 5-|~(x + l) 2 +1~|- 

V \y) L J 

Rõ ràng đã xuất hiện 2 hạng tử giôhg nhau ở 2 phương trình và có lời giải chi tiết sau: 
/&• Lời giải . Điều kiện: y + 0. Chia 2 vế của (2) cho y 2 , ta được: 




(x + 1) 3 -16-(x + l) = 


' 2 ^ 

3 

-4- 

" 2 ' 

Jh 




1 + 


í 2 \ 2 


(II). Đặt 


vỉ/y 

a 3 -Ĩ6a = b 3 -4 b 


5-[(x + l) 2 +l] (*) 

a 3 - b 3 =4.(4 a-b) 


a = x +1 

b = ~* o' 

y 


(II) <=> < _ „ _ _, ,<=><( 

\l + b 2 = 5(a 2 +1) 


T => a 3 -b 3 =(4a-b)(b 2 -5a 2 ) 

b 2 -5a 2 =4 

(sử dụng phép thế 4 = b 2 - 5 a 2 lên để tạo phương trình đẳng cấp bậc 3) 
<=>21a 3 -5a 2 b-4ab 2 = 0 <=>a.(21a 2 -5ab-4b 2 ) = 0 <v>a.Ụa-4b).(3a + b) = 0 
<=>ữ = 0 hoặc 7a = 4b hoặc b = -3a. 

Với a = 0, suy ra: X + 1 = 0<=>X = -1 và thế vào (*) <=> y 2 = 1 <=> y = ±1. 

7 „ 124 

Với 7a = 4 b, suy ra X +1 = 4— và thế vào (*) <=> ~~ +4 = 0: vô nghiệm. 

8 y 49 y 


-2 , 4 

Với b = -3a, suy ra X +1 = -7- và thế vào (*) <=> y 

3y ' 9 


Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = ị (-1; ±1); 


y 3 V <j 
X = -2 


-2 


y =-, 

ũ 

X = 0 


- 2; V 


0: -f 


Ví du 494. Giải hệ phương trình: 


, yịxy + x + 2 + sỊx 2 +x -4\[x = 0 (1) 


(I) 


[xi/ + X 2 + 2 = x.(Ẹy + 2 + 3) (2) 

Để nghị Olympic 30/04/2013 - THPT Kom Tum - Tỉnh Kom Tum 
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Phân tích . (/)< 


chia (1): 
chia (2): x*0 


Jỹ +1 + - + ^/x+ĩ = 4 Ỵ /+ x +1 + ^ X + 1 - 4 

r 2 X _ « 2 r?- 77 

I/ + X H— = ux I/ + 2 + 3 1/4-b X = |x y~\ — +3 

X v X V 1 X ) 


2 ; V17 • 1 • ý/> • 1 4 ^ , 

và đặt a = y +—, b = x thì hệ <=> < : đổi/ là hệ đôi xứng loại I. 

X \a + b = 4ãb + 3 

Lời giải . Điều kiện: xy + x + 2 > 0, X > 0, xy 4- 2 > 0. 

Do X = 0 không là nghiệm hệ nên với X ^ 0, chia (1) cho \[x, chia (2) cho X : 


(!)<=>■ 


f x + 1 + ^ = 4 . = y + j^ + ^ = 4 

9 ÍT—hT vàđặt X thìhệ^r_ 7: 

y+-+x= X y+— +3 [b = x L ỵ 

X VI X 


Ja + ỉ> + 2 + 2^(a + l)(ỈM-l) =16 Ỉ77 4-6 4- 2 ^ 7764 - 774-6 4-1 = 14 

a 4-6 = %/Õ6 4-3 17 + 6 = \[ãb + 3 


I? • 6 Viỉ6 • 3 fl + b = võF + 3 

4ãb + Isịab + ~Jãb +4=11 2\ Iỉ6 ! vã/ĩ í 4 11 \ĩỉ6 

a + b = \fãb+3 a ■ b - yÕ6 ■ 3 


a 4- 6 = \Ịab + 3 


<>:()< yab < 11 


<>:()< \ iỉ6 < 11 


4(a6 + \ 7(6 • 4) - (11 \ iỉ. 


<í/>) • 26 V(ỉ6 103 0 


xỊab =3 
a 4-6 = 6 


ịab = 9 a 3 I/ + - = 3 

l« + k = 6 [6 = 3 L = 3 y = | 


Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm của hệ phuong trình là (x; y) = 3; — • 

V 


Ví du 495. Giải hệ phuong trình: 


^ (2x 4“ y — l)(y/x+~3 4- yjxy 4- vx) Svx 


X + 3 + v -VI/) + xy = 2x(6 - x) 


P /77777 hc/i . Nếu chia 2 vế của phương trình đâu tiên cho \fx, và chia phương trình 
thứ hai cho X thì sẽ thu được những hạng tử giôhg nhau ở 2 phương trình. 

/&• Lời giải . Điều kiện: X, y > 0. Do X = 0 không là nghiệm hệ nên: 
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(2x + J /-l)-í^p + ^ + lì = 8 ị(2x + y -1) • í + >/ỹ +1 I = 8 

y sỊx J y yx 

^ V Í77T 'y ° \( f—T \ ! 

J + /Ị + J/ = 2(6-:t) J—+2x+i/ = 12 


Đặt fl = 2x + y, b = . 1 + V 

\ X v 


V 1/ >0 thì hệ <=> j 

í-n 7,2 7 , ^ r 


(a-l)(b + 1) = 8 

6 2 +fl = 12 


a = 12-b Ầ ,b>0 \a = 12-b ,b>0 


b 3 +b 2 -116-3 = 0 [(fl-3)(fl 2 +4fl + l) = 0^ \b = 3 

ị ^ 2x + y = 3 y = 3-2x 

vớl U=3' 8uyra: Ẽ±l + ^=3 0 '^ - 


+ >/3-2x - 3 = 0 (3) 


Xét hàm SỐ f(x) = + \Í3-2x - 3 trên 0; ^ có: 

\ X y 2_ 

f\x) = 1 < OVx e ío; nên f(x) nghịch biến trên 1 0; § 

M ; 2x 2 Vx + 3 4TĨI l 2) { 2_ 

Mặt khác ta có: /(1) = 0 nên X = 1 => y = 1. 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ phương trình là s = (x; y) = |(1; 1)| • 


Ví đ« 496. Giải hê phương trình: 1 1 *^ A + l/ l/ 

ơ) 

[x 2 (x + y-2) + x = 5y + 2 



, /T , X 2 +1 - yjx + y = y 

&> Lời giải . Điêu kiện: X + y > 0 thì (I) <=> < v y 

[x 2 (x + ỳ) - 2(x 2 +1) + (x + y) = 6y 

í(* 2 +l)-yVx + 3/=y ^ j(x 2 +l)-y^+ỹ = y 

Ị(x + y)(x 2 +l)-2(x 2 +l) = 6y Ị(x 2 + l)(x + y - 2) = 6y 
Do y = 0 không là nghiệm hệ nên chia mỗi vế của ( II) cho I/ ^ 0 được: 


X 2 +1 


-Jx + y =1 


(II) ^ 


X 2 +1 


/ (ííí). Đặt a = ——-—; b = Jx + y > 0 thì: 

X +1 y 

—^-(x + i/-2) = 6 

, y 


fa-b = l ífl=6+l ịa = 3 

(III)<^>\ <=>í,- ' <=>í ^ ■ 

[ fl ( 6 z - 2 ) = 6 [ ử 3 + 6 2 - 26-8 = 0 [6 = 2 

[fl = 3 _ |x + y = 4 -3±>/53 ... 11 +Vi 

v« ;: a , suy ra: G ; 3 7 =n = = ^ 


380 







khangvỉetbook.com.vn - ĐT: (08) 3910 3821 - 0903 906 848 


v g. , , „ -3 - Vrâ. 11 + V53ÌÍ-3 + >/53.11 - >/53 Yl 

Kẽt luận: So điêu kiện => x;i/ =1 -— 1 —;——-— ; -—-—;-— 1 f 

v ' IV 2 2 2 2 )) 



T v . .„ 4 x-3x 2 i/-9xi/ 2 „ „ „ s „ 

/&* Lời giai . Điêu kiện: X + 3i/ 0; -—-— > 0; 3 y - X > 0; X I/ > 0. 

X + 3y 

(x 2 +2)(x 4 -2x 2 +4) = 6x 5 i/ c , „ - 

. r , X 6 + 8 = 6x 5 i/ 

(!)<=> ì 2 4x-3x 2 i/-9xi/ 2 <=>^ 3^3 (II) 

(3ị/-x) 2 = - - Ịx 3 + 27i/ 3 = 4x í 

X + 3 y k 

Do X = 0 không là nghiệm của hệ nên chia 2 vế phuong trình (1) cho X 6 ^ 0 và 
phuung trình (2) cho X 3 ^ 0, thì hệ phuong trình: 
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(II) ^ 


(III) ^ 



1+1 

4 2 ' 

3 

= 2 

r 3y 'ì 


<=> < 


v x 2 y 

3 

V X ) 

(III). Đặt « 


1+1 

ị 3y" 

= 2 

' 2 3 






y x 2 J 



_ 8 _ = 6y 

X 6 X 

27y 3 _ 4 

X 3 X 2 


1 + a 3 2 b (1) (1) _ ( 2 ) ^ fl 3 Ý _ 

1 + b 3 =2a (2) 


fl = , >0 
X 

h=ĩi 


n 3 -b 3 = 2(b -«)<=>(«- ỉ>)(fl 2 + + ỉ) 2 + 2) = 0 


í ỉ^í 3^ 2 

<=>(«-&)• a + -- + —— + 2 = 0 <=> = y, suy ra: y = -r~- 

. 2 1 4 3% 

Thế y = vào ( 2 ) <=>x 6 -4x 4 + 8 = 0 <=>(x 2 ) 3 -4(x 2 ) 2 + 8=0 
3x 

<^>(x 2 -2)(x 4 -2x 2 --4) 0 <>x I\2 hoặc X 2 1 i \ 3. 



X = \Ỉ2 

X = -yJĨ 

Suy ra: < 

^2 v < 

y/2 v < 


y = — 
r 3 

y = ~— 
r 3 


2 V 

3Ậ + S 


3V1-V5 

/ _ \ 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = -yịl-sỊE ;- 

l 3Vl-V5 J 



Đ'ê nghị Olympic 30/04/2014 - THPT Chuyên Lê Quí Đôn - Khánh Hòa 


Phân tích . Nếu chia (1) cho \J 2 , chia (2) cho y ta sẽ có những hạng tử giôhg nhau ở 2 
vế và có lời giải chi tiết như sau: 


Lời giải. Điều kiên: <L 3x _ thì (I) <=> 
A 1 + —>0 

. y 


|l + 3 ■ — = 2 • ( — I +1-4• — • — 

I y \y) y y 

— -2• —ì ịpt-3^- = 2• — -1 

y yjy y y 


X 1 _ 1 , \'lĩ+3~a = 2a 2 -4ab + l (3) 

Đặt a =—, b = — • Khiđóhệ <=><^ _ ' 

y y {(a-2b)Ạ + 3a = 2a-l (4) 

Nhận thấy nếu cộng 2 phương trình cho nhau thì sẽ đưa được vê phương trình tích số. 

(3) + (4) => (a-2b + iyj3a + l = 2a.(a-2b +1) o(a-2b + l)-(Sõ+ĩ-2) = 0 

• Vói \Ỉ3a + l = 2 <=> a = 1, suy ra: X = y và thế vào (2) <=> X = 4 => y = 4. 
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• Với a +1 = 2 b, suy ra: x + y = 2<=>y = 2- x và thế vào phương trình: 
(2) <=> -yíS = 2(2 - y) - y <=> »y = 2=>x = 0. 

V y V y y 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của hệ là s = (x;y) = |(0;2);(4;4)| • 



4x^1/ +1 + 8x = (4x 2 - 4x - 3 )n/xT 
— —- + X 2 = (y + 2)J(x + l)(y+ 1) 


Phân tích . Nêu chia (2) cho sỊx + 1 ta sẽ phân ly được X và y ở mỗi vế. Khi đó khả 
năng đưa vê phương trình đối xứng 2 hiến hoặc xử dụng hàm sốlà rất cao. Thật vậy: 

_ x 3 +x{x + l) , IX , ,1 X Y, X , .. ,v~. , /—T 


(2)^ ; ^;;^ =[(y + i) + i]VyTĩo 

(x + 1)\ X + 1 


-(ựy+i) 3 + yy+1 


Nếu đặt a = ■ x , b = Jy +1 thì sẽ đưa vê phương trình đối xứng a 3 +a = b 3 +b 


hoặc giải bằng phương pháp hàm sô' để tìm mối liên hệ X, y và thếvào (1) tìm ra X, y. 
Lời giải. Điều kiện: 1* J J thì (2) <=> í-pL= + -JL= = ( v y i 1) + ^Jỹ+1 

[y- vvl + l 7 Ay/x + l 


Đặt a = . x , b = Jy + 1 thì phương trình <=> « 3 + a = b 3 +b <=> a = b. 

yX +1 


Do đó: Jy + 1 = 


• X > 0 và thế vào (1) <=> , +2 =(2x-l) . 

V vX + 1 J 


Suy ra: X = 3 => y = ^: thỏa điều kiện. 


Kết luận: Nghiệm hệ là (x; y) = 1 3; • 

d) Liên hợp đê phát hiện lượng ân phụ 

Thông thường ta ghép các căn thức với nhau hoặc ghép căn thức với biểu thức 
trong cùng một phương trình hoặc cộng - trừ các phương trình với nhau để nhân 
liên hợp nhằm xuất hiện những nhân tử giôhg nhau hoặc g'ân giôhg nhau của hai 
phương trình, từ đó tìm ra phép đặt ẩn phụ. Ta cùng tìm hiểu một sô'ví dụ sau: 



ỵi + 2 + y y + 3 + x + y — 5 
s/x 2 + 2 + Jy 2 + 3 - X - y = 2 


Phân tích . Xuất phát từ phương trình thứ hai, nếu ghép sỊx 2 + 2 - X, yy 2 + 3 - y 
thì sau khi nhân lượng liên họp sẽ xuất hiện hạng tử cộng giống với phương trình 
một. Từ đó ta tìm được phép đặt ấn phụ và có lời giải chỉ tiết như sau: 
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rả* Lời giải . Do yỊx 2 + 2 + X = 0; Jy 2 + 3 + y = 0 vô nghiệm nên: 


Ịx 2 + 2 + X + Jy 2 +3 + 1/ - 5 ịa + b = 5 


(!)<=>■ 


X 4- 2 + X -uy + 3 + y 


^ <=> { 2 3 vói 

=2 -+ ị =2 

a b 


a = sjx + 2 + X > 0 
b = 41/ + 3 +1/ > 0 


a + b = 5 


b = 5-a 


2b + 3a = 2ab 2a-9a + 10 = 0 


<=> a = ỉ> = 2 hoặc 


• Với 


suy ra: 


„ x<2; y <3 

slx 2 + 2+x = 2 , / , 

r- _ <=>(x -4x + 4 = x +2<=> 


y +3+y -3 \ y 2 _ ốy + 9 = y 2 +3 [y = l 


5 

a = -- 
2 

• Với < _ , suy ra: 

, 5 

I 2 


X + 2 + X = 3- X, 1/ < — 

o «-/ o 


,5 n-T,,, 5 .. 17 _ 13 13 

ơ = — Jy +3 + 1 / = — x = — ,y = — 1 / = — 

l 2 14' 2 l 20 20 l 20 

^ v ^ 171 4 f 17 13 Ỵ| 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x;}/) = j 2.; 1J; 2L; 22 j Ị. 


....|7/2x + J2y=4 (1) 

w du 502. Giải hê phuong trình: Ị _ ' ) ( I ) 

[%/2x + 5 + ự2y + 5 = 6 ( 2 ) 

Học sinh giỏi tỉnh Bà Rịa - Vũng Tàu năm 2011 
Phân tích . Nếu cộng 2 phương trình với nhau thì có \ 2x I 3 + v2x, ^j2y + 5 + ^pÃ/ 
và nếu trừ 2 phương trình cho nhau thì có \ 2x I 3 \ 2x, y 2 i/ I 3 yjĩỹ và tương 

tự ví dụ trên ta sẽ nhân liên hiệp cụm trừ thì sẽ xuất hiện cụm giôhg khi cộng. 

/&* Lời giải . Điều kiện: x; y > 0. 

m e ghLílì. , (y2x • 5 ■ 'ì-*') 1 (\2.‘/ • \ M 

<2) ~ (1) Ị(ự2x + 5-^) + (ự2y + 5- N /2ỹ) = 2 

(\/2x + 5 + n/2x) + ( x 2i/ + 5 + yỊĩỹ) = 10 

5 , 5 (lí) 

(yl2x + 5 + yỊĩx) (ự2y + 5+ự2ỹ) 

íữ - v2x • 3 • v2x>0 ff + & = 10 f fl + fc = io ífl + b = 10 

\ b v 2i/• 5 • v 2i/>0 F + ^ = 2 Ị5(fl + &) = 2fl& |ob = 25 

ífl = 5 [ \j2x + 5 + ^/2x = 5 [ \Ị2x + 5=5- sfĩx íx = 2 

[ b = 5 lự2i/ + 5 + ự2^ = 5 tự2y + 5=5-ự2ỹ lv = 2 
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Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ phương trình là s = (x;y) = |(2;2)j • 


Ví du 503. Giải hệ phương trình: 


ình: Ị x "l y2+6 + w * 2 + 3 = 7x y (!) 

+ 3 + y<Ịy + 6 — X + y + 2 


p/uhr fíc/t . Từ (1) te có thể tạo ra lượng cộng bằng cách cộng thêm 2 vế 2xy, tức: 

(1) <=> x-ịy 2 + 6 +xy + 1/v.v' + 3 + xy = 9xy <=> x(yjy 2 + 6 + y) + y(\lx 2 — 3 + x) = 9X1/. 

(2) <=> x^Ịx 2 + 3 - X 2 + y^Ịỹ 2 + 6 - y 2 = 2 <=> x.(^/x 2 + 3 - x) + y.(,Jỹ 2 +6 -y) = 2 

Nêu liên hợp lượng trừ ta được: ■ -+ - , ^ - = 2 và khi đó ta thấy ở 

yl X +3 +x <ựy + 6 + y 

J 7 * _ 7 . _ .. 


(1) cẩn c/íte cho lượng xy sẽ xuất hiện dạng nghịch đảo của nhau và có lời giải sau: 
/&• Lời giải . Ta có: ( I ) <=> • 




+ 6 + y) + y{\Ịx + 3 + x) = 9xy 
x(4x 2 +3 - x) + y(yjỵ 2 + 6 - y) = 2 

\Ịy 2 +6+1/ ^ Vx 2 + 3 + X 

y 


--+-- 

y X 

3x 6 y 

a/x 4- 3 + X -^y - +6 + y 


= 9 


= 2 




, fl = 3 

• Với V , suy ra: 
ỉ> = 6 


(lí). Đặt a =■ 'lx r Ĩ3 + x^ b = '/ỹ 7 TĨ+ y 
X y 


I a = 3 
|ỉ> = 6 


a + b = 9 

r ỉ> = 9 - a 

ịb = 9-a 


9 

a ~ 2 ị 

3 6 <=> 1 



<=> < 

v 1 

- + - = 2 
_ff & 

[6fl + 3ỉ> = 2flỉ> 

[2a 2 -15fl + 27 

= 0 

= 9 ì 

l 2 


• Với < 


9 

ữ = - 
2 

í, 4 

2 


[ a/x 2 + 3 = 2x Í3x 2 =3 , v r n 

: ỊimLsy R 2 -6; *, y >0~ ( * ;!,) T'2 J 

r / íx, i/>0 í 2%/Ĩ5 

2yx 2 + 3 = 7x 1 , _ 1 E 

, suy ra: <1 ”___ <=> <145x = 12 <=> 


X, y > 0 
2 

45x 2 =24 


12^/y 2 + 6 - 7y 
Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x; ự) = 


y = - 


15 


í í 


v 1; 2y 


V 15 ' 15 , 


Ví du 504. Giải hệ phương trình: 


+ 2^x 2 + ĩ + y 2 = 3 

y 


y 

X + 


■+y =0 


(1) 

( 2 ) 


ơ) 


L + X + X 
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Phân tích . Thấy (2) đã có lượng cộng nên (1) <=> + y 2 + 2x + 2.(4x 2 +1 - x) = 3 

y 


<=> 


y+y 

\V J 


+ 2(4: X 1 +1 -x) = 3 và (2) <=> — + y + (4l + x - x) = 0 đã có lượng giôhg 

y 


nhau ở 2 vê'nên sẽ đặt a = 4l + x-x, b = — + y. Từ đó có lời giải chi tiết như sau: 

y 


/&• Lời giải . Điều kiện: y^o. Ta có: (/) <íí> J 


2 A 

—— + y + 2x + 2yỊx +1 — 2x = 3 

y ) 

y 

■n/x 2 +7 + X 


Liên hợp ở phưong trình thứ hai thì hệ <=> 


X + 


'x* 

7 -+y 

\V J 


+y 2 =0 


+ 2.(4x z +l-x) = 3 


X + y(4x + 1 - x) + y =0 


Chia 2 vế cho y ở phương trình thứ 2 thì hệ <=> 




+y 

í.. \ 


+ 2(n/x 2 TĨ-x) = 3 


\y J 


■+y 


+ (4x +1 -x) = 0 


_ X , r~ĩ —r \a 2 +2b = 3 ịb = -a;b> 0 

Đặt a = — + y, b = 4x + 1 - X > 0 thì (II) <=> ị <=> <! ' _ 

y \a + b = 0 Ịrt 2 - 2fl-3 = 0 


ịa = -1 X +1/ +1/ = 0 

<=> <r , suy ra: 1 


Jx = 0 

[b = 1 7 |x 2 +l = (x + l) 2 , X>-1 |y = -l 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của hệ là s = (x; y) = |(0; -1)| • 

e) Dựa vào một sô biến đôi đẳng thức cơ bản đê tìm ra phép đặt ân phụ 

Có một sô'hệ phương trình với bề ngoài nhìn phức tạp, nhưng nêu chúng ta nắm 
vững những phép biến đổi đẳng thức cơ bản thì sẽ tìm được mối liên hệ giữa hai 
phương trình cũng như các biến. Từ đó định hướng phép đặt ẩn phù hợp. Trong 
mục nhỏ này tôi xin được giới thiệu một sốphép biến đổi đẳng thức đơn giản sau: 


xy + X + y = p <=> (x + 1) • (y + 1) = p +1 


Chứng minh : Ta có xy + x + y = p<=>xy + x + y + l = p + l 

<^>x-(y + l) + y + l = p + l<^>(y + l)-(x + l) = p + l (đpcm). 


X 2 - xy + y 2 = p 2 <=> — + 

y + p X + p 


= 1 
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Chứng,minh : Tacó-X- + -X- = 1« * • ( J p w + 1 - ( »'Ị M = 1 
y + p x + p (. 1 / I PM-V + P) 

<=> X 2 + px + y 2 + pt/ = xy + pt/ + px + p 2 <=> X 2 - xy + y 1 = p 2 (đpcm). 

„13. 

® xy = p <=> —— + —t-— = 1 
X +1 y+ Ị3 

Chứngmịnh: Ta có: -i-+-5-= 1 ^ = 1 

-VH 1 y-t p (x + 1) • (l/ + P) 


<^>px + y + 2p = xi/ + px + i/ + p<^>xi/ = p (đpcm). 

Sau đây ta sẽ tìm hiểu một sô'ví dụ vận dụng những biến đổi cơ bản này. 


í XI/ + X + y - 3 

(1) 


Ví du 505. Giải hê phuơng trình: <j 1 12 

(2) 

ự) 

[x 2 +2x y 2 +2\J 3 



Phân tích . Đây là hệ đối xứng loại I, nhưng nếu biến đổi vê tôhg s = x + y và p = xy 
thì thu được hệ mới khá phức tạp, gây khó khăn trong việc giải. Nhưng nếu áp dụng 
biến đôĩ đẳng thức © với p = 3 thì (1)<=>(x + 1)-(i/ + 1) = 4. Khi đó các mẫu sô'của 

(2) viết dưới dạng hằng đẳng thức: X 2 + 2x = (x +1) 2 -1 và y 2 + 2y = (y + 1) 2 -1 thì 
sẽ xác định được phép đặt ẩn phụ và có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Điều kiện: ị x ' y . Khi đó: (1) <=> < 1 1 2 

1 [ (x +1) 2 — 1 (y + l) 2 -l 3 


Đặt 


Ííĩ = X +1 

\b = y + l 


ab = 4 

thì hệ <=> ị 1 1 2 <=> 

.fl 2 -l + ỉ> 2 -l = 3 


ịab = 4 

\5a 2 +5b 2 =2a 2 b 2 +8 


ị ab = 4 í = 4 í = 4 ịa = 2 ịa =-2 

[a + b =8 [a + b = 4 Ịfl + b = -4 \b = 2 \b = -2 

_ íx + l = 2 íx + l = -2 fx = 1 íx = -3 

J [y +1 = 2 [y + l = -2 [y = l \y = -3 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của hệ là s = (x;y) = {(1; 1); (—3; —3)} • 
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Phân tích . Áp dụng đẳng thức © với P = 1 thì (2) <=> ^— + y = 1 thì ở cả hai 

y+lx+1 

phương trình có những hạng tử giống nhau và có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Điều kiện: < • Đặt a = — ; b = thì 

[y * -1 y + 1 x + 1 


ự)o< , „ 

\a + b = l \a + b = 1 


Suy ra: 


o 

II 

a = 1 

\a = 0 

< <=> ■ 

hoăc 


[a + b = 1 

o 

II 

Ị& = 1 


í r = !, + 1 hoăc 

íx = 0 

Ị i/=0 hoăc 

íx = 0 



o 

II 

Sy 

[y = x + l 

[x = l 

\y = 1 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của hệ là s = (x;y) = |(l;0);(0;l)j • 



X y \ 1 1 

- + —= -- + ---1 

( 1 ) 

Ví du 507. Giải hệ phuong trình: - 

y X xy X y 

ơ) 


x u X - xy + y 

( 2 ) 


X +1 y +1 xy 

Đ'ê nghị Olympic 30/04/2012 - Sở GD & ĐT tỉnh Bạc Liêu 


Lời giải . Điều kiện: x^o, y^o, y V -ĩ, x^-1. 

(1) <=> x 3 y + y 3 x - xy = X 2 + y 2 - x 2 y 2 <=> xy.(x 2 + y 2 - 1) = X 2 + y 2 - x 2 y 2 

<=>xy.(x 2 + y 2 )-(x 2 +y 2 ) + x 2 y 2 -xy = 0 <=>(x 2 + y 2 )(xy- 1 ) + xy(xy - 1 ) = 0 

>—í -VI í 1 \í -V-2 I 1 #2 I -V-1 l\ - n >—-V. í í 1 \ , yỴ , 3 ỉ/ 2 Ln 


^(xy-l)(x + y + xy) = 0 <^> (xy - 1 ) • ự+ 2 ) + 4 =0 (3) 

Do X + ^ + ^ 7 -> 0, Vx,y =£0 nên (3) <=>xy = 1 <=> —í— + — = 1 (4) 

^ 2 y 4 x + 1 y+1 

X +1 -1 y +1 -1 X I/ , . f 1 1 ì X 2 + y 2 

Ta lại có: (2) <=> —— + \ =- + --l<t»3- —— + —— =- — (5) 


taiạico: ( 2 ) <^>-—+ -- — = - + ^-lođ-\ -- +-- =-— (t 

X +1 y +1 y X ^ X +1 y +1J xy 

Từ (4), (5) suy ra: (x - y ) 2 = 0 <=> X = y và thế vào xy = 1 thì đuợc x = y = ±l. 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ phuong trình là s = (x; y) = |(1; 1)] • 
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f) Đặt ân phụ dạng tổng - hiệu 

Ta sẽ đặt ẩn phụ dạng tôhg - hiệu a = x + y, h = x-y nếu trong hệ phương trình 
có chứa những hạng tử thường gặp sau: 


• 2x = a + b. 

• X 2 - y 2 = ab. 


2 y = a-b. 

2 (X 2 +y 2 ) = a 2 +b 2 . 


2x(x 2 + 3y 2 ) = 2(x 3 + 3xy 2 ) = a 3 +b 3 . • 2y(3x 2 +y 2 ) = 2(3x 2 y+ y 3 ) = a 3 -b 3 . 


2(x 4 + 6 x 2 y 2 + y 4 ) = a 4 + b 4 . 


8xy(x 2 +y 2 ) = a 4 -b 4 .... 


Việc chứng minh các biểu thức này theo a, b khá nhẹ nhàng, tôi sẽ trình bày thông 
qua từng ví dụ. Vẩn đê ở đây là ta cần nắm vững các dấu hiệu nhận dạng này. 



2x + 2x 2 - 2y 2 = 7 
2{x 2 + y 2 ) = 5 


(/) (i;yeO). 


Phân tích . Bài toán có chứa các hạng tử 2x, 2(x 2 -y 2 ), 2(x 2 +y 2 ), đó là dấu hiệu 
của sự đặt ẩn phụ tôhg - tích dạng a = x + y, b = x-y. 

.ịa = x+ 1 / \2x = a + b, x 2 -y 2 =(x + y)(x-y) = ab 

& Lời giải . Đăt ị 2 • Khi đó: ị ' . ' „ , 

\b = x-y [ 2 (x +y ) = (x + y) +(x-y) =a +b 

ịa + b + 2ab = 7 ịa + b + 2ab = 7 Í2ab = (a + b) 2 -5 

ự )«. J ,, _ <=> r ,' _oị .., / 

[a+b =5 [(a + b)-2ab = 5 [(a + b) 2 +(a + b)-12 = 0 

ịa + b = 3 m , w [a + b = -4 „ ịa = 1 , w \a = 2 

<r> <! (thỏa s > 4P) hoặc <! (loại) <=> <7 ' hoặc ị 7 • 

[ab = 2 [ab = 5,5 [b = 2 [b = 1 

fx + y = l \x + y = 2 (3 l7 (3 1^ 

Suy ra: r 3 hoặc ■ <^{x;y)= ^ • 

[x-y = 2 [x-y = l u 2)\2 2) 

^ IY 3 l7 Í3 lỴ| 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ phưong trình là s = (x;y) = 1 2 ' 2 J' 2 ; 2 J1 


.. . Jx + y - Jx - y = 2 

T /du 509. Giải hệ phương trình: 7 —- _ _ 7 .___ (7) (x;i/gD). 


X 2 + y 2 +1 - Jx 2 - y 2 = 3 


_ (7z = x + i/ í a 2 = X 2 -2xự +1/ 2 ® , , fl 2 +ỉr _ 

Phân tích. Nêu đăt: ị J t . . - . => X + V = ——- Khi đó, 

• \b = x-y ịb 2 = X + 2xy + y ' 2 

viết X 2 - y 2 = (x - y)(x + y) = ab thì tất cả đêu biêu diễn được hết theo a và b. Thông 

thường học sinh sẽ đặt a = sỊxTỹ, b = Jx-y, nhưng làm như thế thì phương trình 

thứ hai là bậc cao và sẽ rất phức tạp. Đó là lối đi sai tâm thường gặp của học sinh. 

íx + }/>0 fa = x + y >0 
/&• Lời giai . Điêu kiện: < • Đặt ị 

X - y > 0 [b = x-y>0 
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(*)«►• 


yỊã-*Jb= 2, ( a>b ) a 2\ỉab ■ b 4, ( a>h) 

V 2 V 2 


(i a > b) 


\a + b = 2\ab + 4, 


v ' \a + b = 2\Ịab + 4, (fl>ỉ?) 

^ 4 - 4) 2 ; - M, + 2 = ^F + 3 C ’Uí» + 8'/Ã + 9='/Ã + 3 


i + b = 2\fãb+4 ịa = 0 


<=> 1 <Í5> 1, _ (loại) hoặc <. • suy ra i ‘ _<=>-( 

[ab = 0, ( a>b ) [ỉ> = 4 [b = 0 [x-y = 0 [y = 2 

Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm hệ phuong trình là s = (x; y) = {(2;2)} • 


x + y = 4 [x = 2 


w du 510. Giải hệ phuong trình: 


X + y +1 + y-x- 2 Jx - y = 3 (1) 


u*+ !/-#-.!/ = 2 - (2) 

Đề nghị Olympic 30/04/2014 - THPT Nguyễn Huệ - Phú Yên 


Phân tích . Bản chất bài toán gần giôhg như ví dụ trên. Nhưng nếu để ý mối liên hệ 
giữa hai phương trình, tức từ (1) ta có (1) <=> /x 2 + y 2 +1 - (x -y + 2yịx-y) = 3 
<=> /x 2 + y 2 +1 -ựx -y ■ (yỊx-y + 2) = 3 và thế *ịx-y + 2 = 'ịx + y từ (2) vào thì 
sẽ đơn giản hơn, tức (1) <=> sịx 2 + y 2 +1 - -ựx - y/x + y = 3 và có lời giải chi tiết sau: 

_ ,. .,. ịx + y > 0 

Lời giai. Điêu kiên: ị 

l*-y^o 

nx, [« = * + y _ [fl 2 = X 2 + 2xy + y 2 a 2 + b 2 


Đặt \ a x + y, (a > b > 0) <=> 
1 b = x-y 


u — X + 2x1/ + 1/ 9 9 (ĩ^ + 

, => X + y = ——— 
b 1 = X 2 - 2xy + y ' 2 


+ y 2 +1 - (x - y + 2 \]x-y ) - 3 /x 2 + )/ +1 - yỊx-y(yjx-y + 2) - 3 


X - y + 2 = Jx + 1 


X -1/ + 2 = Jx + 1 


/x 2 + y 2 +1 -/x-y./x + y = 3 ^ J-(a 2 +b 2 ) + l-\fãb =3 
pvỊj +ĩ=s pvỊi U-S=2,(n>b>2) 


(a + b) 2 ~2ab + 2 


= \ <?/> + 3 


Ịab + 4) - 2flỉ> + 2 


= \ab + 3 


rt + b - 2\ab = 4 


a + b = 2\ab +4, (a>b> 0) 


<ỉ/> + 8gab + 9 = \ ab + 3 


ab = 0 


a = 4 [x + y = 4 Íx = 2 


Ịrt + = 2\fãb +4, (a >b > 0) \a + b-4 |fc-0 |x y-0 ịy-2 

Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm hệ phuòng trình là s = (x;y) = {(2;2)Ị • 
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Phân tích . Nếu đặt a = x + y, b = x-y thì (1) <=> X 4 - y 4 = 2x-y, trong đó sẽ phân 
..4 ..4 V, _w „2 , \a 2 =x 2 + 2xy + y 2 ® , , , a 2 +b 2 


tích: X -y ={x-y){x + y){x +y ) với 


a=x+2xy + y ® , a 2 +b 2 

b 2 = X 2 - 2xy + y i 2 


íức X 4 - y 4 = ab ■ 


Còn 2x-y = m.(x + y) + n.(x-y) = (m + n).x + ( m-n).y 


và đông nhất hệ sô'được hệ \ 1 1 <=> m = ị, n = ^, tức viết 2x-y = \a + \b. 

ịm -11 = -1 2 2 2 2 

Khi đó (2) <=> [(x - y)(x + y)] 3 = 3 <=> ( ab ) 3 = 3. Tất cả đêu biểu diễn hết theo a, b. 
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rằ» Lời giải . Đặt a = x + y, h = x-y. 


a 2 +b 2 a + 3b 


{x 2 -y 2 ){x 2 +y 2 ) = ụx + y) + ^{x-y) ab .^L = ^ 

(/)<=>< 2 2 <=> ị 2 2 

[(x-i/)(x + i/)] 3 =3 {{ab) 3 = 3 

ab(a 2 +b 2 ) = a + 3.b 

<=>< T => ab(a 2 + b 2 ) = a +a 3 b* a(a 2 b+ b 3 -l-a 2 b i ) = 0 

3 = (abf (*) 

<=>a[(Z? 3 -l) + a 2 ỉ?(l-Z? 3 )] = 0 <=>a(Ỉ7 3 -l)(fl 2 ỉ?-l) = 0 <=>a = 0 VỈ7 = 1 va 2 Z? = l. 

• Với a = 0, thế vào (*) <=> ( ab ) 3 =3 = 0: vô lý nên hệ vô nghiệm khi a = 0. 

L_ 1 + ^3 

f 3/7 x =——— 

• Với b = l, thế vào (*) <^> a 3 = 3 <=> a = \Ỉ3, suy ra: ] x + y - <=> -Ị 2 

1 1 v3-1 


x-y = l 


-Ị -1-1 

Vói a 2 b = 1 <=> ab = -, thế vào (*) <=> -4r = 3 <=> a = -J= =>b = yfi 


x+y=-= ( 2 1 

Suy ra: Ụ3 <=>(*; y) = jị= m ,—n= • 

-V 1/ v9 

,.X [f 1 + ^/3 . ^/3-l\f 2 ol 

Kêt luận: Tập nghiệm của hệ là s = {x-,y) = < ——-— 1 • 

[{ 2 2 J W3 V3jJ 

Bình luân . Trong lời giải trên, ngoài việc đặt ẩn phụ đểbài toán đơn giản hơn, trong 
(*) tôi đã sử dụng phép thế "hằng số" bằng "cụm biến" nhằm đưa phương trình vê 


Ví du 513. Giải hê phuong trình: < 

4 4 3 1 

X -1/ = —- 

J 4 y 2x 

ự) 


[(x 2 -y 2 ) 5 + 5 = 0 



Lời giải . Điều kiện: x^o, y* 0. 

Í4xy(x-y)(x + y)(x 2 +y 2 ) = 3x-2y \a = x + y ịa 2 =x 2 +2xy + y 2 

(;)<=><* _, 5 • Đặt V - <^>r 

[[(x- y)(x + }/)]+ 5 = 0 ' [b = x-y ịb 2 = x -2xy + y 

ịa 2 -b 2 =4xy l r 1 

Suy ra: i „ „ „ „ và 3x-2ự =-/ (x +I/)+ 5(x- 1 /) =-Hrt+ 5Ỉ>). 

\a 2 +b 2 = 2(x 2 +y 2 ) 2 LV 5;j 2 V 


flỉ>(ữ 4 - b i ) = a + 5.b 
-a 5 b 5 = 5 (*) 


^ uơụi —Ư ) —11 1 - , 

Khi dó hệ Ị Ạ và thê 5 = -a b vào phuong trình trên đuợc: 


392 







khangvietbook.com.vn - ĐT: (08) 3910 3821 - 0903 906 848 


ab(a 4 -b 4 ) = a-a 5 b b <=>a(a 4 b-b 5 -l + a 4 ỉ> 6 ) = 0<=>rtỊVỉ>(l + ỉ> 5 )-(l + ỉ> 5 )] = 0 

<=>a(l + ỉ> 5 )(ữ 4 ỉ>-l) = 0<=>a = 0 hoặc b = -1 hoặc a 4 b = 1. 

Vói a = 0, thì (*) <=> 0 = 5: vô nghiệm. 


Vói b = -1, thì (*)<^a 5 =5 <^a = ^5, suy ra: <Ị x + y <=> • 

x-y = -1 


2 

#+1 


1 1 V _ 1 

Vói rt 4 ỉ> = 1 <=> ab.a 3 = 1 <=> ab = -- thì (*) <=> - —- =5 <=> fl 15 = --2- 


<=>« = -—==>fc=\/ 5* suy ra 
\r5 


a 3 w U 3 ) 5 

x+ y=-^.. t ., w+i) 

v5 < *-’ > {x’,y) Ị— / Ị— 

l 2 -^ 2.^5 J 


^ [x-y = 4 ^ V ^ ^ ; 

c _,.ír^/s-i.^+iì/^-i. ^Tiìi 

Kẽt luận: So điêu kiện => s = (x; y) = < ————— ; —= ;— — i= > ■ 

[1 2 2 J [ 2^5 2 m ìí 


(x 2 + y 2 -xy = l (1) 

Ví du 514. Giải hệ phưong trình: ị Ị— -- Ị— - (x;yeỉ ). 

[ X + Vx 2 +1 = y + ựy 2 -1 (2) 


Phân tích . Ớ (ĩ), nhận thấy X và y độc lập 1 vế, nên hướng suy nghĩ thường là hàm 
số, nhưng sẽ bị bế tắc do không tìm được hàm đặc trưng ở hai vế. Nếu để ý, ta có thể 

biến đổi (2) <=> X - *Jy 2 - 1 = y- x/x 2 +1 uồ đặt điêu kiện rồi lũy thừa sẽ tìm được mối 
liên hệ giữa X, y. Ngoài ra, nếu nhìn thoáng, ta sẽ liên hợp cũng xuất hiện được nhân 
tử x 2 = y 2 -1 <=> X 2 - y 2 = -1 cùng với (1) đểkết thúc bằng việc đặt ẩn tôhg - hiệu. 

«©* Lời giải . Điều kiện: |y|>l. Ta có: (1) <=>(x + y) 2 + 3(x-y) 2 =4 (3) 

nr~N .. rrTT.. \x-Jy- -1>0, y-yỊ?Tĩ>0 (*) 


(2)^x-ựy 2 -l = y-x/x 2 + l^r Y I'* 7 ™ 

[-1 - 2xựy 2 -1=1- 21/V X 2 +1 

<=> ysỊĩc 2 +1 = 1 + x^ịỹ 2 -1 <=> x 2 y 2 + y 2 = 1 + 2xyjy 2 -1 + x 2 y 2 - X 2 
^(]/ 2 -l)-2xựy 2 -l+x 2 = 0^(ựy 2 -l-x) 2 =0^^/y 2 -l=x 


<=> X 2 - y 2 = -1 <=> (x + y)(x -y) = - 1 


Từ (3), (4), suy ra hệ phuong trình: 


(x + y) 2 +3(x-y) 2 =4 
(x + y)(x-y) = -l 


\a = x + y , ^ /TTS ff 2 +3Ỉ> 2 =4 a = -2-, (a, b* 0) 
Đặt * thì hệ (17) <=> < " ồ 

= H = -l 3fc 4 -4fr 2 +1 = 0 
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Jb = l Jfc = -1 = ,„}& = — 

-tí- í hoặc í hoặc í 3 hoặc ■< 3 • 


\h = 1 

ịb = -l 

\>.£ 1 

{ hoăc 

hoăc 

3 hoặc < 

[a = -1 

[fl = l 

a = —\f3 


Suy ra: 




k- y=1 hoãck-^hoăc 

X - y = — , w 

3 hoặc < 

[x + y = -1 [x 4- y = 1 

X + y = ->/3 


z-y = - 

x + y = 


x=0,„x=0,„ 3 

-tí- i _ hoặc { _ hoặc _ 

b/ = -l ừ = l 2^3 

y 3 


Kết luận: So vói (*) và điều kiện thì nghiệm hệ là (x; y) = •< (0; 1); -2- ; —2— 

3 3 


___ (x-yf^= 1 ( 1 ) 

Wjfa 515. Giải hệ phuong trình: : X + y 

■\j 3 X 4- y + 4x = (3x + y — 6) 4- 4sjx 4- 1/ (2) 

Đề nghị Olympic 30/04/2013 - Chuyên Huỳnh Man Đạt - Kiên Giang 


Phân tích . (1) có các hạng tử dạng tôhg hiệu, nếu đặt a = X + y > 0, b = X - y và suy 

„ 2,2 

ra 4xy = a 2 -b 2 thì (1 )<^>b 2 + -—— = l<^(fl-l)(Zr +fl) = 0<^rt = l. Từ đó tìm 

a 

được mối liên hệ giữa X, y, thếvào (2) sẽ tìm được X, y và có lời giải chi tiết như sau: 

Í3x4-y>0 \a = x + y>Q 2 , 

Lời giai . Điêu kiện: • Đặt < - , suy ra: 4xy = a -b . 

[x + y > 0 [b = x-y 

(1 )<^>b 2 +-—— = l<x>(ab 2 -b 2 ) + (a 2 -a) = 0 <x>b 2 (a-l) + a(a-l) = 0 
a 

<=>(«-1 )(b 2 + à) = 0 <=> a -1 = 0 <=> a = 1, do: b 2 + a > 0, Vfl > 0. 

Suy ra: X + y = 1 và thế vào (2) <=> yj2x +1 = (2x - 5) 2 - 4x + 4 (3) 


/--- r. ,5Ì „ _ í(5-2f) 2 =2x4-1 

Đặt 5 - 2f = V 2x 4- 1, t<T- • Suy ra hệ: í _ * 

{ 2] y [5-2f = (2x-5) 2 

Í/Ol c\2 _ , 1 ,\ 


-4x + 4 


(2f-5) =2x4-1 (*) - 2 ~ 

, _ => (2f-5) z -(2x-5) 2 = 2f-2x 

{(2x-5) 2 =4x-2t + l 

<=>(í-x)(2í4-2x-10)-(í-x) = 0<=>í = x hoặc 2í4-2x = ll. 

Ị-—T r. n f(5-2x) 2 = 2x4-1 Í2x 2 -11x4-12 = 0 
• Vói í = X => yỊ2x 4-1=5 -2x <=>4 _ <=>4 

\x + y = 1, 5-2x>0 \x + y = 1, 5-2x> 
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5 \ 3 I 

<=>X = 4 (loại do X < 4- hoặc x = 4-=>y = --G 
2 2 2 


.„. . , A Í2f + 2x = ll 

• Với 2t + 2x = ll vàkêthợpvới (*) được hệ: 

[(2f-5) 2 =2x + l 

Í2f = ll-2x ;2/ 11 2.V 13 i v 29 , 9 + ^29 

<=>< . _ _<^><. „ __ __ <=>x =-——=>í = ——- 

[(6-2x) 2 = 2x + l |4x 2 -26x + 35 = 0 4 4 

~ 13 ‘ v29 , -9--729 

Do í < — nên nhận X =-— và thê vào X + y = 1, suy ra: I/ =-^- 

/~,n-J"í 3 . 1 V 13 í v29 9 + ^ì| 

Kẽt luận: So điêu kiện, tập nghiệm (x;y) = <M - -Ỵ —;- Ỵ — Ị- 

Bình luân . Để giải trọn vẹn hệ phương trình, ngoài những dấu hiệu cơ bản của việc 
giải hệ, ta cân nắm vững các dấu hiệu nhận dạng và phương pháp giải của phương 
trình. Bởi lẻ khi tìm được mối liên hệ giữa X, y và thếvào phương trình còn lại, sẽ trở 
vê việc xử lý phương trình vô tỷ. Ớ bài toán trên, phương trình có dạng tôhg quát: 
(i ax + b)" = p.iịỊax + p + q.x + r sẽ đặt ay + b = ^ax + p khi p.a > 0 hoặc sẽ đặt ẩn phụ 
-(ay + b) = iịỊãxTẸ khi p.a < 0 để đưa vê hệ đôĩ xứng loại II hoặc gần đối xứng. 


Ví du 516. Giải hệ phưong trình: 


4xy + 4(x 2 +y 2 ) + =7 (1) 

(* + ]/) (J) 

2x 4—-— = 3 (2) 

x + y 

Học sinh giỏi tỉnh Bình Định năm 2015 


Phân tích . Đây là bài toán mang ý tưởng tôhg - hiệu: a = x + y, b = x-y. Nhận 

thấy: 2x = (x + y) + (x-y) = a + b và cân phân tích 4xy + 4(x 2 + y 2 ) theo a, b. Khi đó 

viết: 4xy + 4(x 2 + y 2 ) = m.(x + y) 2 + n.(x - y) 2 = (m + n)x 2 + (2 m - 2n)xy + (m + n)y 2 

s [m+n=4 [m = 3 - , , . 

và đông nhất: <! „ <=> ị hay có 4xy + 4(x + y ) = 3(x + y) + (x - y) . 

" 2m-2m=4 n=l 


Lúc này hệ (I) <=> 


3 (x + y) 2 +(x-y) 2 + =7 

(x + y) 2 

1 

(x + y) + (x-y) + —— = 3 
x + y 


và do m = 3, giôhg hệ sô' của 


phân s ốnên để đặt ẩn phụ triệt để ta viết hệ lại: 


3 (* + y) + 7- , ,'2 + (*-y) = 7 

(x + y) 2 


( x + y) + ZT“V + (z-y) = 3 

(x + y)J 
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nên đặt a = (x + y) + - 


l 2 - s2 -í- 


a =(x + y) + -——— + 2 và b = x-y thì bài toán sẽ 


(x + y) ' •" (x + yY 

ngắn gọn hơn, tránh đặt ẩn phụ 2 lan. Từ đó có lời giải chi tiết như sau: 

1 

Lời giải . Điều kiện: x + y^o. Đặt a = x + y + —-—, (|rt|>2) và b = x-y. 

V -U 1/ ' ' 


& 




í3 a 2 +b 2 =13 

II 

GJ 

1 

a = 2 

do:\a\ > 2 ) 

ị 


, 1 

[a + b = 3 

a 

K 

1 

Ổ 

1 

Kí 

II 

o 

[6 = 1 

1 1 / 


Suy ra: 


x + y + —-— = 2 \x = y +1 fx = y + l ịx = l 

x + y <=>r ' "<=>^ "• 

Ị(* + y) -2(x + y) + l = 0 Ịx + y = l Ịy = 0 

X y — 1 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x; y) = |(1;0)| • 


Ví du 517. Giải hê phuong trình: 

8(x 2 + y 2 ) + 4xy+ 5 =13 

] {x + y) (l)(x;yeũ). 

2x+ 1 =1 
x + y 

Học sinh giỏi tỉnh Thái Ngtiyên năm 2011 

Phân tích. Tương tư, viết • 

2x = (x + ự) + (x - y) 

, , , , và có lời giải sau: 

8(x +y ) + 4xy = 5(x + y) +3(x-y) 


/Ồ* 


1 

Lời giải . Điều kiện: x + y^o. Đặt a = x + y -\—-—, (|rt|>2) và b = x-y. 

x + y v 7 




(x + y) + 


1 


2 1 


(x + y) 


+ 3 (x-y) 2 =13 


( x+y)+-^—+(x-y) = i 
X + y 


|5(fl 2 -2) + 3b 2 =13 Ịa = 2 
\a + b = l; \a\> 2 \b = -l 


Thế trở lại a, b và giải tuong tự, ta đuợc nghiệm hệ là (x; y) = (0; 1). 


.. . , . . , í (4x 2 - 4x1/ + 4y 2 - 51)(x -y) 2 + 3 = 0 (1) /TX 

Ví du 5Ĩ8. Giái hê phưcmg trình: ị v ■ ■ 7 ■ 7 (I) 

I (2x - 7)(x - 1 /) +1 = 0 (2) 


Phân tích . Bản chất bài toán này cũng tương tự 2 ví dụ trên nếu chia (1) cho (x - y) 2 


và chia (2) cho x-y thì hệ <=> 


4x 2 + 4y 2 - 4xy - 51 + = 0 


( x-y) 


2x-7 + —— = 0 
x-y 


Với lôĩ suy luận 


tương tự như các ví dụ trên, ta có lời giải chi tiết như sau: 

ố” Lời giải . Do X = y thì hệ đã cho vô nghiệm. Với X ^ 1 / ta có: 
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Đặt 


4x 2 + 4 y 2 - 4 xy - 51 + 

2x-7 -ị —-— = 0 
x-y 

1 

a = X - y + - 


{x-y) 


= 0 


oi 


3(x-y) 2 +—^- ĩ + (x + y) 2 = 51 

(x-y) 

1 . " . „ 

X - y + - + x + y = 7 

x-y 


x-y thì hệ <=> < 
b = x + y, |ff| > 2 


3(a 2 - 2)+ b 2 =51 
a + b = 7 <=><1 

|fl| > 2 


Suy ra: 


x-y+ =4 1/ = 3 - X 

x-y 

_ [2x 2 -10x + ll = 0 l + ựã 

x + y = 3 L y = - v 


X = - 


b = 7-a 

2a 2 -7a-4 = 0<=> 

|ữ| > 2 

5±s 


a = 4 
b = 3 


Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x; y) = < 


5±s l + s 


Ví du 519. Giải hệ phưong trình: 


2xy + y^x 2 -y 2 Ị x + y ị x-y 


14 


y . > \ 

3 

[ 

í . \ 

* + y 

+ 41 

x-y 

l 2 ) 

V 

l 2 J 


= 9 


(1) 


( 2 ) 


Học sình giỏi tỉnh Bình Định năm 2014 


Phân tích . Bài toán mang ý tưởng tổng hiệu. Nhưng do biểu thức tôhg hiệu tất cả 
đêu nằm trong căn thức nên có thể đặt a r blà2 căn thức để đơn giản và có lời giải sau: 

Lời giải . Điều kiện: j x+ x ị > ỊỊ • Đặt: a = > 0 ,b = > 0. 

„ ịx = a 2 +b 2 2ự+b 2 )(a 2 -b 2 ) + 2(a 2 -b 2 )ab , 

Suy ra: 0 và (1) —-—- -—2 ----— = a + b 

[y = a 2 - b 2 14 

<=>(a 2 +b 2 )(a-b)(a + b) + (a-b)(a + b)ab = 7(a + b) và do a + b> 0 nên: 

<=>(a 2 + b 2 )(a - b) + ab(a - b) = 7 <=>(a-t>)(ữ 2 +ab + b 2 ) = 7 <=>« 3 -b 3 = 7 (3) 


ịa 3 -b 3 =7 

K 

= 8 

CN| 

II 

í X + y = 8 

LO 

II 

X 


ì o 

<=> • 

, suy ra: 

: «• • 

l 

[a 3 +b 3 =9 

\b 3 

= 1 

II 

1—» 

(N 

II 

>, 

1 

X 

ro 

II 


Từ (2), (3), đuợc: 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của hệ cần tìm là s = (x; y) = j(5; 3) j • 


, __ , Í3x 2 +2xy-y 2 =6(x + y + l) (1) 

Ví du 520. Giải hê phuơng trình: <1 2 - , „ _ ) ' (I) 

1 [4(x +2x y + x y ) = 2x + 2y + 9 (2) 

Đề nghị Olympic 30/04/2014 - Chuyên Hùng Vương - Bình Ditomg 
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Phân tích . Nhận thấy nếu biểu diễn: 3x 2 + 2xy-y 2 và 4(x 4 + 2x 3 y + x 2 y 2 ) theo 
dạng tôhg x + y = a, hiệu x-y = b thì bài toán được giải quyết. Thật vậy ở vế trái (1) 
có dạng hằng đẳng thức nên viết VT m = 3x 2 + 2xy -y 2 = (x 2 + 2xy + y 2 ) + 2(x 2 - y 2 ) 
= (x + ỳ ) 2 + 2(x - y){x + y) = a 2 + 2ab. Vấn đê còn lại là biểu diễn vế trái (2) theo a, b. 
VT {2) =4(x 4 + 2x i y + x 2 y 2 ) = 4x 2 (x 2 +2xy + i/ 2 ) = [(x + i/) + (x-y)] 2 .(x + i/) 2 . Do đó 
ta sẽ đặt ẩn phụ dạng tôhg hiệu đểbài toán đơn giản hơn và có lời giải chi tiết sau: 

r ^ , /TX \{v + yf+2(x + y)(x-y) = 6.(x + y) + 6 

/&» Lời giai . Ta có: (I) <h 2 (II) 

[[(x + y) + (x-y)] -(x + y) 2 = 2(x + y) + 9 

\a = x + y . , , TTS ịa 2 + 2 ab = 6 a + 6 ị 2 ab = -a 2 + 6 a + 6 

Đặt y thì (II) o ị ‘ , _ _<=>-L n2 

[b = x-y ị(a + b) -a =2a + 9 Ị[(fl + ỉ>).«] = 2« + 9 

6« + 6 - a 2 f 2 \Z 

<=><^ 2 => a + - -d- - = 2« + 9<=>(fl +6fl + 6) =8fl + 72 

(a 2 + ab ) 2 = 2a + 9 ^ 2 ) 

« 4 +12 a 3 + 48« 2 + 64« = 0 «. aự + 12« 2 + 48« + 64) = 0 «.«.(« + 4) 3 = 0 

17 

<=> a = 0 (loại do thế vào (*) có dạng 0 = 3) hoặc a = -4 và từ (*) => b = 22- ■ 

a = -4 x + y = - 4 

Vói <! 17 suy ra: ị 17 <=> 

l 4 l 4 



^ ^ IY1 3331 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ phưong trình là S = (x;i/) = -Ị 0,-0 ị ■ 

M 8 )\ 



{ L (* -y) J 2 

Tạp chí Toán Học & Tuổi Trẻ sô 444 (6 - 2014) 


\a = x + y \a + b = 2 x, ab = x 2 -y 2 

«©* Lời giai. Điêu kiên: x^±u. Đăt ị - , suv ra { . . 

5 ' Ịb = x-y y [« + ỉ> =2(x 2 + y ) 


ơ)»- 



íí 1' 

r, 1> 

LO 

II 

+ 

rH 

a + - 

+ Ỉ7 + - 

V ab J 

_ V 



(ff +ỉ>) 1 + — 7 - = 47- « +-V + ỉ’ +7T=_ 

1 fl 2 fr 2 J 2 1 fl 2 J 1 fc 2 J 2 
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Đặt u=a+~, V = b + -Ị~, (y >2, \v\>2 )=>m 2 =a 2 + \ + 2, u 2 =6 2 + -Í- + 2. 
a b v ' 1 1 1 ’ a 6 

\u + v = 5 \u + v = 5 ịu + v = 5 

(//)<=>ì” - - <=>í , <=>•! 

[2(u 2 +v 2 ) = 25 {(u + v) 2 -2uv = 25 {4uv = 25 

25 

Theo Viét thì u, V là 2 nghiệm của phương trình: X 2 - 5X + TX = 0 


<=> X - T = 0<=>X = -T, suy ra: u = v = ^~: thỏa u >2, V >2. 


Do đó: 


, 2 a 2 - 5a + 2 = 0 \a = 2 V a = 0,5 


<=>•(_ 

2b 2 -5b + 2 = 0 b = 2vb = 0,5 


[ • Có các trường hợp sau: 


Trường hợp 1. 


a = 2 \x + y = 2 \x = 2 

_ <=> 4 : thỏa điêu kiện. 

b = 2 \x-y = 2 Ị y = 0 


• Trường hợp 2. _ _ <=> i x y <=> (x; I/Ì = —; - : thỏa điều kiện. 

5 [6 = 0,5 [x-y = 0,5 v ’ u 4 J 

T >_, ~ Jfl = 0,5 jx + y = 0,5 , s (5' 3)' . 

• Trương hợp 3. < <=>[ <=>[x;yj = —: thoa điêu kiện. 

[6 = 2 [x —y = 2 V 4 4 y 

, ífl = 0,5 íx + i/ = 0,5 = 0,5 , ^ 

• Trường hợp 4. Khi . _ <=> < - _ _ : thỏa điêu kiện. 

6 r [6 = 0,5 [x - y = 0,5 [y = 0 

_ r_C 5 3h c 5 (I YI 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ là s = (x;y) = < (2;0); ; g-;0 [• 

[ V 4 4 7 V 4 4 7 v2 )) 

Nhân xét . Trong lời giải trên, sau khi đặt ẩn phụ dạng tôhg - hiệu, lại tiếp tục đặt ẩn 
phụ dạng thuận nghịch. Đối với dạng thuận nghịch loại này, ta thường nhầm lẫn giữa 

l 1 1 1 

2 loại, một là loại đặt a = x + — , 6 = y + — và hai là loại a = x + —, 6 = y + — • Sau đây 

X y ' y X 

ta cùng tìm hiểu dấu hiệu nhận dạng của từng loại trên: 

, 1 1 

® Đặt ân phụ dạng: a = x + —, 6 = 1 / + — • 

X y 

Dấu hiêu nhân dang : Các phương trình trong hệ chứa các hạng tử quen thuộc như: 


• x 2 +4 + 2 = a 2 


y 2 +-X + 2 = 6 2 

y 


(x + y) • 1 + — = a + 6 . 

1 xy) 


(x +y )• \l + -=-r +4 = a +6 . 

I xy ) 


1 X 2 + y 2 , y X 2 +1 ữ 

• xy + — + —= ab. • — • ~ = ““ • 

xy xy X y +1 6 

Chứng minh các biểu thức này khá đơn giản, sẽ trình bày chi tiết trong từng ví dụ. 
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? 1 1 
© Đặt ân phụ dạng: a = x + —, b=y+—- 

y ' X 

Dấu hiêu nhân dang : Các phương trình trong hệ chứa các hạng tử quen thuộc như: 


( 11 

1 1 'ì 

• (x + 1 /) • 1 + — =a + h. 

• (x — y) ■ 1 + — =a-b. 

V xy) 

V x y) 

1 „ , 

• XI/ + — + 2 = ab. 

( 1 Y 

• (x 2 +l/ 2 )- 1 + — = ữ 2 +6 2 . 

xy 

1 x y) 

Để tìm hiểu kỹ 2 loại này, ta cùng xét các ví dụ sau: 



_ 1 , , 1 _ , - 

ị u — X -\— X H—— — u — 2. 

/&• Lời giải. Điều kiên: \ x ■ Đăt: ' * => < ' T . 

6 ,.I / + ị = b 2 -2 

y { y 


ơ)» 


ffl = 2 __ X f X 2 - 2x +1 = 0 

• vói suyra: 1 ° -n i. 3±#- 

r -3 y + — = 3 ly + y = —;p— 

; y 1 z 


\a + b = 5 

ífl + ỉ> = 5 

ịa + b = 5 

\a = 2 

\a = 3 

í , , <^> 

, <^> 

<=> 

hoăc 


\a 2 +b 2 = 13 

[(a + b) 2 -2ab = 13 

a 

cr 

II 

On 

[6 = 3 

[6 = 2 


ữ = 3 X IX — ox +1 = u X =--— 

• Với í. _, suy ra: , <=> < „ <=> < 2 

> = 2 y + i =2 ly 2 -2y+i=0 1/=1 

1 y 1 

17 3 + Js[ Í3± 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x;y) = ị 1; - J ~_ v ; ■— 

lv 2 ) V " 


x + —= 3 
X 

1 „ 

y+“ - 2 


X■ - 3x • 1 0 x= 3±# 

, I I 2 • 



1 , X 2 + y 2 _ 

xy H- 1 -— 5 

xy xy 


(x +Ị/)- 1 + — -6 

l xy) 


(I) (x;y> 












&> Lời giải . Với (x;y) = (0;0) là một nghiệm của hệ (1). 

Với xy * 0, chia hai vế (1) cho xy và hai vế của (2) cho x 2 y 2 được: 




(x + y) • 1 + — -18 a = x + - f , _ 1 „ 

1 X I/ 1 _ r fl + ỉ> = 18 

\ , ựl). Đặt * thì (//) <=> 4 , . 

, , . ( 1 ) _ | fl 2 + ỉ> 2 =212 

(x 2 +j/ 2 )- 1 + -Í- =208 b = 1 


a + b = 18 


r 1 \x = 2 + s 

XTA,: = 4 x + x =4 [x 2 - 4x +1 = 0 _ \y = 7 + AS 

l fc = 14 y + I = l4 ly -14y + l = 0 |x = 2-^ 

' y Uj = 7-aS 


ífl + ỉ> = 18 

\a = 4 , 

írt = 14 

ị <^>- 

hoăc 


[ab = 56 

[b = 14 

[6 = 4 


TT/ ffl = 14 x 2 -14x + l = 0 x = 7±4n/3 

• Với 1 , suy ra: 1 <=>í ' ■ 

l b = 4 [y 2 -4y + l = 0 \y = 2±s 

Kết luận: Tập nghiệm s = (x;y) = |(0;0);(2±%/3;7±4^);(7 • 4v3;2 í 
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^ 1 1 

Lời giải . Điều kiện: xy * 0 . Đặt: a = x + —; b=y+-- 

y X 

, 1 Y ,21 ì_í , 2x 1 V , , 2 y 1 

Có: (x + y ) 1 + — =(x-+ }/ ) 1 + —+ = x+ —+ -V +}/+ — +, 

1 xy) 1 xy xy ) 1 y ý) X X 


= X + — + y + — =a 2 + b 2 hay (1) <=> a 2 + ỉ> 2 = 8 (3) 

1 y) V x) 

1 2 _f 1^1 1 

Chia 2 vế (2) cho XỊ/ thì (2) <=> 2x +}/ - 6 + — + — = 0 <=> 2 X + — + y + — = 6 (4) 

X y \ y X 
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Từ (3), (4), suy ra: 


GO 

II 

<N 

+ 

rj 

\b = 6-2a 

\a = — f 

5 , w 

<=> < 

2 <=Y 

hoăc ị 

[: 2a + b = 6 1 

[5ff 2 - 24rt + 28 = 0 

b = 2 - 1 

l 5 


1 14 

X + ỹ-Ỵ Í5xy-Uy + 5 = 0' 


.Vói 5 suy ra: ỵ : «r _ 7,7 

, 2 12 5X1/ - 2x + 5 = 0 

h= ĩ y+Y = í 

15 1x5 


: vô nghiệm. 


TT ,. íữ = 2 1 / (xy-2y + l = 0 - [x-y = 0 íx = l 

• Với -T suy ra: ị J <=> ị 2 _ * ~=>/ , _ _ <=> ị "• 

[fe = 2 1 [xy-2x + l = 0 [x -2x + l = 0 Ịy = 1 

X 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x; y) = |(1; 1)| • 



^ 1 1 
Lời giải . Điều kiện: XI/ * 0 . Đặt: fl = X + —; ỉ> = y + — • 

y X 

,2 . í, , 1Y í 2 2x 1V f 2 . 2y 1 "ị 2 ,2 

(x + y ) 1H-— X H-1—— + y H—-—I—— — + b 

1 1 *yj l. y yj V * * J 

/ 1 Y f 1Y ( 1 'Ý í 1Y ( 1 y 

(x 3 +y 3 ) 1 + — =x 3 1 + — +y 3 1 + — = X + — +; y + - =ữ 3 + Y 

V *yj 1 x v) V x v) V y) V X J 

Tacó:(x 2 +y 2 ) 1 + — = x 2 + — + \ +y 2 + — + —r = « 2 +b 2 =8 (1) 

1 x y) \ y y ) x X 

hự+ b 2 ) = 25 Í2[(ữ + b) 2 -2ữb] = 25 ịs = a + b ,, 

(Í)<=><Y^ __ và đặt -Y , thì: 

[4(fl 3 +b 3 ) = 125 ụ[(a + bf-3ab(a + b)] = 125 [p = ab 

1'c _ r ị -5 ±5S 

<=>« ___ ___<=>!_ 25 (thỏa s 2 >4P) hoặc ị _ (loại). 

[4(S 3 -3SP) = 125 Ịp = ^ V p 25±25S 

4 [ 4 

ffl + b = 5 5 , (l 1 N 

Do đó : r <=> a = b = Y từ đó suy ra đuợc: (x; y) = (2; 2); • 

4rtỉ> = 25 2 ‘ (22/ 


403 







Phương trình, bất phương trình, hệ phương trình đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


4. Dang 4 . Đặt ẩn phụ bằng cách lượng giác hóa 

Để giải hệ bằng phương pháp lượng giác hóa, ta cân nắm vững công thức lượng 
giác cũng như phương pháp giải phương trình lượng giác. Từ phương trình hoặc hai 
phương trình của hệ, ta tìm tòi đặc điểm vê sự tiỉơng đông giữa các biên với công 
thức lượng giác để tìm ra phép đặt ẩn phụ bởi hàm lượng giác phù hợp. _ 

1 f X 2 + y 2 =1 (1) - — 

Ví du 528. Giái hê phương trinh: (x, I/ e ). 

F & ; v 2(a- y).(l • 4xy) v3 (2) 

Đê nghị Olympic 30/04/2014 - Chuyên Lê Quí Đôn - Khánh Hòa 

Phân tích . Phương trình (1) gợi ta đến công thức lượng giác sin 2 a + cos 2 a = 1 nên 
ta sẽ đặt: X = sina, y = cosa với a e [0;2tc] và có lời giải chi tiết như sau: 

/&• Lời giải . Đặt x = sina, y = cosa với ae[0;27ĩ]. 


( 2 ) (sina -cosa)(l + 2 sin 2 a) = 



(*) 


yõ 


sina + 2 sinasin 2 a -cosa - 2 cosasin 2 a = -2- 

2 


<=> sin a + (cos a - cos 3a) - cos a - (sin a + sin 3a) 


n/ó 

~2 


sin3a + cos3a = --Ạ— sin 
2 


ha + ĩ' 

4 



í 


V 


3, 


<=> 


3a + ^ = -^- + k2n 
4 3 

TC 4tt 


, (Ả: e □) <=> 


7 k2n 
a = - 3 — + — 2 — 

36 3 

13tc k2n 


, (keũ). 


\3a + — = -^- + k2n 0t = -T 7 - + — 

L 4 3 L 36 3 

_ -1 Í17tĩ 41tc 65ti 13tx 37n 61n) 

Do ksũ, a<0;24 suy ra: 

/ A /_•_s _ \l7n 41n 65tĩ 13ĩt 37k 617x1 

Kẽtluận: (x;y) = (sina;cosa) với ae<— 

* 1 36 36 36 36 36 36 1 


Bình luân . Phương trình lượng giác (*) có dạng hiệu tích (dạng đối xứng). Thông 
thường ta sẽ đặt t = hiệu và lũy thừa lên sẽ suy ra được lượng tích số. Nhưng nếu 
làm như thế sẽ ra phương trình bậc 3 nghiệm lẻ, gây khó khăn cho việc giải. Để khắc 
phục điêu đó, tôi đã phân phối và áp dụng công thức tích thành tôhg để đơn giản đi 
được những lượng giôhg nhau và có lời giải như trên. 


Ví du 529. Giải hệ phương trình: 


X 3 - 3x 2 - 9x + 22 = y 3 + 3y 2 - 9y 

2 , „2 . 1 

X + y - X + y = — 


( 1 ) 

( 2 ) 


Đại học khôi A năm 2012 
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Phần tích . Nếu các bạn để ý thì bài này tôi đã trình bày rồi với nhỉêu cách khác nhau. 
Tùy vào nhìn nhận và thếmạnh của mình mà ta chọn phương pháp giải phù hợp. Với 

( ìỴ ( ìỴ 

biêh đổi ( 2)<=> x-2- + y + 2- =1 gợi ta đêh công thức cos 2 a + sin 2 a = l. Khi 

\ 2 ) \ 2 ) 

1 1 

đó đặt X - 2- = cosa va y + 2 = s ^ na a e [0;2t:] thì có lời giải khác như sau: 

x 3 -y 3 -3(x 2 +y 2 ) + 22 = 9(x-y) (*) 

/&• Lời giải . Hệ phương trình <=> <Y \ Y ( 1 Y 

X - 2- + y + _ =1 

ll 2 J ự 2) 

1 _ IY _, 1 

X - — = cos a x = cos a + — 

Đặt < 2 <=> < 1 , a e [O; 2ĩt]. Khi đó phương trình (*) viết: 

y + 2- = sina y = sina-^ 

( -ịY ( *Y ( jY ( lY 

cosa + 2- - sina-2- -3 cosa + 2- + sina-2- +13 = 9(cosa-sina) 

9 9 9 9 

V *-) V \ V *-) 

<t^(l + cosa-sina) cosa sma + cosasina-^ 1 - 3(cos a - sin a) = ^ (**) 
\ 2 4 J 2 

/ \ 1-t 2 

Đặt t = cosa-sina = -v/2cos a + — , |í|<>/2 =>cosasina =—• 

l 4/ 11 2 

(**)<=>2í 3 +39í-41 = 0<=>(í-1M2í 2 +2í + 41) = 0<^í = 1. 


/• \ /■ \ a = £271 

Suyra:y2cos a + — =1<=>CƠS a + — =-Ịh" = cos — <=> n , (keũ). 

y l 4j 4j 2 4 a = -^ + k2n y } 


Do teO và a e [0;27t] nên chọn: a = 0 hoặc a = 2n hoặc a = • 

- 7 [a = 0 _ ___ (3 l"\ , „_ , í" 1 3 

Với , suy ra: (x;y) = —va với a = 2n, suy ra: (x;y) = — 

a = 2rt 1^2 2 J Y 2 

f 3 lY f 1 3^ 

Kết luận: Các nghiệm của hệ phương trình là (x; y)= V ■ -± ; 2 -;-. 

v2 2-J \^2 2) 


Ví du 530. Giải hệ: 


x + 3ị/ 2 -2i/ = 0 (1) 

36(x4x + 3y 3 ) - 27(4y 2 - y) + (2 V 3 -9)yfx =1 (2) 

Olympic 30/04 năm 2013 


Phân tích . Trong bài này công thức lượng giác che dấu khá kỹ. Nếu ta nhân thêm 3 ở 
hai vế của (l)<=>3x + 9y 2 -6y = 0 <=>(n/§x) 2 +(3y-l) 2 =1. Khi đó dựa vào công 
thức lượng giác sin 2 a + cos 2 a = 1 ta sẽ chọn được lượng đặt ẩn phụ phù hợp. Tức 
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đặt \]3x = sina, 3y-l = cosa và cần quan tâm đến điêu kiện X, y để đối chiếu với 
đỉêu kiện này trên vòng tròn lượng giác để tìm đỉêu kiện cho a hợp lý. Đôĩ với hai ví 
dụ trên thì điêu kiện là x; y G [-l;l] nên ta chọn a e [0;2tc]. Còn ở đây thì X > 0 và 

-1 < 3y -1 < 1 nên ta chọn sao cho ^/3x = sina > 0 và -1 <cosa < 1. Từ vòng tròn 
lượng giác của hình vẽ, thấy a e [ũ; 77] thỏa mãn điêu kiện ấy. Jỵ ? 

/&» Lời giải . Ta có: (1) <^>(\Ỉ3x) 2 + (3y-l) 2 =1. 


ịo<\Ỉ3x<l f^ĩ = sina „ _rn._l \ 

y ra: í • Đặt < , a e 0 ; n • ' 

[-1 < 3y-1 < 1 ■ Ị3y-l = cosa L J 

I <=> 4-j3 sin 3 a + 4(1 + cos a) 3 -12(1 + cos a) 2 + 9(1 + cos a) 
<t^4cos 3 a-3cosa + 4^sin 3 a-3^sina + 2sina = 0 
cos3a- 2/3 sin3a+ 2sina = 0 sin 3a~ — =sina 

r 6 J 

77 . 7 71 , kn , , íae[0;n] 

(X = + kĩi hoặc a = + -2- và do { . _ =>aì 

12 24 2 [ken 

rr\ rnnơ VíCì 0 cir 2 ^ n — 71 — c r )rv\ nôtr 


71 7 77 19 
Ĩ2 ; 24 ; 24 


Ta có công thức hạ bậc: 2sin 2 a = (l-cos2a) nên: 

,,,. 71 1 .2 77 2 - 2/3 4 + s/ĩ + \Ỉ6 

• Với a = —, suy ra: x = — sin — = ——7— => I/ =-7—- 

TO J o TO TO 'V TO 


12 3 12 12 

771 _ .. 1 . 2 7n ấ-sã + S 

• Với a = —~, suy ra: x = — sin —- =-7-—-= 

24 7 3 24 24 

w{! _ 1977 _ 1^ 2 1971 A + ^f2-Ậ 

• Với a = ——, suy ra: x = — sin —— =--- 

24 J 3 24 24 


12 

4 ■ \2(4 ■ \2 \6) 
12 

4 - ^2(4 - yỊĨ + \Ỉ6) 



Jl-y 2 + yjl-x 2 =1 (1) 


(x,y e □ ). 


[(l-x)(l + y) = 2 (2) 


Phân tích . Từ (1) gợi ta đến công thức cộng sina.cosP±cosa.sinP = sin(a±P) / từ 
đó định hướng đặt x = sina, y = sinp và có lời giải 1. Ngoài ra, phương trình (1) cho 

ta dấu hiệu nhận dạng của hất đẳng thức cơ bản dạng a.b < a <=> (fl- h) 2 > 0 và 

dấu đẳng thức xảy ra khi a = b. Từ đó tìm được mối liên hệ giữa X, y và có lời giải 2. 

P<1 íx = sina , . r 77 77 
/&» Lời giai 1 . Điêu kiên: < • Đặt < . vóia,Pe --2;-2■ • 


> 

<1 

• Đăt 

X = sin a 

. với a,p e 

77 77 

_ / _ 

\\y 

<1 

[y = sinp 

2 2 


_.. \Ặ-y 2 = Ạ- sin 2 p = n/cos 2 p = |cosp| = cosp > 0 ( r n nĩ) 

Suyra c— 7 n — r —T- II . „ do:a 'P e 

V l-x = 2/1-sin a = 2 /cos a = |cosa| = cosa>0 V L z z Jy 
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Phân tích . Nhận thấy (2) có dạng công thức lượng giác cơ bản: —- = tan 2 a +1. 

cos a 

1 

Do đó nếu đặt X = —-— thì y = tana với a G r0;7x1 và có lời giải chi tiết như sau: 
cosa L J 
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1 

Lời giải . Đặt x =—-—, suy ra: j/ = tana với ae[0;T:l thì: 

cos a L J 

4 , 3 <- 1 2 

(1) —-7 b4tan a = ———tana + 2\/3—-—tanon- 

cos a cos a cosa cosa 

<=>4 + 4sin 3 a = 3sina + 2^sinacosa + 2cos 2 a 

y^>3 = sin3a + ^sin2a + cos2a<^>3 = sin3a + 2sin 2a + ^ (3) 

V 6 7 

. . sin 3a = 1 

Do: -1 < sin3a; sin 2a + ^ < 1 nên để (3) có nghiệm o< ( 

6 ) sin 2a + -- = 

„ V 6 


n kln 
a = — 4—— 


6 + 3 _ „ _ n ' , , , [ae[0;rc] 

<=> a = -7 4- /f7t và do -1 _ J 

~ , 6 ịktím 


a = — + kn 
[ 6 


sin|^2a + -ị j = 1 

í. iS 


nen a = — 
6 


í 2%/3 >/3 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ phưong trình là s = (x; y) = -Ị —; -2- 



x Ậ-y 2 = ị 



Ví du 533. Giải hê phuong trình: 

yẬ-x 1 =ị 

(I) 

(x,y GŨ). 


Í0<X<1 íx = sina ( n'] 

Lời giai. Điêu kiên: { . Đăt: I với a, Be 0;— • 

\o<y <1 [ 1 / = sinp l. 2 ) 


/1 - X 2 = yl - sin 2 a = |cosa| = cos a > 0 
Ịĩ - ỹ 2 = Jl - sin 2 p = lcospl = cosp > 0 


Suy ra: 


sinacosP = — , ._o __... o 1 , o\ 1 

/r . 4 + sinacosP + cosasinP = — sin(a + P) = — (1) 

;*<=>! 2 <=> s 2 

sinPcosa = — sin a cos p - cos a sin p = 0 sin(a-P)=0 (2) 

(2) <=> a-p = kn và do k e □ , a, p e 0;-^J nên a-p = 0<=>a = p. 

1 5tx 

(1) <=> sin2a = T suy ra: a = P = -T hoặc a = p = -l_- 

2 J 12 12 

c __ K \T> I \2 . \Ỉ6-\I2 

J 12 4 3 12 4 

H _S+4Ỉ , „ „_ 5n_S-yỈ2 

Kêt luận: hệ có nghiệm X = V = cos— = ' hoặc X = y = cos— = ——- 

& 12 4 ' 12 4 
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Lưu ý . Do đây là hệ đối xứng loại II nên ta có thể giải bằng cách vế trừ vế. 

5. Dang 5 . Đặt ẩn phụ bằng cách sô phức hóa 

Dựa vào sự tương quan của môt phương trĩnh nghiêm phức f(z) = 0 với môt hê 
phương trĩnh hai ấn X, y ẹ r . Theo kinh nghiệm của tôi thường thì chọn một 
phương trình để nhân đơn vị ảo ỉ vào hai vế, rôi cộng (hoặc trừ) với phương 
f ’ - 1 

trình còn lại thu:z 2 , z 3 , z 4 , z.z, - nhằm tạo được /( z) = 0 và giải tìm 
V z z) ' ' 

nghiệm Z 1 =X 1 + yẠ, z 2 =x 2 +y 2 i,... Từ đó suy ra nghiệm hệ phương trình han 

đâu là: (x-,y) = (x 1 -,y 1 ), (x 2 ;y 2 ), . 

Trong trường phức □, cho: z = x + yi, (x,y eũ). Khi đó ta cân nắm vững những 
hiến đôĩ cơ bản dưới đây đểxác định nhân i vào phương trình nào ?! 

• z 2 = X 2 - y 2 + 2xy.i, z = X 2 - y 2 - Ixy.i, z 3 = X 3 - 3x1 ị 2 + (3x 2 !/ - y 3 )i. 

• z =x -6 xy +y + 4z(x y-y x), z.z =x +y , - = — JL ~, ~ 2 =-• 

z X + y X + y z 

• Số phức được viết dạng lượng giác: z = r.(cos(p + fsin(p) với r> 0 sẽ có n căn 

_ n rf_ m + k2n . ._ẹ + k2K^ị , p ————- 

bậcnlà: z,=gr. cos — + i sin — , với k = 

\ n n ) 

• Công thứcMoavrơ: z n =[r(cos(p + z'sin(p)]" = r"cosíĩ(p + fsiníĩtp; (íieũ*). 



3x - y 

x + —-—y- = 3 
X +y 

(1) 

Ví du 534. Giải hê phưcmg trình: 

(I) (x,ye0). 

o 

II 

>> % 
■T) 

+ + 
XX 'M, 

1 

(2) 

Đ'ê thỉ thử Đại học năm 2014 - 

THPT Chuyên tỉnh Lào Cai 


Phân tích . Nếu lấy (1) + z'.(2) thu được: X + yi + 3 • ——= 3 ơồ nểw gọi 

X + y X + y 

„ . . . ,,, , 1 x-yz xi + y i ^ l i _ __ 

sô phức z = x + yi thì có - = —— - =- nên ta cân giai: z + - + - = 3 sẽ 

z X +y X +y z z z 

tìm được z, từ đó suy X, y và có lời giải 1. Ngoài ra, đây là hệ phương trình g'ân giôhg 

hệ đối xứng loại II, chỉ sai lệch vê hằng sô' và dấu nên ta sẽ giải bằng phương pháp 

cộng mà được học ở bài học 1. Từ đó có lời giải 2. 

/&• Lời giải 1 . Điều kiện: X 2 +y 2 & 0. Đặt: z = X + iy, (x ,y e □ ). 

Lây (1) + z'.(2) thì hệ (ỉ)ox+ 3x — \ + yi - + = 3 

X +y X +y 

X I y X + y 
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, „ X - yi xi + y „ 3 i 2 „ „ . „ 

(x + yỉ) + 3 • ——^—r - — — = 3 <^> z + — -- = 3<=>z 2 -3z + 3-z = 0 
X + y X + y z z 

Ta có: A = -3 + 4 i => ẨÃị = 1 + 2i. Suy ra: z = 2 + i hoặc z = 1 -ỉ. 


Tr . . [x = 2 , . . [x = l 

Với z = 2 + z = x + I/Ỉ <=> 1 _ và z = l-í = x + yí <=>-{ 

ừ = l ừ = -l 

Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm cần tìm là s = (x;y) = |(2;l),(l;-l)j • 

/&• Lời giải 2 . Điều kiện: X 2 +y 2 ^ 0. Do x = 0 hoặc y = 0 không là nghiệm nên 
nhân phuong trình (1) vói y, phuong trình (2) vói X, rồi cộng 2 phuong trình 


vừa thu lại vói nhau, ta đuọc: 2xy + 


(3x - y)y | (x + 3y)x 
X 2 +y 2 X 2 + y 2 


„ 3xy - y 2 -X 2 - 3xy „ „ „ „ 3y +1 

<=> 2 xy -ị -- —^——1 -— = 3 y <=> 2 xy -1 = 3y <=> X = v ■ 


X +y 

* \ 2 

Thế vào (2)^1/ ^ +y 2 

1 2 y ) 


+1 
2 V 


-3y = 0<^>4y 4 -3y 2 -l = 0 


2 _ 1 /1 _•% ^ y 3=>x 2 


■»y =1 hoặc y =~4 (loại) <=> 

4 [y = -1 => X = 1 

Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm của hệ là s = (x;y) = j(l;-l);(2;l)j • 



* + -^r = 20 (1) 

Ví du 535. Giải hê phuong trình: - 

x +ỉ/ (!) (x,y eũ). 

78x _ y 


y + 2 T -15 ( 2 ) 


[ x+y 


Lời giải . Điều kiện: X 2 +y 2 st 0. Đặt: z = x + iy, (x,y e □ ). 
78y 

X -ị — - — — 20 

x + y ® „ , 78 !/ , , 78xi , 1=.- 


ơ)«- 


78xi 

y i+ .2 , 2 =15i 
X +y 


X H — -— + yi H — -— — 20 +15 i 

X + y X +y 


<=> (x + yỉ) + 78 • , y = 20 + 15z' <=> z + 78 • - = 20 +15/ 
X + y z 


<=>z 2 -(20 + 15z')z + 78z = 0 có A = 175-288/, suy ra: Ự|a|=16-9í' (1) 
Do đó z = 18 + 12/ hoặc z = 2 + 3i, suy ra: (x;y) = (2; 3),(18; 12). 

Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm của hệ là s = (x;y) = |(2;3);(18;12)|. 

Nhận xét 
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Trong (1) tôi đã tìm 1 JÃ[ bằng phương pháp tôhg quát như sau: 
a| = Vl75 - 288z = a + biol75-288Í = (a + bi) 2 <=> 175 - 288Ĩ = (a 2 -b 2 ) + 2abi 


Qi . n \a 2 -b 2 =175[b = ±9 /r- ĩ _ 1 ._ Q . 

Suy ra: { ' o{ _=> J A = 16 - 9 1 . 

[2ab = -288 [« = +16 V 1 

• Ngoài ra, dưới sự hô’trợ của Casio, ta cũng có thể tìm nhanh căn bậc 2 của một sô' 
phức bằng cách bấm: Mode 2 / 175 - 288Í 1 = 1 ^|Ans| z ar 8(Ans) / = gẽ ị] m được 

một căn bậc hai của sô'phức là 16-9/. Thao tác: mode 2 / 175 - 288ÍI = / sT shift 
hyr Ans / shift <-) / Shlft/2n/An s /) _ 

• Cũng tương tự như ví dụ trên, ta có thể giải bài toán này bằng cách nhân phương 
trình (1) với 1/^0 và nhân phương trình (2) với x^o, rồi cộng lại thu được: 

15x-78 

2xy + 78 = 20 y + 15x o y = 2 2 Q 'd° x = 10 không là nghiệm hệ). 

15x-78|" 2 . (15X-78Y1 . ir _r 2 fl5x-78y 
(2)0 _ x 2 + _ +7 8x = 15 x 2 + _ (3) 

2x-20 [2x-20 J [ 2x - 20 

Giải ra cũng được kết quả như trên nhưng sự biến đổi phương trình (3) dài dòng và 
phức tạp, cần có sự biến đổi cẩn thận. _ 


Ví du 536. Giải hê phươne trình: Ị (6 x ^ ỵ2 + y2 6x + 8ỵ (1) (I) (x.veD ). 
ẹp 8 ị(3-y)(x 2 +y 2 ) = 8x-6y (2) 


Phân tích . Nếu chia hai vế cho X 2 +y 2 ^ 0 sau khi xét x = y = 0 có phải là nghiệm 
không thì sẽ đưa được vê dạng giôhg hai ví dụ trên và có lời giải 1. Ngoài ra, nếu biến 
đổi, sau đó cộng hai phương trình lại với nhau và rút X theo y, rồi thế vào phương 
trình (2) sẽ tìm được X, y và cơ lời giải 2. 

/&* Lời giải 1 . Với X 2 + y 2 = 0 thì hệ có nghiệm (x;y) = (0;0). Với X 2 + y 2 + 0 thì 
„ 6x + 8i/ 1 6x + 8i/ „ 1 6x + 8i/ „ 

6 -X = — ; X + f = 6 X + =6 

X +1/ X +y X +1/ 

ự)oị " ^ <=>-< ' ’ o\ ~ 

„ 8x-6i/ 8x-6i/ „ . 8xi-6yi 

y + 3r3r =3 y f+ r, 1 = 3i 

X + y [ X + y [ X + y 


. 6x + 8ự 8xi-6yi ^ . 6(x-yi) 8(x/ + y) „ 

X + yỉ H—--— H---— = 6 + 3/ <^> X + yỉ ^ —— -——I——- — = 6 + 3/ 

X +y x+y X +y X + y 


. x-y/ 1 x/ + y ỉ T _ . , 

Đặt z = X + y/, suy ra: ————+r = - • Khi đó phương trình: 
X + y z X + y z 

<=>z + - + — = 6 + 3i<=>z 2 -(6 + 3i)z + 6 + 8/ = 0 có: A = 3 + 4/. 
z z 
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Suy ra: y|A|=2 + i. Do đó: z = 2 + i hoặc z = 4 + 2 i. 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ phưong trình là s = (x;y) = |(0;0);(2;1);(4;2)| • 
/&• Lời giải 2 . Vói X 2 +y 2 = 0 thì hệ có nghiệm (x;y) = (0;0). 

Xét X 1= 0 hoặc I/ 1 0 hoặc X 2 + y 2 1 0 thì hệ phưong trình đã cho 

[ è _ x = 6x + s y L , ồx + 8y , 6xy + 8y 2 


s 6 x + 8 i/ 6x + 8u „ 6 x 1 /+ 8 i/ 

6 -* = ' J x+ J =6 xy + j " = 6 y 

, X + y X + y X + V 

(/)<=>) ' , o ' <=>) ^ 

„ 8 x- 6 y _ 8 x- 6 y 8 x- 6 xi/ „ 

3 - y = - y + - = 3 XI/ + —-——21 = 3x 

X +y [ X +y 2 [ y X + y 

+ _ _ 6 y -8 ( . 3 ì 

=> 2xy + 8 = 3x + 6 y<=>x = , y 1 

2y-3 ^ 2J 


T , * , m í, 61 / - 8 Ỵ 6y-8Ỵ , 

Thếvào(l)<^> 6-^—2- • ^—2- +y 

l 2y-3j [Uy-3j 


2 „ 6y-8 

+ 1 / - — 6 • —-- V 8y 

2y - 3 


«►0/-1)0/-2)(3y-4)(4y 2 - 12y +12) = 0 «► y _ 2 (do: X *0). 

y = 2=>x = 4 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ phưong trình là s = (x; y) = j(0;0); (2; 1); (4; 2)| • 

bx±cy 

ax + -z — L ỷ = a (1) 

X -ị-y 

Bình luân . Dạng tôhg quát của bài toán là: ị , • Khi đó ta c 

cx + by „ /r> , 

ay + 1 \ = p (2) 

[ X+y 


Khi đó ta có hai 


hướng xử lý. Một là lấy (1) + 2.(2) và đặt z = x + yi, (x,y eũ ) sẽ f/z« đirợc phương 
b ci 

írm/z: az ± - ± — = a + p/ uà giải phương trình này trên tập sô'phức sẽ tìm được z, từ 
z z 

đó suy ra được X, y. Hai là sử dụng phương pháp cộng, tức lấy y.(l) + x.(2) sẽ thu 
được phương trình đơn giản hơn và rút X theo y hoặc y theo X, rồi thế vào phương 
trình còn lại. Nhrnig hướng 2 này sẽ dẫn đến phương trình bậc cao, đòi hỏi đêh kỹ 
năng nhẩm nghiệm, hoặc nếu nghiệm quá Xấu sẽ gây khó khăn. 



\/x 

1 12 'ì 

1 

Ị, 3x + y ) 
/ \ 

= 2 (1) 

Ví du 537. Giải hê phuong trình: < 


ự) (x,ye □). 


vỹ 

- 12 

1 H- —— 

l 3x + y J 

= 6 (2) 



Học sinh giỏi Quốc Gia năm 2007 


/&» Lời giải 1 . Điều kiện: X > 0; y > 0; y + 3xj=0. Đặt: 


a = \Ị3x > 0 

b = s fỹ> 0 
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Do x = y = 0 không là nghiệm của hệ nên xét X > 0, y > 0 hay a > 0, b > 0. 


(I)o 


a ị 12 

ựãl « 2 +fr 2 


a--^ = 2S 

a +b 


= 6 b + í, =6 bi + , = 6/ 

[ fl 2 +fr 2 l fl 2 +fr 2 


Cộng hai phương trình lại, suy ra: a + bi -12' — Ậ- = 2-\Ỉ3 + 6f (*) 

(7 -t /1 

Đặt: z = a + bi với a, b eũ va a,b> 0 nên = Khi đó: 

a +b 2 

(*) «■ z - — = 2#+ 6; «■ z 2 - 2(S + 3i)z -12 = 0 


Ta có: A' = 6 + 6\/3.z, suy ra: J A' =3 


Do đó: 


Í2 = %/3 + 3 
b = 3 + s 


(nhận) hoặc 


ĩ = s~3<0 


(yf3 +3) 2 í 


2 — >/ 3 * + 3 + (3 4- >/ 3 )z 
2 - v 3 3 I (3 v3); 


(loại do fl, b > 0). 


L/3x=n/3+3 x = (v 3+3) í X = 4 + 2\/3 

Suy ra: 1 _ <=>1 3 <=>í , • 

[\Ịỹ = 3 + yf3 [ y = ( 3 + ^)2 ,>/ 12-6V3 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x;y) = |(4 + 2\3;3 + V3)| • 

Nhân xét . Trong ngoài cách tìm ^jÃ'ĩ bằng phương pháp tôhg quát hay sử dụng 

_,__ . . _ _niz( _ ẹ + k2n (ọ + k2n^ị 

Casio, có thê sứ dụng 2 = r.(coscp + zsincp) => 2, =yr. cos——-— + zsin——-— • 

V n n 

(l M ^\ ( n n \ 

Với A'= 6 + 6\/3.z = 12 4 + rì—z =12 cos-^ + z. sin 4 nên sẽ có hai căn bậc hai là 
(2 2 ) \ 3 3 ) 

_ f \ _ í ỊZ 1 'A _ 

5,.,=±>ỊŨ cos^ + i.sin^ = ±>/Ĩ2 + =±(3+%/3i)=>.|ÃĨ=3 + #.z. 

1;2 ^ 6 6 J ^ 2 2 J v ' V 1 1 

Hơn nữa, tại sao tôi phải đặt a = \f3x > 0, b = Jỹ ?! Câu trả lời rất đơn giản, do tôi 

muôh tạo ra mẫu sô'dạng a 1 +b 2 để áp dụng được biến đổi của sốphức. 
ổ” Lời giải 2 . Do X = y = 0 không là nghiệm hệ nên điều kiện: X > 0, y > 0. 


(I)o 


\ 12 _ 2 L 3 1 (w) 

3 x + y ựx (2)+(1) yỊỹ 4x 
u 12 _ 6 ( ™ > 12 3 1 ' 
3x + y fỹ 3 x + y /ũ Jx 


3.V t . 1 / ^ 4x 


12 _ 9 _ 1 

3x + y y X 
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<=> 12xy = 9x(3x + y)~ y(3x + y) <=> 27X 2 - ốxy - y 1 = 0 <=> (3x - y)(9x + y)= 0 

Với y = 3x thì (**) <=> 1 = ~ịL= + <=> sf3x = 3 + 0/3 <=> 

\Ị3x yỊx 

Với 9x + y = 0: loại do X > 0, y > 0 nên 9x + y > 0. 

Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x;y) = |(4 + 2vo;3 + o/3)| • 


ịx = ấ + 2S 

' i/ 12 • (no 



2.V -— (x2 - 


4x+ -2— =2 + yỊ: 
x 2 y 2 +1 


- 1 )= ỵ - 

X y +1 


/&• Lời giải . Điều kiện: 1 / ^ 0. 
2r 2 ( \ 2 • I)..w2 


-~v2 I 


ơ)»- 


2. 2v (V2 • I) v 2 


y y 2 x 2 + ị 


(II) và đặt 


a = xy2 
b = — *0 

y 


(II) ^ 


a 2 b 2 (v2 • l)a av2 - \ 2 1 

a +b 


2ab-(s/2 + l)b + ^P^- = 0 
a +b 


Lấy (1) + (2 ).i => (rt 2 -+ 2fl&) (\ 2 í l)(a i bi) - i v2 + 1 0 (3) 

fl +ỉr 


Đặt z = a + bi, (b* 0) thì (3)<=>z 2 -(o/2 + l)z- — + o/2 +1 = 0 

z 

<>='• (\2 i l)z' I (\2 • l)z \2 () <>(z v2)(z 2 z > 1) -0 

<=> z = 0/2 hoặc z = \ + 'ệ- i hoặc z = \- -ệ- i. 

2 2 2 2 

Vói z = \Ị2, suy ra: n \ 2 và b = 0. 

_ 1 , 0/3 , _ 1 _ , , , s 0/2 . , 2 \6 

Với z = — i —— i, suy ra: « = — và b = ±~— nên x = ^— và V = + _ • 
2 2 2 2 2 4-3 


Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = < ~^ L ;±—)— 

4 3 
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, 2x + 5i/ = xi/ + 2 

Ví dư 539. Giải hê phương trình: ị ( I ) (x,y e □ ). 

[X +4y + 21 = y +10x 

. ? Í2í(xy-2x-5y+ 2) =0 

Lời giải. Ta có (I) <=> <! „ „ ‘ • Đăt z = X + ú/. 

[x 2 - y 2 - lOx + 4y + 21 = 0 

Cộng vế theo vế, suy ra: X 2 -y 2 - lOx + ấy + 21 + 2z'(xy - 2x - 5y + 2) = 0 
<=> (x 2 - y 2 + 2xyz) - 10(x + yz) - 4z'(x + yz) + 21 + 4z' = 0 
z 2 - 10z - 4 iz + 21 + 4z = 0 <=> z 2 - 2(5 + 2;)z + 21 + 4z = 0 
Ta có: A' = (5 + li) 2 - (21 + 4i) = lói = 8(1 + i) 2 => JÃ^ = 2^2(1 + i). 

|~z = 5 + 2%/ĩ + (2 + 2-JĨ)i A íx = 5 + 2\fĩ w Íx = 5-2n/Ĩ 
Suy ra: nên < hoặc < • 

z 5 2v2 ị (2 2v2)/ [y 2 • 2 x 2 [y = 2 - 2 ự 2 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x;y) = j(5± 2 \ 2;2 ± 2 \ 2 )Ị • 

Nhân xét . Ta có thể giải hệ bằng cách rút X theo y hoặc ngược lại từ phương trình (1), 
rồi thếvào phương trình (2) cũng được kết quả tương tự. 

íx 3 -3xy 2 =-l 

Ví du 540. Giải hê phưong trình: < — (I) (x,y e r ). 

[y 3 -3x 2 y = -y3 

Phân tích . Đây la'hệ phương trĩnh đẵng cãp bâc ba. Tuy nhiên, nẽu giải bang phương 

pháp thông thườ ng, tức nhân chéo 2 vế được: v3x' I 3x’i/ 3\3.vy I/ -0 và 

phương trĩnh này nghiệm quá xấu !! Nhimg để ý xét sõ phưc z = x + iy, (x,y 6 n) thì 

z 3 =x 3 -3xy 2 + (3 x 2 y-y 3 )i. Điêu đó gợi ý cho ta lấy phương trình hai nhân với -i, 

rồi cộng với phương trình một và có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Gọi z = X + iy, (x,y eO), suy ra: z 3 = X 3 - 3xy 2 + (3x 2 y -y 3 )i. 

Í ỵ 3 — 3xi/2 _ —2 ® 

r- => X 3 - 3xy 2 + (3x 2 y - y 3 )i = -1 + i\Ị 3 
(3x 2 y-y 3 )z = z'y3 

3 . pr . _ _ 3 _ ( 1 -v/3 .ì .. 3 -f 2ĩĩ . . 2n) 

<=> z = —1 + v3.z <=> z = 2 -T+ _ T <=>z =2 cosTT + i.sinTT 

l 2 2 J l 3 3 J 

_ _ \ 3 iz( _2tc 2zxì 3 /— ( _ 8 ĩt 87X 3 ! 3 f-( _1471 147tìl 

Nênze(y2 cos—- + zsin — 1 ;</2 cos-T-+ z sin-T ;sJ2 cos —- + z sin —— > 

1 l 9 9/ [ 9 9/ { 9 9 JỊ 

X = ^/ĩcos^ X V 2 cos ^ x = \fĩcos^Ệ^ 

Suy ra: Ị 9 hoặc \ 9 hoặc ị _ ? : là các cặp 

3 /ỹ 2n 3 /ỹ .871 __ 3 /r 14it 

y = V 2 sin TA y = V 2 sin - 2 - y = V 2 sin —- 

. 9 9 9 

nghiệm cần tìm của hệ phuong trình đã cho. 
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X 4 - 6x 2 y 2 + y 4 = \Ịl 

Ví du 541. Giải hệ phương trình: 'I -Ị 

x 3 y - y 3 x = ^ 


(/) (pyeO) 


Korean Mathematỉcal Olympiad 1998 


Lời giải . Gọi z = x + ỉy => z 4 = (x + yiý =x 4 + 4 x 3 yi + 6x 2 y 2 i 2 + 4 xy 3 i 3 + y 4 i 2 
Suy ra: z 4 = (x 4 - 6x 2 y 2 +y 4 ) + 4(x 3 y- y 3 x).i 

, ■ 6 * y + ( = s J*• - 6 **;Ý *y‘ - lĩ 

u)<=>i - , 1. <=><! , - . 

X yz' - y xf = — i [4(x y - y x)i = í 


(x 4 - 6x 2 y 2 + y 4 ) + 4(x 3 y - y 3 x)i = V 3 I /' < > z 4 = \ 3 I i. 


^3 , 1 


>—I—I 4 4 ™ yu í . 0 71 . . 71 

Ta CÓ: z - \ 3 • / 2 + — i =2 cos — + 7sin— • 

2 2 6 6 


Do đó: 


4/Z _7T . . 7Ĩ 

z = V 2 cos -- + i sin --- 
24 24 J 

4 /r-f_13rr . 13 tt 

z = V 2 cos —— + i sin —— 

^ 24 24 J 


4 /r[_25 ti 25ti 

z = V 2 cos —— + 7 sin —— 
^ 24 24 

4/rf __37 ti . 37tt 

z = V 2 cos —— + i sin —— 
24 24 


x = ịẵ cos -r— X - V 2 cos - X = 4/2 cos 


2571 __ 4/r- _37 tt 

—— X = y 2 cos —— 


Suy ra: 


4/0" ■_^ _ 4/Õ" •_1371 4/0" •_25tt 4/0"• _ 3771 

1 / = y 2 sin — y = \ 2 sin —— 1 / - \ 2 sin —— 1 / = V2 sin —— 

r 24 r 24 r 24 r 24 


Nhân xét . Nếu giải cách thông thường sẽ gây khó khăn cho việc tìm nghiệm. 

BÀI TẬP RÈN LUYỆN TổNG HỢP VÊ ĐẶT Ẩn phụ 


BT 582. Giải hệ phương trình: 


BT 583. Giải hệ phương trình: 


BT 584. Giải hệ phương trình: 


ỉ + ỉ = 9 


1 1(1 ^11 
-== + -== -== + 1 -== + 1 =18 


x 3 (3y-2) = -8 
[x(y 3 + 2) = -6 

X +1/ = rì 1 
y 2 

_ 2 „ , „3 35 

3 i/ x + x = — 

l 2 


(x;y e □ ). 


(x;y e □ ). 


(x;y e □ ). 


BT585. Giải hệ phương trình: 5* „ !/)2 (3i " 2 + 2xy + 3ỵ 20) + 1 0 (x; y e □ ). 

[ 2x - 5x - 2xy + 5y = 0 
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BT586. 

BT587. 

BT588. 

BT589. 

BT590. 

BT591. 

BT592. 

BT593. 

BT594. 

BT595. 


Giải hệ phương trình: 


4(x + XI/ + y ) + 

1 


3 85 

{x + yý - 3 


2x + 


Giải hệ phương trình: 


_ 13 

x + y 3 

.2 , „,2x 


4x1/ + 4(x + y ) + 


(x + 1 /) 2 


■ = 7 


2x + - 


x + y 


= 3 


Giải hệ phương trình: 


1 9 

X 2 + y + 6xy--—- + ~r = 0 


(x-y) 2 8 


1 5 

2y-—+ - = 0 


x-y 4 

X + 2y + 3xi/ + 3 = 0 
Giải hệ phương trình: < X - y +18 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


(x + y) 2 
(x 2 +y 2 ) 


= 9 y/x-y 


1 + - 


— 2_2 

V x y J 


= 16 


y(x +1) = 2x(y +1) 
(x + y)[ 


V 

X y 

X 2 +1 + y 2 +1 


= 4 

= 1 


2x 2 y + y 2 x + 2y + X = 6xy 

1 y X . 
xy+ — + — + — = 4 


Giải hệ phương trình: 

Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 


xy 

X 

V 



/■ 

-í > 

2 

(x 2 +y 2 ) 

1 + 

1 

= 8 


V 

xy J 



r 

1 ^ 

3 

(x 3 +y 3 ) 

1 + 

1 

= 16 


V 

xyj 


y + xy 2 = 

6x 2 



1 + x 2 y 2 = 

= 5x : 

2 


x(x + y + 1) - 

3 = 0 

(x + y) 2 - 

5 

X 2 

+ 1 = 

= 0 


(x;y e n). 


(x;y e □). 


(x;y G □). 


(x;y G □ ). 


(x;y GŨ ). 


(x;y GŨ ). 


(x;y GŨ). 


(x;y GŨ). 

(x;y GŨ). 
(x;y GŨ). 
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BT 596. 


BT597. 


BT598. 

BT599. 

BT 600. 

BT601. 

BT 602. 

BT 603. 

BT 604. 

BT 605. 

BT 606. 

BT 607. 

BT 608. 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


ịx 2 + l + y(y + x) = 4y 
l(x 2 +l)(i/ + x-2) = j/ 


, 1 „ 
x y+z~ = 2 

XIJ 

í •, '\ 

I (x + y) 


1 + 1 - 


{x 2 + \f) 


(x + y) 


V xx Jj 

„ í 
2 _ 

) 

V 


1 +— 
xy J 

xy 


= 4 


45 

4 


1 xy + x-l = 3 y 
\x 2 y-x = ly 2 

[x 3 y 3 + 8 = 16y 3 
\x{xy + 2) = 8y 2 
X 2 +1 + y 2 + xy = 4 y 

* + j/ “ 2 = ĨTg 
l l + x 

f(x 4 - 2x 3 + x 2 )(l + y 2 - 2 y) = 16y 
[2x z y - 2xy + y 2 - lũy + 1 = 0 
[(x + l) 2 (y + l) 2 =-9xy 
[(x 2 +l)(y 2 +l) = -10xy 

[.t 2 + xy - 3x + y = 0 
[x 4 + 3x 2 y - 5x 2 + y 2 = 0 
[y 2 + 4xy + y - 2x = 0 
[y 4 + 8 xị/ 2 + 4x 2 + 3y 2 = 0 

[ự3x + y +yỊx + y =2 
[yjx + y +x-y = l 
ị X + y + + y — 5 

ị^2x + y +x-y = 2 
í(xy + 3) 2 +(x + y) 2 =8 


X y 
X 2 +1 y 2 +1 


1 

4 


(x;y G □). 

(x;y G □). 

(x;y GŨ). 

(x;y GŨ). 
(x;y GŨ). 

(x;y ẽO). 

(x;y gũ ). 
(x;y GŨ ). 
(x;y GŨ). 
(x;y GŨ). 
(x;y GŨ). 
(x;y GŨ). 

(x;y GŨ). 
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BT 609. 

BT 610. 

BT611. 

BT 612. 

BT613. 

BT 614. 

BT615. 

BT616. 

BT617. 

BT 618. 

BT619. 

BT 620. 

BT 621. 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


\Ạlx-y-^y-x = l 
1 7^jy-x + 6 y - 26x = 3 
[2^2x -3y + s j5-x + y = 7 
|3ự5-x + Ị/-ự2x-i/-3=l 

[*V( 1 + y )+*y (2 + y) + xy 3 = 30 
\x 2 y + x{l + y + y 2 ) + y-\\ = 0 

x + yỊ2ỹ = 6 


+ 5 4- sịl y + 9 — 8 
^8x 2 - 8xi/ + 2x4- ly 2 - 2 = \Ịx-l + 2x-y 


(x;j/ e □ ). 
(x;yeũ). 
(x;j/ e □ ). 
(x;yeũ). 


■ = X 4 X 


? x -1 = 17 - y 

\x 2 y + X 2 + 2 y -22 = 0 
[x 4 - 4x 2 + y 2 -6y + 9 = 0 
X 4 + 2x 3 - 5x 2 + y 2 - 6x = 11 
3^7-6 

[ 

, , 8 8 
X 3 + 3x 2 - 13x -15 = — 

y y 

y 2 + 4 = 5i/ 2 (x 2 + 2x + 2) 
xy -x-y = 1 

4x 3 - 12x 2 + 9x = -y 3 + 6 y + 7 


ỷ + 


-1 - 1/(1 + 2 ^ 2 x - 1 ) = -8 


-1 + 2x = 13 

, 2y 

- + —= 1 


X + y -1 X 

2 2 2x í 

X + 1/ - — = 4 

y 

x + y + Jx 2 - y 2 = 12 

ự * 2 -}/ 2 = 


12 


[ 12x + 3y - 4^xỹ = 16 
Ị \/4x + 5 + I/ + 5 = 6 


(x;y e □ ). 

(x;y e □ ). 

(x;y e □ ). 

(x;y e □ ). 
(x;y e □ ). 

(x;j/ e □ ). 

(x;y e □ ). 

(x;y e □ ). 
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BT 622. 

BT 623. 

BT 624. 

BT 625. 

BT 626. 

BT 627. 

BT 628. 

BT 629. 

BT 630. 

BT631. 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


IX 3 + 3xy 2 = 25 

|x 2 + 6 xy + y 2 = lOx + 6 y - 1 

1-xM 3 3 

—jr + *y+7T = y 

X ) 2 

/ _. 2 1 4 

(xy + 2 ) +-ỳ = 2 y + -~ 

X X 


^46 - 2y(3 + 8x + 8 y) = 

2^4x + y + X + 2y 

= 1 

X y 

_ 7 

>/i - * 2 >/i - y 2 

12 

1 1 

_ 35 

Ạ - y 2 Ậ - X 2 

12 

2y 3 y 3 

9 


\Ịx 3 + y 6 


v x 3 +5i f 


- + 2 


22x 2 


(x;ị/ c X). 

(x;yeũ). 


(x;yen). 


(x;yeũ). 


(x;yeũ). 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


—— + — = 1 
x + y xy 

3x-y „ 

T . .2 + 3x + 1 / = 9 
X -y 

(x 2 + y 2 ) 5 + 5 + 2xi/ - 

' ^|_(x -y ) J ' (x -y ) 


(x;y e □ ). 


X 2 -y 

(* 2 + y 2 ), , 2_ ,.2 ■ - I ■ ,,„2x2 

(* -y ) J (x -y) 

(2x 2 + y) [ềx 4 - 3x 2 + y(4x 2 + y + 6)] = 8 
3y-4x 2 + 2 = 0 


= 35 


12 y + yỊly - X +1 = 4xy + X - 1 
1X 3 - 6x 2 y = 8y 3 - 6 


(x + y) 
(x 2 +y 2 ) 




= 5 


V X VJ 
í 

2 


1 + - 


V 


-.2. .2 
X y , 


(x;y e □ ). 


(x;y e □ ). 


= 49 
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BT 632. 

BT 633. 

BT 634. 

BT 635. 

BT 636. 

BT 637. 

BT 638. 

BT 639. 

BT 640. 

BT 641. 

BT 642. 

BT 643. 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


ỉỊĨĨ + 8y = 7 4y 

p-"- 29 


X 2 +x 


X -y = 


x(4x - 1) 


1 , 1 , 

~ĩ + ~2~ 1 

X y 

[%/x 2 -i + ựy 2 -i = 

\*Jx~3- 2y + 3 4- yị9x + lũi/ +11 = 10 
[yjl2x + 13i/ +14 + ^ 28.V + 29 1 / + 30 


+ 2 


(x-l)(ựx 3 +2+l) = - 

y 

X 2 + X +1 = y 
ịlx 2 +y 2 + xy = 1 

[(* - yf (ìỊSx 2 - xy + 2\J 2 + 2 +1) = 3 

yỊx +1 + ựy +1 = 2 

” 29+r - y 2 + = 4 

X ~ y 

Í2y 2 +l = x-y 
yx + y + ^ịx-2y =3y 
ị 2x - 2yỊỹ + 2 = 3 


4y + 8(x — 2)yx + 2 +7 — 0 
X 2 + y 2 = 1 

(3x-4x 3 )(3y-4y 3 ) = ^ 

\ x + fi-ịf =1 

ly + \fl-x 2 = y/3 


V *+y 


yỊỹỹ 


r 


1- 


1 


V * + ỈG 
X 3 - 3xy 2 - X +1 = y 2 - 2xy - X 2 
y 3 - 3yx 2 + y -1 = y 2 + 2xy - X 2 


= 2 
= 4n/2 


(x; y G □ ). 

(x; y G □ ). 

20 

(x;y G □ ). 

(x; y G n ). 

(x; y G n ). 

(x;y eO). 
(x;y GŨ). 

(x;y GŨ ). 

(x;y GŨ ). 

(x;y GŨ). 

(x;y GŨ). 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lời giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. LỄ Văn Đoàn 


§ 4. GIẢI HỆ BẰNG PHƯƠNG PHÁP ĐÁNH GIÁ 

ikikik= — 

Trong bài học này, ta sẽ tìm hiểu 2 phương pháp đánh giá chính để giải hệ 
phương trình mà thường được sử dụng nhiều trong đề thi, đó là: 

• Phương pháp đánh giá bằng hàm số. 

• Phương pháp đánh giá bằng bất đẳng thức. 

I. Phương pháp đánh giá bằng hàm sô 

Ta sẽ vận dụng nội dung của kết quả: "Hàm số f(t) đơn điệu một chiều 
trên khoảng ( a;b ) và tồn tại u, ve(a}b) thì /(») = f(v) <=> u = v 
1. Một sô dạng cơ bản sử dụng phương pháp hàm sô 
a. Dang 1 . Hệ chứa ịax + sỊ(ax ) 2 +1 by + Ạby) 2 + 1 = 1 (1) dạng liên hợp 

Do Ậbyf +1 > Ậbyf = \by \> by, suy ra: Ậbyý+l-by >0 nên: I 

ax + Ậaxf+1 ■ ~Ậby) 2 +1 + by ■ Ạbyỹ +1 - hy 
Ậbyf+l-by 

rrv _L . lí nvV _L 1 — Ị(—hĩ /p 1 _L ( — hi/\ sfl nv\ — fl —/nơ 


( 1 )» 


<^ax + Ậax) 2 +1 = Ậ-by) 2 +1 + (-by) o f{ax) = f(-by). 

Xét hàm SỐ /(í) = t + \Ịt 2 +1 xác định và liên tục trên □ có: 
cn\ — 1 ^ _ n/p +1 +1 _ , + í +t |í| + í n 

-^ (í) = 1 + ~fĩ^T = /T-T >0 ' Wgũ do /T-T > rĩ=ị = ir=T- 0 - 
Ví +1 Ví +1 ví +1 ví +1 Ạ+t 

Do đó hàm SỐ /(í) luôn đồng biến trên □ . 

Suy ra: f(ax) = f(-by) <=>«* = -by. Đã có mối liên hệ giữa X và y. 

Lưu ý . Ngoài cách chứng minh bằng phương pháp hàm số, ta có thể sử 
dụng phương pháp liên hợp cũng tìm được ra mối liên hệ giữa X và y. 


t _\Ịt 2 + 1 + 

\ỊFTĨ \lt 2 + ĩ 

. . . r/ r/ ,\ t 'x 4 


Ví du 442. Giải hệ phương trình: 


8x 3 + 2 y = yjy + 5x + 2 (1) 

(3x + Ựi + 9x 2 )-(ị/ + ^1 + i/ 2 ) = 1 (2) 

Học sinh giỏi tỉnh Lâm Đông năm 2014 


«©* Lời giải . Điều kiện: y + 5x + 2 > 0. 

Do Ậ + y 2 > lỊy 2 = \y\>y, suy ra: \ 1 I 1 /' - y > 0 nên liên hợp (2) được: 

(2) «(3x + \ 1 • 9x ) • - = -= 1« 3x + Jl + (3x) 2 = Jl + (-Ị/) 2 + (-y) 

ựl + y 2 -y 

^/(3x) = /(-!/). 

Xét hàm SỐ /(í) = f + \ 1 I / trên □ có f(t) = ^ + ->0, Ví G □ . 

Vl + í 2 
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+ t 2 +t \ít 2 +t |f| + f ... .., 

■ = > -J= = = > 0. Do đó hàm số/(í) đồng biến trên □ . 


Suy ra: /(3x) = f{-y) <^>3x = -y <^>y = -3x và thế vào (1) được: 

_ ( r 

(1) <^>8x 3 -6x = y2x + 2 (3). Đặt x = cosf, te 0;^ • Khi đó: 

V L 2 J y 

(3) <=> 2(4cos 3 í - 3cos /) V2 cos t + 2 <=>2cos3f = N 2( 1 I cos/) 

I — ị í r i £ \ 

<=> Jcos 2 4 =cos3f cos3f = cos- 7 , do: te 0;^ =>cos4>0 • 

V 2 2 ^ L 2j 2 J 

~3t = Uk2n \t = k -^ _ r 1 

^ 2 . ^ , 5 , í^6ũ). Vì ÍG 0;^ =>í = 0. 

3t = - — + k2n t = —- 

L 2 L 7 

Với t = 0, suy ra: X = 1 => y = -3. 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x; y) = |(l;-3)j • 
Nhân xét . Ngoài việc sử dụng hàm số, ta có thể sử dụng liên hợp nhu sau: 

(2) <=> 3x + 'Jĩ+9x 2 = - Ị = yjl + y 2 - y <=> 3 x + y+ \ 1 ! 9x - sị\ + y 2 = 0 

y + Jl + y 2 


<=> 3x + y + - 


9 x 2 -y 2 

/l 4- 9x _ + \/l 4- 1 


3 Y — 1/ 

r = 0 <=> (3x + y) 1+ . =0 

ựl + 9 x 2 +JŨV 


<=>3x = -y do: 1 + - 


3x - y 

l + 9x 2 + Jĩ + y 2 


V1 + 9x + 3x + + y — y 

\/l + 9x 2 +Jl + y 2 


Ví du 443. Giải hệ phuong trình: 


X 2 +1 + x)(yjy 2 4 - 1 + y) -1 (1) 

/ x 4 - 2 4 - \/22 - 3x = I/ 2 + 8 (2) 

Học sinh giỏi tỉnh Nam Định năm 2013 


r v . _ x + 2>0 _ 22 

/&* Lời giai. Điêu kiên: ! <=> -2 < X <- 

ỗ [22 - 3x > 0 3 

Do Ậ + y 2 > sỊỹ 2 = \y\ > y, suy ra: yỊĨ +y 2 - y > 0 nên liên hợp (1) được: 

(1) <=> \Ịx 2 +1 + X = ■ 1 -<=> ^/x 2 +1 + X = Ậ-y) 2 + ĩ + (-y) <=> /(x) = /(-y). 

vy 2 +i+y 

Xét hàm SỐ /(í) = t + \ 1 I /' trên □ có f(t) = — i + — > 0. 

vl + í 2 
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+ t 2 +t ví 2 +t t +t . .. .., 

■ = > = = ■ > 0. Do đó hàm số/(í) đồng biến trên □ . 


: t' \ 1 I /•’ 


Suy ra: /(x) = f{-y) <=> X = -y và thế vào (2) <=> 4\/x + 2 + \ 22 3.V = X 2 + 8 w 
»4 n/x + 2-Í-x + -Ì + \Í22-3x -Í-—x + —1 = x 2 -x-2 


3 3 


3 3 


<í=>4 3\Ịx + 2 -(x + 4) + 3\ 22-3x -(14-x) =3(x 2 -x-2) 

4(-x 2 + X + 2) -X 2 + X + 2 

<=> . -— + . --+ 3(-x + X + 2) = 0 

3y X + 2 + X + 4 3 V 22 — 3x + 14 — X 


<=> (-X 2 + X + 2) • 


■ X + 2 + X + 4 


’ - 3x +14 - X 


+ 3 =0 


, „ „ X = — 1 w X = 2 

<=> -X + X + 2 = 0 <=H _ hoặc 

\y =1 ừ = -2 


_ 4 1 22 

Do: J -i -+ 3>0, Vxe -2;^ • 

3y X + 2 + X + 4 3\ 22 — 3x + 14 — X s 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của hệ là s = (x;y) = j(-l;l);(2;-2)j • 

Nhân xét . Trong cách biến đổi của phương trình w do sử dụng Casio, tìm được 2 
nghiệm X = -1, X = 2 nên ghép bậc nhất ax + b để liên hợp (xem lại phần liên hợp). 


Ví du 444. Giải hệ phuong trình: 


(x + Vx +4)(y + ^/y +1) = 2 (1) 

27x 6 = X 3 -8y + 2 (2) 

Học sinh giỏi tỉnh Nghệ An năm 2013 


Lời giải . Ta có: (1) <=> X + \Ịx 2 +4 = 2(^y 2 +1 - y) 

^ X + n/x 2 +4 = Ậ-2yỶ +4 + (-2y)«. /(x) = /(-2y). 

Xét hàm SỐ /(í) = t + \ 1 ( / trên □ có f'(t ) = ^ + - 


Vl + t 2 +t ví 2 +f t +t _.,.. 

Vì: , > , = > 0. Do đó hàm số f(t) đồng biến trên □ . 

Suy ra: /(x) = /(-2y) <=> X = -2y và thế vào phuong trình (2) đuợc: 

(2) <^27x 6 =x 3 + 4x + 2 <^>(3x 2 ) 3 +3x 2 =x 3 +3x 2 +4x + 2 
«• (3x 2 ) 3 + (3x 2 ) = (x +1) 3 + (x +1) <=> /(3x 2 ) = /(x +1). 

Xét hàm SỐ /(í) = t 3 +t trên □ có f\t) = 3f 2 +1 > 0, Ví G □ . Do đó hàm số /(í) 
đồng biến trên □ . 
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Suy ra: /(3x 2 ) = f(x + 1) <=> 3x 2 = X + 1 <=> X = 


-1 + sỊ 


. . Tâ „„ , c , , íf 1 + %/Ĩ3 -1 -%/Ĩ3ì ị 1 -</Ĩ3 -1 + sỊỸ3 'ìỊ 

Kết luận: Tập nghiệm s = (x;i/) = h ã ;— 6 ;—12 \\' 



(•ựy 2 +1 + l)(x - y + Vx 2 + 2x + 2) = y 2 (1) 
(8y 11) \ 2x +1 - 3 = (3x + l)(i/ -1) (2) 


Lời giải . Do I/ = 0 không là nghiệm hệ nên xét I/ ^ 0 và liên hợp ở (1) thì: 
(1) <=> X - y + ^(x + 1) 2 +1 = yỊỹ 2 +1 -1 <=> X +1 + Ậx +1) 2 +1 = y + ■, Jy 2 +1 


(L)<^x-y + sỊ(x + L) +I = yịy +i-ior + i + ^ + ij +1 = 1/ + ^!/ +1 
^/(x + l) = /(y). 

Xét hàm SỐ /(í) = t + \ 1 I / trên □ có f'(t) = ^ + - > 0, Vf e □ . 

■ựĩTĨ 7 

Vì: ^ + ^ + - > ^ + t = Ị ! > 0. Do đó hàm số/(í) đồng biến trên □ . 

■ N /Ĩ7? r yỊĩ+ẽ sỊĩĩẽ 

Suy ra: /(x +1) = /(y) <=> y = X +1 và thế vào phuong trình (2) đuợc: 

(2) <=> 3x 2 + X - (8x - 3)yj2x 2 +1+3 = 0 (3) 

Đặt t = sỊĩx 2 +1 > 1 thì (3)<=>3f 2 -(8x-3)i-3x 2 + x = 0 có: A f =(10x-3) 2 . 


f = 3x -1 

Suy ra: X <=> 

. = 3 


2x +1 = 3x -1 


,2 ; 7 X 

Ix +1 =-- 


6 13 
<=>x = — =>y = — ■ 

7 7 


|> 6 .Ị^ ^ 1 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ phuơng trình là s = (x;y) = < ị ■ 

lv 7 )J 


Bình luân . Để giải phương trình (3), tôi đã sử dụng việc đặt ẩn phụ không hoàn toàn. 
Nhưng nếu làm bình thường thì biệt sô'delta không là sô'chính phương, do đó tôi đã 
đtêu chỉnh hệ số m = 3 trước t 2 để được delta là sô' phương. Theo phương pháp đã 
được học ở phần 1, thì việc tìm m ngoài nháp khá dài dòng, người ra đê thường cho m 
là những sô'nguyên dương nên tôi đã chọn phương pháp thử Tân ?n = 1,2,3,... và 

chọn được m = 3 thì delta là sô'chính phương và có lời giải ngắn gọn như trên. _ 

b. Dang 2 . Hệ chứa đa thức bậc 3: a^x 3 + bpc 2 + CjX + đ Ị = a 2 y 3 + b 2 y 2 + c 2 y (1) 
Vê nguyên tắc tổng quát ta sẽ sử dụng đồng nhất thức để xây dụng hàm 
đặc trung dạng: /(í) = m.t 3 + n.t, tức biến đổi: 

(1) <=>m.(ax + t>) 3 + n.(ax + b) = m.(cy + d) 3 +n.(cy + d)<^f(ax + b) = f(cy + d). 

Từ đó chúng minh hàm số f(t) đon điều 1 chiều trên miền D. 

Suy ra: f(ax + b) = f(cy + d)<$ax + b = cy + d và thế vào phuong trình còn lại. 
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Lưu ý, đối với các phuong trình đon giản, 
a, b. Ngoài ra, miền D = D 1 vjD 1 với Dj 
cy + d. 

có thể sử dụng Casio để tìm 
, D 2 là miền của ax + b và 

Ví du 446. Giải hê phuong trình: - 

X 3 -y 3 +3x 2 +6x-3y + 4 = 0 (1) 

2^4-x 2 -3ự3 + 2y-y 2 -3x + 2 = 0 (2) 

Học sinh giỏi Tp. Hà Nội năm 2014 


Phân tích . Nhận thấy (1) có dạng đa thức bậc 3 theo X và theo y độc lập nhau. Do dó 
ta sẽ viết: X 3 + 3x 2 + 6x + 4 = y 3 + 3y ( ỉ ). Vĩ đa thức theo y khá đơn giản nên sẽ chọn 
hàm sô'đặc trưng dựa vào nó, tức xây dựng hàm số f(t) = t 3 +3t ở 2 vế. Khi đó viết: 
(1) <=> (ax + b) 3 + 3 (ax + b) = y 3 + 3y ( ii). Lúc này có các cách tìm a, b như sau: 

Cách 1. Khai triển và đông nhất, tức: VT ại) = a 3 x 3 + 3 a 2 bx 2 + (3 ab 2 + 3 a)x + b 3 + 3b 
và so sánh hệ số với (i), được a = b = 1 hay viết (1) <=> (x +1) 3 + 3(x +1) = y 3 + 3y. 
Cách 2. Sử dụng Casio nhập 1000 và gán vào A: A: 1000 —> A (1000 shift STO A), 
rồi nhập X 3 +3X 2 + 6X + 4 = A 3 +3 A và bấm shift solve cho ta x = 999 = 1000-1 
tức ta có thể viết (1) <=> (x +1) 3 + 3(x +1) = y 3 + 3y <=> f(x +1) = f(y). Do hàm sô' đặc 
trưng f(t) = t 3 + 3t luôn đông biến trên □ nên suy ra x + l = y và có lời giải sau: 

Lời giải . Điều kiện: -2 < X < 2 và -1 < y < 3. 

(1) <=> (x +1) 3 + 3(x +1) = y 3 + 3y ^ /(x +1) = /(y). 

Xét hàm SỐ: /(í) = t 3 +3t trên Q có /'(í) = 3t 2 + 3 >0, Ví e □ . 

Do đó hàm số /(í) đồng biến trên □ . Suy ra: /(x +1) = f{y) <=> y = X +1. 

Thế vào (2) <=> ^4-x 2 = -3x + 2 <=> X = 0, suy ra: y = 1. 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ phuong trình là s = (x; y) = Ị(0; 1) j • 

.. . . íx 3 -3x 2 +6x-4 = y 3 +3y (1) 

Ví du 447. Giải hê phuong trình: ,—— r —— 

F & y^3 + ự^ĩ = 3 (2) 

Học sinh giỏi tỉnh Lạng Sơn năm 2014 
Phân tích . Tương tự ý tưởng bài trên, ta cân xây dựng hàm đặc trưng f(t ) = t 3 +3t 
và lưu 1000 —>• A trên Casio, rồi nhập: X 3 -3X 2 + 6X-4 = A 3 +3A, shift solve cho 
ta X = 1001 = 1000 +1, tức viết (1)<=>(x- 1) 3 +3(x-l) = y 3 +3y <=>/(x-l) = /(y) 
và có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Điều kiện: X > 3, y > -1. Khi đó (1) <=> (x -1) 3 + 3(x -1) = y 3 + 3y 
^/(x-l) = /(y). 

Xét hàm SỐ: /(í) = t 3 +3t trên □ có f\t) = 3t 2 + 3 > 0, Ví e □ . 


426 











khangvỉetbook.com.vn - ĐT: (08) 3910 3821 - 0903 906 848 


Do đó hàm SỐ /(í) đồng biến trên □ . Suy ra: /(x-l) = /(y)<=>x-l = y. Thế 

vào (2) <=> yfx - 3 + \fx = 3 <=> \jx 2 - 3x = 6 - X ] - _ - <=> 

\x 2 -3x = (6-x) 2 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của hệ là s = (x;y) = {(4;3)| • 

Nhận xét. Ta có thểsử dụng đông nhất thức để tìm hàm đặc trưng ở hai vếcủa (1). 

íx 3 -y 3 +3y 2 -3x-2 = 0 (1) 

Ví du 448. Gi ái hệ phưong trình: Ị ,—f -- ) 

|x 2 + yl-x 2 -3y2y-y 2 +2 = 0 (2) 

Đề thi thử THPT Quôc Gia 2015 - THPT Ngô Gia Tự - Bắc Ninh 

Phân tích . Thấy (1)<=>X 3 -3x-2 = y 3 -3y 2 có X, y độc lập nhau nên sẽ nghĩ đêh 

phương pháp hàm và sẽ xây dựng hàm đặc trưng f(t) = t 3 -3 1 2 . Nếu nhạy, các em có 

thể viết ngay (1) <=>(x + l) 3 -3(x + l) 2 =y 3 -3y 2 (*). Còn không, ta sẽ sử dụng đông 


ịx = 4 

ừ = 3' 


nhất thức hoặc Casio như các ví dụ trước, tức lưu 1000 —>A, rồi nhập vào Casio 
phương trình X 3 -3X-2 = A 3 -3A 2 vàbám shỉỷt solve cho X = 999 = 1000 -1, tức 
viết (1) <=> (x +1) 3 - 3(x +1) 2 = y 3 - 3y 2 <=> /(x +1) = /(y). Nhưng hàm đặc trưng ở 
2 vế f(t) = t 3 - 3t 2 không đơn điệu 1 chĩêu trên □ . Khi đó cân tìm điêu kiện cho 
X +1 và y, rồi hợp 2 đỉêu kiện này lại sẽ được mỉên D đi xét với hy vọng f(t) luôn 
đơn điệu 1 chỉêu trên mỉên D. Thật vậy, từ (2) có điêu kiện: -1 < X < 1, 0 < y < 2 nên 
suy ra: X +1 e D 1 = [0;2], y e D 2 = [0;2] và D = D 1 (jD 2 = [0;2]. Lúc này ta luôn 
có f'(t) = 3t 2 -6t = 3í(f-2)<0 nên hàm sô'đặc trưng /(í) nghịch biến trên [0;2]. 


Lời giải . Điều kiện: 


1— » 

1 

ỉ-ỉ 

IV 

0 

Í-1<X<1 o 

,<=>• 

„ • Suy ra: 

[2y-y 2 >0 

[o<y<2 [ 


0<x + l<2 
0<y<2 


(1) <=> (x +1) 3 - 3(x +1) 2 = y 3 - 3y 2 /(x +1) = /(y). 

Xét hàm số f(t) = t 3 -3t 2 trên [ũ;2] có f(t) = 3t 2 -6t < 0, Víe[0;2]- 
Do đó hàm SỐ /(í) luôn nghịch biến trên đoạn [0;2]. 


Suy ra: /(x +1) = /(y) <=> y = X +1 và thế vào phuong trình (2), ta được: 

(1) <=>X 2 + Vl — X 2 -3^2(x + l)-(x + l) 2 + 2 = 0 X 2 - 2 V 1 -X 2 +2 = 0 
<t^(l-x 2 ) + 2ựl-x 2 + l = 4<^(\/l-x 2 +1 ) 2 =2 2 <^>sjl-x 2 +1 = 2 

4 1-x 2 = l<tí>l-x 2 =l<^>x = 0, suy ra: y = 1. 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm của hệ phuơng trình là S = (x;y) = |(0;1)Ị. 

, . ịy 3 -ĩíx + y-2-x + 2 = 0 (1) 

Ví du 449. Giải hê phưong trình: ị * _ ' 

[y 3 - 8x 3 + y 2 + 32x 2 + 2(y - 23x) = -24 (2) 

Đề nghị Olympic 30/04/2014 - Chuyên Vị Thanh - Tỉnh Hậu Giang 
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Phân tích . Xuất phát từ (2) <=> y 3 + y 2 + 2y = 8x 3 - 32x 2 + 46x - 24 có X, y độc lập 
được ở 2 vế nên sẽ xây dựng hàm đặc trưng dạng f(t ) = t 3 +t 2 +2t luôn đông biến 
dựa vào vếtrái. Khi đó sử dụng Casio để gán 1000 -» A và nhập phương trình: 

A 3 + A 2 + 2A = 8X 3 - 32X 2 + 46X - 24, bấm shift solve được: X = 501,5 = 100 ° + 3 

Tức có 1000 = 2X - 3 hay (2) ^ y 3 + ỷ- + 2y = (2x - 3) 3 + (2x - 3) 2 + 2(2x - 3) với 2 
vế dạng f(t) = t 3 + í 2 + 2t có f'(t) = 3í 2 + 2í + 2 > 0, (do: A < 0, a > 0). 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(2) <=> y 3 + y 2 + 2y = (2x - 3) 3 + (2x - 3) 2 + 2(2x - 3) /(y) = f(2x - 3). 

Xét hàm SỐ /(í) = t 3 +t 2 +2t trên □ có f'(t) = 3f 2 + 2í + 2 > 0, Vf e □ . 

Do đó hàm số /(í) đồng biến trên □ . Suy ra: /(y) = f(2x - 3) <=> y = 2x - 3. 

(1) <=>(2x-3) 3 = y/3x -5 + X-2. Đặt 2z-3 = ^/3x-5 => = 3x_5 

[(2x - 3) 3 = 2z + X - 5 

Lây vế trừ vế, suy ra: (2z - 3) 3 - (2x - 3) 3 = 2(x - z) 

^ (z - x) • [(2x - 3) 2 + (2x - 3)(2z - 3) + (2z - 3) 2 +1] = 0 <^> z = X. 

Do (2x - 3) 2 + (2x - 3)(2z - 3) + (2z - 3) 2 +1 = ^2x + z -1y + 3 ( 2z ~ ^ +1 > 0. 

X = 2 => y = 1 

Nên: ịị3x - 5 = 2x - 3 <=> (x - 2)(8x 2 - 20x +11) = 0 <=> 5±J3 I _ v 3 • 

X = —- — => 1/ =---L- 

L 4 ' 2 

r /.X L, J 5 + S.-l-S].(5-S.-1 + S)} 

Kết luận: Tập nghiệm s = (x;y) = K (2;1); ;—; ;— Ỳ~ r • 

_ [ V _ 2 V _ 

X 3 -3x 2 -9x + 22 = y 3 +3y 2 -9y (1) 

Ví du 450. Giải hệ phuong trình: ị 1 (1) 

X +y -x + y = | (2) 

Đại học khối A năm 2012 

Phân tích . Nhận thấy (2) có dạng tam thức bậc 2 nhưng biệt số delta không là số 
chính phương nên không chọn phương án hằng sốbiến thiên. Do X, y có thể độc lập 
được ở 2 vế của (1) nên sẽ nghĩ đêh việc sử dụng hàm số. Bạn đọc có thể sử dụng Casio 
để tìm hàm đặc trưng ở phương trình (1) như các ví dụ trước, nhưng ở đây tôi xin 
được trình bày bằng phương pháp đông nhất thức cũng cho kết quả tương tự như sau: 
(1) <=> m ■ (ax + b) 3 + n ■ (ax + b) = m-(cy + d) 3 + n ■ (cy + d), (*) vói hàm số đặc trưng 
định sẵn là f(t) = m.t 3 + n.t. Khi đó so sánh hệ số ỉ lạng tử của bậc 3, bậc 2, bậc 1 trong 
(*) với phương trình (1), ta sẽ tìm được m, n, a, b, c, d, nghĩa là: 
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Hạng tử bậc 3: 


Ị ma 3 x 3 = X 3 
\nc 3 y 3 =y 3 


<=> • 


Ị ma 3 = 1 
1 mc 3 = 1 


nên sẽ chọn m = a = c = 1. Khi đó viết 


phương trình (*) dạng: (x + b) 3 + n.(x + b) = (y + d) 3 +n.(y + d). 


Hạng tử bậc 2: 


13 bx 2 = -3x 2 
[3dy 2 = 3y 2 


o < 


Ị3b = -3 
\3d = 3 


o • 


ịb = -1 
\d = 1 


Viết phương trình (*) dạng: 


(x-1) 3 + n.{x — 1) = (y +1) 3 + H.(y+ 1). Ta cân tìm n nữa là xong !?! 


3x + nx = -9x 


3 + n = -9 


Hạng tứ bậc 1: 1 _ _ <=>(_ _<=>« =-12. 

|3y + ny = -9y [3 + íí = -9 

Khi đó có thể viết (1) <=> (x -1) 3 - 12(x -1) = (y + 1) 3 - 12(y +1) <=> f(x - 1) = f(y + 1) 
và kiểm tra lại bằng cách khai triển, rồi so sánh với (1) thấy hoàn toàn giôhg nên việc 
làm là đúng hướng. Lúc này hàm đặc trưng ở 2 vế có dạng f(t) = t 3 -12 1, nhưng 
hàm này không đơn điệu một chiêu trên i do f'(t) = 3t 2 -12 chưa xác định được 
dấu. Do đó ta cần tìm đtêu kiện cho lượng x-1, y +1 và hợp 2 đỉêu kiện này lại được 
mỉên D với hy vọng f'(t) luôn dương hoặc luôn âm. Quan sát (2), thấy có dạng hằng 


đẳng thức nên viết: (2) <=> 


í 

2 

í 1^1 


+ 

y + — 

l 2 j 


2 

V 


= 1 và theo công thức lượng giác: 


11 

sin 2 a + cos 2 a = 1, gợi ta đến điêu kiện quen thuộc: -1 < X - -- ẩ 1, -1 < y + -- < 1, 


hay (x-l)eD, = 


3 1 

'ĩ'2 


/ (}/ + l) eD 2 = 


13 

2 ; 2 


D = D, uD, = 


33 

2 ; 2 


Z’À m/ềtt D ífể’xéf hàm sổ' f(t) là 
Khi đó sẽ 


3 3 
2 ; 2 


thì f'(t) = 3t 2 -12 = 3(í 2 -4) < 0, Víe 

suy ra mối liên hệ giữa x,y là X -1 = y +1 và có lời giải chi tiết như sau: 

\x -1) 3 - 12(x -1) = (y +1) 3 -12(1/ +1) (3) 


/ã* Lời giải . Ta có: ( I ) <=> 


(3)<=>/(*-l) = /(y + l) và (4)=> 


í 1^ 

2 

í lì 

X- 

+ 

V 

l 2/ 



= 1 


(4) 


-1 < X - Ị < 1 

2 

-1<1/ + Ỉ<1 




3 1 

-ậ<x-l<ị 
2 2. 

1.3 
-2-<i/ + l<^ 
2 2 


Xét /(í) = í 3 -12f trên 


3 3 
2 ; 2 


có: f'(t) = 31 2 -12 = 3(í 2 -4) < 0, Ví e 


3 3 
2 ; 2 


Do đó hàm SỐ f(t) luôn nghịch biến trên đoạn 


3 3 

2'2 


Suy ra: /(x -1) = /(y + l)<=>x-l = y + l<=>x = y + 2 và thế vào (4) đuọc: 
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1 3 ì í 3 1 


(4)<=> ực 2 j+ịx 2 J 1 => (x;y) ly 2 J;|y 2 ỳ 

^ [|'l 3 V 3 lYl 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ phương trình là S = (x;y) = <Ị 2-; - X ; L 

IV 2 2 / V 2 2 yJ 


Nhân xét . Việc áp dụng đồng nhất thức trên để tìm ra hàm đặc trưng trông có vẻ dài 
dòng nhưng khi đã làm quen thì khá dễ dàng và nhanh. Hơn nữa, ta đã quen với việc 
tìm đỉêu kiện của những hàm căn, phân thức mà ít gặp việc tìm đỉêu kiện kéo theo cho 
biểu thức đa thức. Ví dụ trên sẽ tìm đỉêu kiện khi X, y đưa được vê hằng đẳng thức 


độc lập giữa chúng, tức viết dưới dạng: (ax + b) 2 + (cy + d) 2 = e > 0 : 


(ax + b) 2 < e 
(cy + d) 2 < e 


_ \yỊx + l + yỊx-l- Jy i +2 = y (1) 

Ví du 451. Giải hê phương trình: ị p- ■ '’ (7) 

[x 2 + 2x(y -1) + y 2 - 6y +1 = 0 (2) 

Đại học khối A năm 2013 

Phân tích . Nhận thấy (2) là tam thức bậc hai theo X hoặc theo y, nhưng biệt sô'delta 
không là sô'chính phương nên không giải bằng phương pháp hằng sốbiêh thiên được. 

Quan sát (1) thấy có X, y có thể độc lập nhau, tức (1) <=> \Jx + 1 + yjx-l = y + + 2 
<=> \Ị(\Jx-lý +2 + ị/x-ĩ = yj\ / 4 + 2 + y <=> f(yỊx- 1 ) = f(y). Hàm sô'đặc trưng ở 2 

vế có dạng f(t) = \Jr + 2 + t với f'(t) • 1 > 0 chưa khắng định được dấu 

# + 2 

nên sẽ tìm điêu kiện cho ịỊx-ĩ và y. Ta luôn có \Ịx-l > 0, còn y chưa xác định nên 
sẽ quan tâm đến phương trình (2) với hy vọng tìm được đỉêu kiện ở đó. Thật vậy: 
(2)o{x 2 +2xy + y 2 )-2(x + y) + l = Ayo\(x + y) 2 -2(x + y) + ĩ\ = Ay 

<=> (x + y - 1) 2 = 4y > 0, suy ra: y> 0. Lúc này xét hàm f(t) trên [ơ ;+00 ) có f'(t) 

luôn dương nên y = \fx-l và thếvào phương trình còn lại thì bài toán được giải. 

Lời giải . Điều kiện: X > 1. 

{I) ^ j +y^ /(^Tĩ) = f(y ). 

Ị(x + y-l) 2 =4y>0^y>0 (3) 

ị 2t 3 

Xét hàm SỐ /(í) = yf 4 +2 +1 trên [0;+oo) có: f'(t) = —ị= -+ 1> 0, Ví > 0. 

L ; 4ĩ^2 

Do đó hàm SỐ /(í) luôn đồng biến trên [0;+oo). 

Suy ra: f(ijx-ĩ) = /(y) <^>y = yjx-1 <^> X = y 4 +1 và thế vào (3), ta được: 
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(3) <=> (y 4 + y) 2 = 4 y «. y{y 7 + 2y 4 + y -4) = 0 <=> c * , n 

Ly +2y +y-4 = 0 (4) 

Xét hàm SỐ /(y) = y 7 +2y 4 +y-4 trên [ũ;+oo) có: 

/'(y) = 7y 6 4- 8y 3 +1 > 0, Vy > 0 nên hàm số /(y) luôn đồng biến trên [ũ; +00 ). 
Mà /(1) = 0 <=> y = 1, suy ra: x = 2. 

Kết luận: So điều kiện, nghiệm hệ phuơng trình là s = (x;y) = j(l;0);(2;l)j. 

Nhân xét . Tuy đây không phải là hàm sô'bậc 3 nhưng tôi muôh đưa vào để các bạn có 
thể thành thạo việc tìm đĩêu kiện biểu thức bậc 2 dựa vào sô' chính phương. Để thực 



Phân tích . Từ (1) ta có X, y độc lập nhau tức (1) <=> X 6 + X 2 = y 3 + 9y 2 + 28y + 30 hay 
(X 2 ) 3 + X 2 = y 3 + 9 y 2 + 28y + 30 và dựa vào vế trái để xây dựng hàm đặc trưng dạng 
f(t ) = t 3 +t. Gán 1000 — > A vào Casio, nhập A 3 + A = x 3 + 9X 2 + 28X + 30, roi bẩm 
shift solve, cho ta kết quả: x = 997 = 1000 - 3<=>X + 3 = A Khi đó ta sẽ viết phương 
trình (1) <=> (x 2 ) 3 + X 2 = (y + 3) 3 + (y + 3) <=> /(x 2 ) = /(y + 3) <=> X 2 = y + 3 rồi thế vào 
phương trình còn lại sẽ tìm được mối liên hệ giữa X, y và có lời giải chi tiết như sau: 
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rò” Lời giải . Điều kiện: 


y > -5 


[y + 2x + 6>0 

(1) «■ (x 2 ) 3 + (x 2 ) = (y + 3) 3 + (y + 3) <=> /(x 2 ) = f(y + 3). 

Xét hàm số /(í) = t 3 + t trên □ có f\t) = 3f 2 +1 > 0, Ví e □ . Do đó /(í) đồng 
biến trên □ . 

Suy ra: f(x 2 ) = /(y + 3) <=> X 2 = y + 3 <=> y = X 1 - 3. Thế vào (2), ta được: 

(2) <=> 1 + xsỊx 2 + 2 + 2x + (x + l)\Ịx 2 + 2x + 3 = 0 

<=> (x +1) + (x +1) • J(x + l) 2 + 2 = (—x) + (—x) • J(-x) 2 + 2 <=> /(x +1) = f(-x). 


C^>(X + lj + l.X+l>-.ựlX + J4 + z =(—X) + (—X)--\Ị(—X) = 

Xét hàm SỐ f(z) = z + z- sjz 2 + 2 trên n có /'( z) = 1 + Vz 2 +2 + ẫ >0, Vz e □ . 

ỵz 2 +2 

1 

Do đó f(z) tăng trên □ . Suy ra f(x +1) = f(-x) <=> X +1 = -X <=> X = -^ => y = 1. 

. , , ... 17 1 >1 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ phuong trình là s = (x; y) = I - T; 1 Ị. 


Ví du 4^4 Hiải hp- í 2x + + 2 + + 1)^ 2 +4x + 6 +3-0 (1) 



xy(xy -1) 2 + x 2 y 2 = (x + l)(x 2 + X +1) 



P/tÂM tíc/; . Nhận thấy cả 2 phương trình không độc lập được X, y ở 2 vế, nhưng để ý ở 
phương trình (2) nếu xem t = xy thì rõ ràng t, X độc lập ở 2 vếvà ta sẽ xây dựng hàm 
đặc trưng. Thật vậy từ (2) <=> xy • (x 2 y 2 - 2 xy +1) + x 2 y 2 = (x +1) • (x 2 + X +1) 

<=> xy • (x 2 y 2 - xy +1) = (x +1) • [(x +1) 2 - (x +1) +1J <=> /(xy) = /(x +1) với hàm đặc 

trưng là f(t) = t 3 -t 2 +t có f'(t) = 3t 2 -2t + l = 2t 2 +(í-l) 2 >0 với mọi t nên đã 
tìm được mối liên hệ giữa X, y, rồi thếvào phương trình còn lại và có lời giải sau: 

«£• Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(2) <=> xy • (x 2 y 2 - xy +1) = (x +1) • [(x +1) 2 - (x +1) + lj <=> /(xy) = f(x +1). 

Xét hàm số /(í) = t 3 -t 2 +t trên □ có /'(í) = 3f 2 - 2f +1 = 2 1 2 +(t- 1) 2 > 0, Vf e □ . 
Do đó hàm SỐ f(t) đồng biến trên □ . Suy ra: /(xy) = /(x +1) <=> xy = X +1. 

(1) <=> 2x + (x +1)£ + 2x + 3 + (x + 2)\Ịx~ + 4x + 6 + 3 = 0 


<=> (x +1)(1 + ỵx + 2x + 3) + (x + 2) • (ỵx + 4x + 6) —0 


a = VI 2 + 2x + 3 > 0 í a 2 = X 2 + 2x + 3 


b 2 - a 2 = 2x + 3 


[b = yx 2 + 4x + 6 >0 [h =x +4x + 6 x =-£- 

... ỉ> 2 -fl 2 -1 .. , ỉ> 2 -fl 2 +l ... , , - 

(3)<=>-^-(1 + à)-t -2-(1 + ỉ?) — 0 


<=> (1 + a)(b 2 - a 2 - 1) + (1 + b)(b 2 - a 2 +1) = 0 
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<=> |jl + a)(b 2 -a 2 ) + (l + b)(b 2 - a 2 )-ị + b - a = 0 <r> (b 2 - a 2 )(a + b + 2) + (b- a) = 0 
o(b-a)ị(a + b)(a + b + 2) + ĩị = 0oa = b do (i a + b)(a + b+2)+l>0,\/a,b>0. 

Với a = b, suy ra: sỊx 2 + 2x + 3 = ^/x 2 + 4x + 6 <» X = -^ => y = ^ • 

. w ,.. [( 3 lYI 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ phương trình là s = (x; y) = I 2'3 J Ị ' 

a,x 3 +hx 2 + c.x + d. = (a 2 y + b 0 )Jc 2 y+d 2 

c. Dang 3 . Có 1 phương trình dạng: 1 1 1 1 - 2 Yư 2 

l{a 1 x + b 1 ) s Ịc 1 y + d 1 =(a 2 y + b 2 ) y jc 2 y + d 2 

Khi đó ta sẽ biên đổi phưong trình mà cần bám sát vào căn thức để xây dụng 
hàm đặc trung. Để hiểu kỹ hon vấn đề này, ta cùng xét các ví dụ sau: 


Ví du 455. Giải hệ phương trình: 


(4x 2 + l)x + (y - 3)p - 2 y = 0 (1) 

4x 2 +i/ 2 +2-n/3-4x=7 ( 2 ) 

Đại học khôi A năm 2010 


i-2i/ =0 


Phân tích . Nhận thấy phương trình (1) có X, y độc lập được ở 2 vếvà có dạng cơ bản: 
a 2 x 3 + ỉ^x 2 + c,x + d l = ( a 2 y + b 2 )Jc~ỹ + d 2 nên sẽ nghĩ đêh việc sử dụng phương pháp 
hàm. Khi đó ta sẽ bám sát vào căn thức đểxây dựng hàm sô' đặc trưng, nghĩa là viết: 
(1) <^>4x 3 + x = (3-y)J5-2y. Do trong căn thức chứa 2y nên sẽ nhân 2 cho hai vê' 
để tạo lượng 2y bên ngoài, tức: (1) 8x 3 + 2x = (6-2i/) v 3 2i/. Biểu thức trong 

căn chứa 5-2y nên viết 8x 3 + 2x = (^5-2y) 2 +1 \ 5 2y = (^ 5 2 1 /)' + N 5 2 1 / 

<=> (2x) 3 + (2x) = (\3 2i/) ' + N 3 2 1 / <=> /(2x) = /( v 3 2ự) nên đã xây dựng được 
hàm sô' đặc trưng ở 2 vê'có dạng f(t) = t 3 +t có f(t) = 3t 2 +1>0 luôn đông biến 
trên □ . Từ đó tìm được mối liên hệ giữa X, y, rồi thếvào (2) và có lời giải chi tiết sau: 

-vv 3 5 

/ã* Lời giải . Điều kiện: X < X; y < 2.. 

(1)<>(2x) + (2x) = ( v 3 2./)'- + n 3 2y <>/(2x) = /c x 5 2.1/). 

Xét hàm SỐ /(í) = f 3 +1 trên □ có f(t) = 3t 2 +1 > 0, Ví nên f(t) đồng biến trên □ . 


Suy ra: /(2x) = 


> - 2i/) <=> 2x = J 5 - 2i/ > 0 <=> 


3 

0<x<4 

4 

y = ^(5-4x 2 ) 


Thế vào phương trình (2) ta được: 
(2)<»4x 2 +^(5-4x 2 ) 2 +2ự3-4x-7 = 0 
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Do sử dụng Casio tìm được (3) có nghiệm duy nhất x = 2 nên có thể xử lý phương 
trình (3) bằng phương pháp hàm sô'như sau: (có thể giải bằng liên hợp). 

Xét hàm số/(x) = 4x 2 +-^ (5 - 4x 2 ) 2 + 2a/3^4x - 7 trên 0;^ có: 

f\x) = 8x-2x(5-4x 2 )— = 2x(-l-4x 2 ) —- =Ầ - < 0, Vx e 0;ị ■ 

SÍ3-4X v3 - 4x L 4J 

^ r 3 ] x 1 

Do đó hàm SỐ f(x) nghịch biến trên 0; -- và có / 4. = 0<»x = ^-=>y = 7. 

4 12 2 


Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ phưong trình là s = (x; y) = < 4.; 7 

2 


Ví du 456. Giải hệ phưong trình: 


2y 3 + 12y 2 + 25 y +18 = (2x + 9)y/x + 4 (1) 


[%/3x + l + 3x 2 -14x-8 = ự6-4y-y 2 ( 2 ) 

Đ'ê thi thử THPT Quô'c Gia 2015 - THPT Nghỉ Sơn - Tỉnh Thanh Hóa 


Phân tích . Nhận thấy từ: (1) <=> 2y 3 + 12y 2 + 25y +18 = 2(^x + 4 ) 2 +1 \Ịx + 4 hay 

(1) <=> 2y 3 + 12y 2 + 25y +18 = 2(%/x + 4 ) 3 + yỊx + ấ. Sử dụng Casio gán 1000 -> A và 
nhập 2X 3 + 12X 2 + 25X + 18 = 2Á 3 + A và bấm shift solve, được X = 998 = 1000 - 2, 
nghĩa là viết: (1) <=> 2(y + 2 ) 3 + (y + 2) = 2(ựx + 4 ) 3 + ựx + 4 <=> f(y + 2) = f(sjx + 4) 
với hàm đặc trưng f(t ) = 2 1 3 +1 luôn đồng biến trên □ nên có lời giải chi tiết sau: 

Lời giải . Điều kiện: X > - ì và -2 - -v/ĩõ < y < -2 + \/ĨÕ. 

(1) <^> 2(y + 2 ) 3 + (y + 2) = 2(ựx + 4 ) 3 + ựx + 4 /(y + 2) = /(ựx + 4). 

Xét hàm số /(í) = 2t 3 +1 trên □ có /'(f) = 6 í 2 +1 >0, Víeũ. Do đó hàm số 

f(t) đồng biến trên □. Suy ra: /(y+2) = /(Vx+4)<ĩí>y+2 = %/x+4 <=>x = y 2 + 4y, 
với y > - 2 . 

Thế vào phưong trình (2) <=> Vsx +1 - V 6 X + 3x 2 - 14x -8 = 0 (3) 

Do sử dụng Casio, tìm được X = 5 là nghiệm duy nhất (3), nên ghép hằng sôTiên hợp. 

(3) <=>(\/3x +1 -4) + (l-^ 6 -x) + 3x 2 -14x-5 = 0 

3(x-5) x-5 , - 

— , :- 1 - , + (x 5)(3x +1) — 0 

y3x + l + 4 1 + V 6 - X 

( 3 1 ^ 

<=>(*-5)- -+- + 3x +1 = 0<=>x = 5=>y = l. 

V V 3x + 1+4 1 + x /6 — X y 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm của hệ phưong trình là s = (x; y) = |(5;l)j • 
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Ví du 457, Giải hệ phương trình: 


2y 3 + y + 2x-Ặ - X = 3\ịl-x 
ự9-4y 2 = 2x 2 + 6y 2 - 7 


Đ'ê thi thử THPT Quốc Gia 2015 - THPT Trân Phú - Thanh Hóa 


Phân tích . Nếu chuyển vếvà rút \Jl-x làm nhân tử thì (1) có dạng cơ bản, tức có: 
(1) 2y 3 + y = (3 -2x)^/7x = r2(V 1 x) 2 + ll n/7x = 2(^/ĩ^x) 3 + sỊĩ^x và 2 vế 

có dạng hàm đặc trưng f(t) = 21 3 +1 luôn đơn điệu trên □ . Từ đó có lời giải sau: 

-vv 3 3 

/&• Lời giải . Điều kiện: X < 1, - ^ < y < ^ • 

(1)2y 3 + y = 2(n/T7) 3 + >/77 f(y) = /(VĨTc). 

Xét hàm số /(í) = 2f 3 +1 trên □ có f'(t) = 6t 2 + 1>0, VÍGŨ. Do đó f(t) tăng 
trên □ . 

Suy ra: f(y) = /( V1 - -V) <=> y = y/l-x > 0 <=> y 2 = 1 - X, 0 < y < ^ • 

Thế vào phương trình (2) <=> \/4x + 5 = 2x 2 - 6x -1 (3) 

Phương trình (3) dạng sỊãx + b =cx 2 +dx + e, có rất nhiêu hướng giải. Sau đây, tôi 
xin được trình cách giải bằng liên hợp, lũy thừa, đặt ẩn phụ, đưa vê dạng A 2 = B 2 . 

• Hướng 1. Sử dụng chức năng table của Casio, tìm được nhân tử X 2 - 4x +1. 


xin được trình cách giải băng liên hợp, lũy thừa, đặt ẩn phụ, đưa 
• Hướng 1. Sử dụng chức năng table của Casio, tìm được n] 

__ [ 3 

Do 2x - 3 + %/4x + 5 = 0 <=> ^4x + 5 = 3 - 2x <=> < x - 2 

X 2 - 4x +1 = 0 

_ /o\ 1 ô_ 11 _ 1 _ ^ ' i o . o /77 ! T" . r\ . . - .2 4 ... -I 


< > X 2 V 3 và thế 


vào (3) không thỏa nên xét 2x - 3 + \/4x 4- 5 0 <=> X 2 - 4x +1 0, ta có: 

(3) «■ 2(x 2 - 4x +1) + |~(2x - 3) - %/4x + 51 = 0 «■ X 2 - 4x +1 + 2( * 2 - 1) 

9 V — ^ 4- » íA 


<=> 1 +- 


— 3 + V4x + 5 


2 


2x — 3 +V 4x + 5 
X < ^ |x = l-\/2 

*=1±V2 dy =± <£ ' 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của hệ là s = (x; y) = j(l - 'j2;±\Ỉ2)ị ■ 

• Hướng 2. Lũy thừa lên sau khi biết nhân tử là X 2 - 4x +1. 

Í2x 2 -6x-1>0 Í2x 2 -6x-1>0 

(3) <=> < _ <=> < 

[x 4 -6x 3 +8x 2 +2x-l = 0 [(x 2 -4x + l)-(x 2 -2x-l) = 0 

2x 2 - 6x -1 > 0 

< > X 4x • 1 0 < > X 1 \ 2 >1/ * \ 2. 

X 2 - 2x -1 = 0 
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, ^ „ r -— Í4i/ 2 -12i/ + 9 = 4x + 5 \y 2 - 3y + l = x 

[2x 2 - 6x -1 = 2y - 3 [x 2 -3x + l = y 

=> X 2 - y 2 - 2(x - y) = 0 <=> (x - y)(x + 1/-2) = 0<=>X = 1/ hoặc y = 2- X. 

Với y = x, suy ra: \Ị4x + 5 = 2x - 3: vô nghiệm Vxe 0;^ • 

T ,. 1 — -— ^ ^ X < Ậ ị x = l — sỊĨ 

Với y = 2-x, suy ra: y4x + 5 =l-2x<^>{ 2 =>1 ' • 


[x 2 -2 x-i=0 [y-^ 

• Hướng 4. Nhân 2 vế của phương trình (3) cho 2, ta được: 

(3) <=> 2yfĩx + 5 = 4x 2 - 12x - 2 <íí> (^4x + 5 +1) 2 = (2x - 2) 2 

\fĩx + ~5 +1 = 2x-2 \fĩx~+5 = 2x-3 IX 1 - V2 

<=> <=> <=> <Ị _ • 

%/4x + 5 +1 = -2x + 2 \/4x + 5 = 1 - 2x [y = +^/2 


f(x 4-1 )\fx + 2 4- 3^x + 2 — y 3 + 3i/ - + 51/ + 3 (1) 

Ví du 458. Giải hê phương trình: ị ' .—— I '' 

ịx 3 + 2x 2 + x-7y 2 -Uy+ 19 = 3^+lf ( 2 ) 

Đê nghị Olympic 30/04/2014 - THPT Gia Định - Tp. Hô Chí Minh 
Phân tích . Viết (1) <=> I/ 3 + 3y 2 + 5y + 3 = (x + 4)Vx + 2 = [(>/x + 2) 2 + 2] • Vx + 2 /zm/ 
(%/x + 2) 3 + 2sfx + 2 = 1 / 3 + 3y 2 + 5y + 3. Gán 1000 —> A vào Casio và nhập phương 
trình A 3 + 2A = X 3 + 3X 2 +5X + 3, rồi bấm shift solve, được X = 999 = 1000 -1, tức 
(1) <=> (%/x + 2) 3 + 2\ịx + 2 =(y + 1) 3 + 2 (y +1) với hàm đặc trưng /(í) = t 3 + 2 1 luôn 
đông biến trên □ . Từ đó sẽ tìm được mối liên hệ giữa X, y và có lời giải chi tiết sau: 

Lời giải . Điều kiện: X > -2. 

(1) «. (ựx + 2) 3 + 2ựx + 2 =(y + 1) 3 + 2(y +1) <=> /(ựx + 2) = f(y +1). 

Xét hàm SỐ /(í) = í 3 + 2ftrên □ có f'(t) = 3t 2 +2>0, VÍGŨ. Do đó hàm số 
f(t) đồng biến trên □ . 

Suy ra: f(yỊx + 2) = f(y + 1) o %/x + 2 = y + 1 o \ y ~ 1 • 

[x + 2 = (y +1) 2 

(2) <^x 3 + 2x 2 +x-7(y + l) 2 +26 = 3.^9(ỹ+ĩf và thế x + 2 = {y + lf thì: 

X 3 + 2x 2 - 6x +12 = 3.^9(x + 2) (3) 

Do sử dụng Casio, tìm được nghiệm duy nhất X = 1 của phương trình (3) nên có thể 
giải bằng liên hợp, bất đẳng thức, hàm sô'. 

Ta có: VP (3) = 3.ị9(x + 2) = 3.^3.3.(x + 2) < ^3+ 3 + X + 2 = x + 8 (4) 

Mà: VT^ 3) = X 3 + 2x 2 -6x +12 > X + 8 <=> (x - l) 2 (x + 4) > 0: đúng Vx > -2 (5) 
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Do đó nghiệm của (3) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức của (4) và (5) đồng 
thòi xảy ra <=>x = l, suy ra: y = v3-1. 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm của hệ cần tìm là s = (x; y) = j(l; SỈ3 - 1)| • 



yjy — 1 + 3yx — 2 + X - 12 (1) 

X 3 - 3x 2 + 2 = Jy 3 + 3y 2 (2) 


(x,yeũ). 


Phân tích . Từ điêu kiện: y > 1 nên viết (2) <=> X 3 - 3x 2 + 2 = ^y 2 (y+ 3) = y-Ịỹ +3 
hay X 3 -3x 2 + 2= (^ X/ I 3) -3 sịy + 3 = (<Jỹ+3) 3 -3 y. Tương tự các ví dụ trước, 

sử dụng Casio, sẽ viết lại: (2) <=> (x -1) 3 - 3(x -1) = (^jy + 3) 3 - 3^jỹ +3. Do X > 2 và 
y > 1 nên X-1 > 1, sỊỹ~+3 > 2. Lúc này xét hàm đặc trưng f(t) = t 3 -3t với t > 1 
thì f'(t) = 3t 2 -3 = 3(f 2 -1)>0, Vf>l nên f(t) luôn đông biến trên [l;+oo). 

Lời giải . Điều kiện: x>2, y> 1. 

(2) «.(X-1) 3 -3(x -1) = (yi/ i 3) 3 - 3 V 1 / I 3 «. f(x -1) = /( x 1 / I 3). 

Xét hàm SỐ f{t) = t 3 -3t trên [l;+oo) có /'(f) = 3(f 2 -1) > 0, Vf>l. 

Do đó hàm SỐ f(t) luôn đồng biến trên [l;+oo). 

Suy ra: /(x - 1) = f(sỊỹ+ 3) <=>X- 1 = ^Ịy + 3 <=>y = x 2 - 2x-2. 

Thế vào (2) <=> \Jx 2 -2x-3 + 3sfx-2 + X 2 -12 = 0 (3) với điều kiện: X > 3. 

Sử dụng Casio, tìm được phương trình (3) có nghiệm duy nhất nên có thể sử dụng 
phương pháp hàm số hoặc liên hợp để giải nó. 

• Hướng 1. Sử dụng kỹ thuật nhân lượng liên hợp. 

(3) <=> \Ịx 2 -2x-3 + 3(\Ịx-2 -1) + X 2 - 9 = 0 

^ J(x + l)(x-3)+-^^- + (x-3)(x + 3) = 0 
y X -2+1 


-Jx - 3 ■ \Ịx + l+ , —• (x ‘ 3)vx--3 =0<^>x = 3=>y = l. 

yX — 2. + 1 

Do %/xTT + ^ — + (x + 3) V X - 3 > 0, Vx>3. 

y:X — 2. +1 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm của hệ phưong trình là s = (x;y) = {(3;l)j • 
• Hướng 2. Sử dụng phưong pháp hàm số. 

Xét hàm SỐ /(x) = \Ịx 2 -2x-3 + 3\Ịx-2 + X 2 - 12 trên [3; +oo) có: 

f\x) = — T’ + —==== + 2x > 0, Vx > 3. Suy ra /(x) đồng biến [3; +oo). 


3 X — 1 

/x-2 Jx 2 -2x-3 
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Mà /(3) = 0 <=> X = 3 là nghiệm duy nhất của phương trình (3). Suy ra: y = 1. 



Phân tích . Tương tự, từ (1) 3(v7 x)' +2 xÌ7-x = 3( x (-> X/ ) +2 x 6 1 / 

<> 3(v7 xỳ + 2\7 X = 3( x 6 1/)' + 2 V 6 1/ < > /(v7 x) = /( v 6 1/). 

Từ đó đã xây dựng được hàm đặc trưng f(t) = 3 í 3 + 2f Zwổn đông biến trên □ . 

Lời giải . Điều kiện: x<7, y< 6, 2x + y + 2>0, 2y - 3x + 8 > 0. 

(1) < > 3(y7 x) 3 + 2v7 .V = 3( v 6 + 2 N 6 y <> /(v7~x) = /( N <s .!/). 

Xét hàm SỐ f(t) = 3t 3 +2t trên □ có f'(t) = 9t 2 +2>0, VÍGŨ nên /(í) tăng trên ũ. 
Suy ra: f(\Ị7 -x) = f(xj6-y) <=> x/7 -X = v 6 1 / <=> y = X -1 và thế vào (2) thì: 

(2) <^> %/3x +1 - \ 6 X + 3x 2 - 14x -8 = 0 
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<^>(%/3xTT-4) + (l-%/6^+r) + 3x 2 -14x-5 = 0; Vie -ì;6 

<=> 3(x ~ 5 :> ■+ X ~gĨ_ + (x-5)(3x + 1) = 0 
\ 3.V + 1 + 4 1 ỉ \ 6 — X 

f 3 1 ^ 

<=> (x - 5) . -+- . +3x + l = 0 X = 5 => y = 4. 

V V 3.V I 1 ! 4 1 ỉ \ 6 — .V y 

3 1 r 1 " 

Do: , -+- J + 3x +1 > 0, Vxe -2-; 6 • 

y3x + l + 4 l + vỏ-x L 3 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm của hệ phưong trình là s = (x;y) = |(5;4)j • 


Ví du 462. Giải hệ phưong trình: 


(4x + 2)(1 + Vx 2 + X +1) + 3y(2 + J 9y 2 + 3) = 0 


|4x 3 -3i/ + 5 + 3ựl-3y =0 

Học sinh giỏi khu vực Đông Bằng Sông Cửu Long 


Phân tích . Từ (1) có X, y độc lập nhau nên sẽ nghĩ đêh phương pháp hàm sô' Nêu 
chuyển vê'phương trình (1) và để ý đêh tính chất sô' chính phương a 2 =(-fl) 2 ta thu 

được: (1) <=> (4x + 2) • (1 + \Ịx 2 + X + 1) = (-3y) • (2 + Ậ-3x) 2 +3) = 0. Ở vê' phải có 

dạng hàm đặc trưng f(t) = t.( 2 + sỊt 2 +3) nên sẽ dựa vào nó để xây dựng bên vế trái. 
Do trong căn có hằng sô'3 nên ta sẽ tạo ra bằng cách rút sô'ĩ ở 4x + 2 = 2.(2x + l) để 

đưa vào căn, tức: VT (1) = (4x + 2) • (1 + yjx 2 +X + 1) = (2x +1) • (2 + \Ịểx 2 +4x + l) hay 

VT (1) = (2x +1) • |~2 + ^(2x +1) 2 + 3 cũng dạng hàm sô'đặc trưng giôhg vê'phải. Tức: 

(1) «• (2x +1) • [2 + ự(2x + l) 2 +3l = (-3 y) • [2 + Ậ-3x) 2 +3 và có lời giải như sau: 

^ 1 

«©* Lời giải . Điều kiện: y < 2 • 

(1)«. (2x +1)[2 + Ậ2x + 1) 2 +3] = (-3y)[2 + Ậ-3x) 2 +3] = 0 f(2x +1) = f(-3y). 
Xét hàm số f(t) = t.(2 + -n/í 2 +3) trên □ có f\t) = 2 + \Jt 2 + 3 + L >0, Vf e □ . 

./i 2 , n 


Do đó hàm SỐ /(í) đồng biến trên □ . Suy ra f(2x +1) = f(-3y) <=> 2x +1 = -3 y. 
(2) <=> 4x 3 + 2x + 3^2x + 2 + 6 = 0 (3), điều kiện X > -1. 

Xét hàm SỐ /(x) = 4x 3 + 2x + 3\f2x + 2 + 6 trên [-1; + 00 ) có: 

0 

rt/\ 't r-\ 2 /-» X / -1 -|W T ^ 1 > r / \ 1 • A/ l~ -I \ 


/'(x) =12x +2 + - 


■0, Vx>-1. Nên hàm SỐ /(x) đồng biến [-l;+oo). 


Suy ra f(x) = 0 có nghiệm duy nhất mà ta có: /(-1) = 0 <=> X = -1 => y = 2 • 
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. ^ ... „ 1 Y| 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm hệ phương trình là s = (x; y) = I -1; ^ Ị • 


Ví du 463. Giải hệ phương trình: 


(18x + 9)4 X 2 + X +1 = y J4ị/ 2 + 27 (1) 


l(2y + 3) = 24\fx.(2}/ 9) (2) 

Đ'ê thi thử THPT Quôc Gia 2015 - TTLT Đại học Ngoại Thuong - Tp. HCM 


Phân tích . Nhận thấy VP (1) bên trong căn có 4j/ 2 = (2y) 2 nên sẽ tạo ra 2\J ở bên 
ngoài căn bằng cách nhân thêm 2 ở hai vế(l) và đưa sô'2 này vào căn ở vế trái của nó. 
Tức (1) <=> 9.(2x +1) • %/ềx 2 + 4x + 4 = 2y.Ậ2y) 2 + 27 và lúc này thấy bên ngoài ở vế 
trái có 2x + l nên viết (1) <=> 9.(2x + l).Ậ2x +1) 2 + 3 = (2y).Ậ2y) 2 + 27. vẫn chưa 
xuất hiện hàm đặc trưng ở 2 vế, nếu đê ý vế trái có sô' 9, rồi chuyển vế và đưa sô' L 
vào căn thì sẽ được hàm đặc trưng ở 2 vê'giôhg nhau dạng: f(t) = t.4t 2 +3, nghĩa là: 

(1) <=> (2x + l). Ai /(23H-ĩỹ 2 "+"3 Jf -rO +3 <=>/(2x + l) = fị 


Lời giải . Điều kiện: X > 0. 




(l)^(2x + lU(2x + l) 2 +3 = .. ^ +3 <=>/(2x + l) = / ^ 


Xét hàm SỐ f(t) = t.4t 2 +3 trên □ có f\t) = 4t 2 +3 + . = >0, Ví e □ . 

Xí 2 +3 
/ 2iA 

Nên hàm số /(í) đồng biến trên □ . Suy ra: /(2x +1) = / TỆ- <=>6x + 3 = 2 y. 

(2) <=>(x + l) 2 -4\fx.(x-T) = 0 <=>x 2 -4 xn/x +2x + 4n/x + 1 = 0 (3) 

Do X = 0 không là nghiệm của phương trình (3) nên chia 2 vế (3) cho X 0: 

(3) <=> X - 4\/x + 2 + ~^= + ì = 0<=>fx + —Ì-4Í \fx —^=1 + 2 = 0 (4) 

4x X V - v ) l 4x 

Đặt t = 4x —7=, suy ra: f 2 = X + — -2 nên (4) <=> í 2 -4f + 4 = 0 <=> t = 2. 

4x X 

X 3 • 2\JĨ 

Suy ra: \fx — 2<>(v’x)'’ 2\X 1 0<>vX 1 • \2 •> 21+12\/2' 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm hệ là (x; y) = 3 + 2\/2; 
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1 1 

rb° Lời giải . Điều kiện: 0 < X < T; 0 < 1 / < T. Nhân 2 vế của (1) cho 2, ta được: 
(V)o(sl3x-Jl-3x)-(2-2J3x-9x 2 ) = (^l3Ũ-Jl-3y)-(2-2J3y-9y 2 ) 


(1) <=> (\Ỉ3x - \ỊĨ-3x) ■ (2- 2n/3x - 9x 2 ) = (yỊĩỹ- yjl-3y)-(2-2^3y -9y 2 ) 

<íí> (^ - Vl - 3x) • [1 + (1 - 2 x /3x - 9x 2 )] = (^ - ựl-3j/Hl +(1-2^31/-9j/ 2 )] 
Áp dụng hằng đẳng thức: (a-b) 3 = a 3 -b 3 -3ab(a-b) = (a-b)(a 2 +b 2 -2ab), ta 
được: (^/3x - \ỊĨ- 3x) 3 = (\j3x -\Jl- 3x) • (3x +1 - 3x - 2\j3x - 9x 2 ) 

(v3x vl 3x)' (v3x ựl 3x)-(l -2\3x 9x ) _ 

Hay < — - ,— ,-: ,- • Do đó: 

Kv3i/ Ậ 3}/ỳ = (V% - V 1 3./) • (1 - 2py -9y 2 ) 

(l)o('Í3x-Ạ-3x) + (Sx-sJl-3x) 3 =(<j3y-Ạ-3y) + (^3y-Ạ-3y) 3 


f(\ 3x - VI - 3x) = f(J3y - J 1 - 


Xét hàm SỐ /(í) = í + í 3 trên 0 có /'(f) = l + 3í 2 >0, VíeD. Do đó /(í) đồng 
biến trên [1 * 

Suy ra: /(\' ? 3x - \ 1 -3x) = ỷisỊỉy - s ị\-3y) <=> ^/3x - V 1 3x = ^3y - yjl-3y 
<í>(\f3x-,j3ỹ) + (ijĩ^3ỹ-\{ĩ^3x) = 0 và do x = y = 0 thì hệ vô nghiệm 

„ , , 3(x-i/) 3(x - y) 

nên liên hợp được: 2 — —+ - — = 0 

V3x + yỊ3y yjl - 3y + Vl - 3x 
/ \ 

3 3 

<=>(*-y) r— r— + r— — rr = = 0 «■ X = y. 

v V 3x + V3 y VI - 3 y + V1 - 3x y 

.——— 1414 

Thế vào phưong trình (2) <=> X 2 + 3x + 2VI - 2x - = 0 (3) 

625 

,- 1414 I" 11 

Xét hàm SỐ f(x) = X 2 + 3x + 2vl - 2x - ‘ hên đoạn 0; 3 có: 

625 |_ 3 

f'(x) = 2x + 3— —^— > 0 => f"(x) = 2- . 2 < 0, Vx e 0;ị • 

vl 2x (VI-2x) 3 L 3. 

^ r r 

Do đó hàm số/'(x) nghịch biến trên đoạn 0;T • 

1^1 _ 112 _ .. r i" 

Suy ra: f'(x) > f' ^ = 5 - ^ẸỆ- > 0. Do đó hàm số f(t) đồng biến trên 0;^ • 
13/ 27 3 
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/ 8Ì 8 .8 V!U . . . „ ,. A [f 8 8 7 

g25y 25 25 [^25 25)J 

Nhân xét . Các dạng cơ bản thường gặp khi trong hệ mà có một phương trình chứa: 

• ax + Ậaxý +1 • by + Ậbyf +1 = 1—» Líển /íợp để sử dụng hàm sô í 

• í^x 3 + Ỉ> 1 X 2 +c 1 x + á 1 = a 2 y 3 + ỉy/ 2 + c 2 y — s ỷ> dụng Casio hoặc đông nhất để 
đưa vê dạng m(ax + bf + n(ax + b) = m(cy + dý + n(cy + d) và sử dụng hàm sô'. 

o ữl x 3 + \x 2 + CjX + d 1 = (, a 2 y + b 2 ) • ực 2 y + d 2 pp 

• ,____ *____ —> ƠÁ/77 sát vào căn thức (bậc 

_° (« 1 * + \) • #y + d, = (a 2 y + b 2 ) • #y + d 2 

f/íổý nM'f trong phương trình) để xây dựng hàm đặc trưng và sử dụng hàm sô'. 

2. Một sô kỹ năng làm xuất hiện hàm sô đặc trưng 

a. Chia để xuất hiên hàm sô đăc trưng 

Trong một sô'bài toán, biến X và y chưa độc lập ở 2 vế, ta cần chia để chúng độc 
lập nhau hoặc sau khi chia chúng chưa độc lập nhau nhưng vẫn xây dựng được 
hàm đặc trưng ở 2 vế. Ta cùng xét các ví dụ sau đểhiểu rõ hơn vấn đê này. 


Ví du 465. Giải hệ phương trình: 


y 3 .(4x 2 +1) + 2 .(y 2 +1 ).Jỹ = 6 


[y 2 .x.(2 + 2\/4x 2 +1) = y + ^y 2 +1 (2) 

Học sinh giỏi tỉnh Quảng Nam năm 2014 - 2015 


Phân tích . Từ (2) nếu chia cho y 2 > 0, thì sẽ độc lập được x,y ở 2 vê'nên khả năng sử 
dụng hàm sô' là rất cao. Thật vậy: (2) <=> 2x + 2x • J(2x) 2 +1 = — + — • I — +1 với 

y y ]Ị[yj 

hàm đặc trưng f(t) = t + t.sỊt 2 +1 và có lời giải chi tiết như sau: 

«£• Lời giải . Điều kiện: y > 0. Do y = 0 không là nghiệm hệ nên xét y > 0 và 
từ (2), để hệ phương trình có nghiệm thì X > 0. 

„ / - - . 1 1 í lì 2 " , 7 lì 


(2) <=> 2x + 2x • Ậ2xỴ + 1 = - + - • J j +1 «. f(2x) = ỳ 

Xét /(í) = t + f.# +1 trên Í0;+oo) có: /'(/) 1 • \ / • 1 • > 0, Vf> 0. 

#71 


í 1 1 

Do đó hàm số f(t) đồng biến trên (0;+oo). Suy ra: f(2x) = f — <=>2x = —• 

\y) y 

Thế vào (1) <=> y 3 + y + 2(y 2 +1)# -6 = 0 (3) 

Sử dụng Casio, tìm được phương trình (3) có nghiệm duy nhất y = ĩ và quan sát thấy 
vê' trái của (3) có đạo hàm có khả dương nên sử dụng hàm sô' để giải. 
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Xét hàm SỐ /(y) = y 3 + y + 2(y 2 + l)yỊỹ - 6 trên (0; +oo) có: 

f'(y) = 3 y 2 + y + 4 yjỹ + — > 0, Vy > 0 nên f(y) đồng biến trên (0;+oo). 

é 

Do đó phương trình f(y) = 0 có tối đa 1 nghiệm mà /(1) = 0<=>y = l=>x = T. 

. , ... ^ {( 1 M 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ phương trình là s = (x; y) = I T ; 1 Ị • 



X y.( 1 - Jl + y ) = X - vl + X 


; + X + xy - yỊx 2 - X + xy = yỊf - ^3 xy (2) 


P/uĩh tíc/t . Nhận thấy nếu chia (1) cho X 2 > 0 sẽ độc lập được x,y ở 2 vế của phương 


.2 1 1 . R , „2 


trình. Thật vậy: (1) <=> y - 1 / • Jl + 1 / = — yl + X nên khả năng sử dụng hàm sô' 

X X 

là rất cao. Vấn đê ở đây là đi tìm đỉêu kiện của X đểkhi đưa vào căn thức không phải 
chia ra các trường hợp dài dòng ?!. 

íx 2 +x + xy>0 , 

Lời giai . Điêu kiện: < ~ và XI/ > 0. 

_ [x -x + xy>0 

Do: 1 - •\Ị’í + y 2 < 0, X - \ 1 I x ’ < 0 nên từ (2), suy ra: x 2 y > 0 với X 2 > 0 và do từ 
điều kiện xy > 0, suy ra: y > 0 và X > 0. 

(1 )^y-y.ựĩ77 = ỉ-ỉ. h7Ã^/(y) = /íỉ . 

X X V X vx^l 

Xét hàm SỐ /(í) = t -1.\ 1 I / ’ trên (0; +oo) có f(t) = (1 - s/ĩ+t 2 ) — 1 < 0. 

4ĩ+t 2 


^ ^ MỊ 1 

Do đó hàm SỐ f(t) nghịch biến trên (0;+oo). Suy ra: /(y) = / — <z> y = _. 

^xy ‘ X 

Thế xy = l vào (2), được: (2) <=> \Ịx 2 + X +1 - \Ịx 2 - X I 1 \ 7 V 3 (3) 


Xét hàm SỐ f(x) = y X 2 + X +1 - yx 2 - X +1 trên (0; +oo) có: 


/'(*) = 


2x + l 


2x-l 


2x + l 


2x-l 


2yx 2 +x + l 2yx 2 -x + l y4x 2 +4x + 4 V4x 2 -4x + 4 

2x + l 2x-l 


/(2x +1) 2 + 3 \ (2x 1) t 3 


: = /(2x + l)-/(2x-l). 


Xét hàm SỐ f(z) = . ẫ trên □ có f(z) = . = = >0, Vz e □ . 

vz 2 + 3 J(z 2 + 3) 3 
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Do đó f(z) đồng biến trên □ và có 2x +1 > 2x -1 nên f(2x +1) > /( 2x - 1) hay 
f(2x +1) - f(2x - 1) > 0, suy ra: /'(x)> 0, Vxeũ. 

Suy ra f(x) đồng biến (0; +oo) và có f(x) = /(2) v7 \ 3 < > X - 2 -•> I/ - ^ • 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ phuong trình là s = (x;y) = 




+ x-y/2-x = J--4 t J- + 3 + 8 (1) 

2 y V 2 y 

\/x 2 +1 = x 2 }/.(2 + 2-^4 1 / 2 +1) (2) 


Phân tích . Xuất phát từ (2), nếu chia hai vế cho X 1 > 0 thì sẽ độc lập được X, y ở hai 
vế nên khả năng sử dụng hàm sốlà rất cao. Thật vậy: 

(2) — + — \Ịx 2 +1 = 2 y + 2yJ(2y) 2 + 1 và vế phải có dạng hàm đặc trưng quen 


thuộc f(t) = t + t.\Ịt 2 +1 có f'(t) = 1 + \Ịl + t 2 + jL > 0 nên sẽ đông hiên trên □ . 

. /l , í2 


1 w 111 

Vấn đê còn lại là đưa — vào trong căn thức, tạo ra VP = — + — ■ 1 + —- khi x>0. 

X ■ X X V X 

Nhimg điêu kiện -3<x<2 sẽ không cho phép ta làm đỉêu ấy mà cân phải chia ra 2 

trường hợp âm, tức X e[-3;0) và dương, tức X e (0;2]. Đểkhắc phục điêu này ta đi 

tìm đỉêu kiện chặt cho X. Để ý vếphải (1) có dạng hằng đẳng thức theo biến y, nghĩa là: 

(1) <=>Í U- + 3ì -2.2.J- I - + 3 + 4 = ự3 + x-ự2-x-l 

li 2 y ) i 2 y 

( n - Y 

— —h3 — 2 = SỈ3~+X — \ị 2 — X —1^0 => \ỉ 3 + X ^ 1 + \/2 — X 

W 2 y J 

<=>3 + x>3-x + 2\2 X <=> \Ị2-x <x<=>1<x<2. Khi đó đưa X vào căn dễ dàng. 

1 < X < 2 

Lời giải . Điều kiện: < 

1 

y <-2- 

IL 6 

(2) » ỉ + ỉ ■ iỉì +1 = 2y + 2y • ự(2i/) 2 +l /íịì = /(2y). 

X X ỵ^xj ^x^ 

Xét hàm số /(í) = t + t.yỊt 2 TT trên n có /'(í) = 1 + %/l + í 2 + ỉ >0, Ví G □ . 

4l + t 2 
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1 1 

Do đó hàm SỐ /(í) tăng trên □ . Suy ra: / — = /(2y) <=> — = 2y <=> X = • 

.V } X 2 y 

Thế vào phưong trình (1) <=> X - 5\lx + 3 + \J2 - X + 8 = 0 (3) 

Sử dụng Casio, tìm được X = 1 là nghiệm duy nhất của (3) nên có thể sử dụng iphương 
pháp liên hợp hoặc phương pháp hàm sô'hoặc bất đẳng thức để giải. 

(3) <=> (x -1) - 5 • (x/x + 3 - 2) + (\/2 - X - 1) = 0 

f 5 1 'ì _ 1 

<=>(x — 1) • 1— . - ĩ — = 0<=>X = 1=> y = 2-- 

l ựx i 3 I 2 J2^ + lJ 2 


5 1 V X + 3 — 3 1 r -Ị 

Do: 1 - .—Ị. — - r——— = r—^ z - -p =— - < 0/ Vxefl;2l- 
V X + 3 +2 y2-x +1 vx+3+2 V 2 — X +1 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x; y) = Ị 1; ỉ j| • 



P/tÂK tíc/t . Từ (2) nếu chuyển vế (2) <=> 2x 3 y + 2x 3 y^4y 2 +1 = x/x 4 + X 2 + X 2 và chia 
cả hai vếcho lượng X 3 * 0 sẽ độc lập được X,yở2 vếvà sẽ xuất hiện hàm đặc trưng. 

Thật vậy: (2) <=> 2y + 2yẶ2yỹ +1 = — + — ■ + 1 <=> /(2y) = / — • Từ đó sẽ 

hm ífwục mổ? /iển /íề giữa X và y, rồi thếvào phương trình còn lại sẽ tìm được X, y. 

4&> Lời giải . Điều kiện: l + 2x 2 y>0, l-2x 2 y>0 và -1<X<1. 


Với X = 0, thì hệ <=> <1 0 nên hệ có nghiệm (x;y) = (0;y), y e □ . 

Với X + 0, thì (2) 2 y + 2yẬ2yf+l = 1 + 1.11 + 1^ f(2y) = f[- ■ 

Xét hàm SỐ f(t) = t + t.\jt 2 + 1 có f(t) = 1 + x/í 2 +1 + L >0, Ví e □ . 

y í 2 +1 


ilì _ 1 

Nên hàm số /(í) đồng biến trên □ . Suy ra /(2y) = / — <=> 2y = — <=> 2xy = 1. 

X 

Thế 2xy = 1 vào (1) <=> 4\fx +1 -1 = 3x + 2-v/l-x + x/l-x 2 (3) 

Đặt a = \ỊĨ+~x >0, b = \l 1-x >0 và 3x = x-l + 2.(x + l) = ữ 2 -2 b 2 . 

(3)o2a 2 -b 2 +ab-4a + 2b = 0o(2a-b)(a + b-2) = 0ob = 2a V a + b = 2. 

Với a + b = 2, suy ra: %/l + x + x/l-x = 2<=>x = 0 (loại do x + 0). 
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-- ,- 3 5 

Với b = 2 a, suy ra: 2yx +1 = sỊl - X <=> X = => y = ■ 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x;y) = 1 Vy e □ ị- 


f 2x 3 - 4x 2 + 3x -1 = 2x 3 (2 - ý) ự3 - 2Ị/ (1) 

Ví du 469. Giải hệ phuơng trình: ị _ ,- --- 

Ulx + 2 = m4-Xyj3-2y +1 (2) 


P/tÂM tíc/r . Nếu chia hai vế của phương trình (1) cho X 3 ^ 0 thì sẽ độc lập được X, y ở 
4 3 1 

hai vế, tức: ( 1 ) <=> 2 - — + = (4 - 2y)J3 - 2y nên khả năng sử dụng hàm sốlà 

XXX 

rất cao. Hơn nữa đây là dạng cơ bản ax 3 + bx 2 +cx + d = (ex + f).\Jmx + n nếu ta xem 
— là X và có từ đó có lời giải chi tiết như sau: 

X 

_ 3 

/&• Lời giải . Điều kiện: X > -2, }/ - 2 

Do X = 0 thì hệ vô nghiệm nên xét X ^ 0 và chia hai vế của (1) cho X 3 ^ 0 : 

„4 3 1 _ n - V, n — ? n - 


(1) <^2-^ + Ặ-Ặ = (4-2y)ự3-2y = r( N /3-2y) 2 +l]-^2ỹ 

XXX 

+ Ị^l-£| = (ự3^) 3 + ự3^^/|3-£| = /(ự3^). 

Xét hàm SỐ f(t) = t 3 +t có /'(í) = 3í 2 +1 >0, Ví GŨ . Do đó hàm số /(í) đồng 
biến trên □ . Suy ra: / 1 - — = fỤ3-2yj <=> 1 - — = ^3 - 2y và thế vào (2): 

/-~ - [a — 4x + 2 ^ 0 ịa =x + 2 ~ ~ 

(2) <=> vx + 2-%/l5-x =1 (3). Đặt < _____ »r _ =>a 2 +b 3 = 17. 

\b V 1 5 X [fc 3 =15-x 

, â . J« 2 +fc 3 =17 í« = fc + l _/ b = 2 . 

[fl-Ỉ7 = l [b 3 + b 2 +2b-16 = 0 [fl = 3 

ịịị 

Do đó: Vx + 2 = 3 <=> X = 7 => 1 / = : thỏa mãn điều kiện. 

98 

_ ^ \( inỴl 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ phuung trình cần tìm là s = (x; y) = 1 7; j Ị ■ 

Luu ý . Ta có thể giải phuong trình (3) bằng phuong pháp hàm số như sau: 

Xét hàm SỐ f(x) = \fx + 2-\Ịì5--x có f'(t) = — jL +— - ầ >0,Vx>-2. 

2vx I 2 3</(15 x) : ' 

Do đó hàm SỐ f(x) đồng biến trên [2; + 00 ) và có /(x) = 1 = /(7) <=> X = 7. 
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2x 2 + 3 - (4x 2 2yx 2 )Jĩ 2y + 4x2 + 1 

(1) 

Ví 470. Giải hê phương trình: - 

X 



J2-73-2j ,J ỈX p 3 p + 2 

(2) 


v 2x +1 



Phần tích . Nếu chuyển vếvà chia 2 vế(l) cho X 2 ^0, thì phương trình (1) tương 

, 2x 2 + 3 4x 2 +1 .. _ . 1 -—— 13 4 „ . „ _ . r —— 

đương -—2— = (4 - 2y) • J3 - ly <=> ~ + 4 - - + 2 = (4 - 2y) • J3 - 2y 


—J -- = {*- zyi ■ <=>-— + -J - - + z = ^ - zy; • yo - zy 

X X X X X 

= |(\ 3 2y) +1] • v 3 2y = (ự3-2y) 3 + v 3 2y. Khi đó gán 1000 -> A ơồo Casio 
và nhập -X 3 + 3X 2 -4X + 2 = A 3 + A, rồi bấm shift solve cho ta X = -999, swy ra: 

-X = 1000-1<=>1-X = A /un/ữ/ể? (l)»fl--ì +Íl--ì = (ự3-2y) 3 + ự3-2y 

\ X J \ X J 

và đã xây dựng được hàm sô'đặc trưng f(t) = t 3 + t đông biến trên □ . 

-vv 11 3 

/&• Lời giải . Điều kiện: x^o, X* A < y < X . 

(1) ^íl-ỉì +íl-ỉì = (3-2y)ự3-2y + 73-2y^/íl-ìì = /Ừ3-2y). 

Xét hàm số /(í) = í 3 + í trên □ có /'(í) = 3f 2 +1 >0, VÍGŨ nên f(t) đồng biến 
trên □ . 

Suy ra / 1 - — = /ị v 3 2y| <=> 1 - — = ự3 - 2y và thế vào phương trình (2) thì 

(2) «.(2jc +1)^1 + - = (x + 2) + ỳĩx 2 + X 3 <=> '2 + - ^Ịl + Ị- = "- + lj+3|- + l 

Xét hàm số f(u) = u 3 + u trên n có /'(») = 3» 2 +1 > 0, Vtte0 nên f(u) đồng 
biến trên □ . 

f lì f |2 ì r 1 /2 T ^ WI 1 

Suy ra: / , 1 + — = / ? — +1 <=> Jl + — = ? — +1 • Đặt u = — thì phương trình: 

V X V* V X V X X 


<5>^\ + v = <J2v +1 <=> 


0 * V > -2- 
2 

(1 + í) 3 +(2í + 1) : 


_ ,_W5 r 2 

<=> u = ' =>1 

2 3 + ^5 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = I 1 . 3 +^/5 I 
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. X + = (y + 2) • J(x +1) • (y +1) (1) 

Vi du 471. Giải hệ phương trình: <j x + 1 ; v 

X^I/ 4-1 — 2x + *\/x +1 = 0 (2) 


Phân tích . Nếu chia hai vếcủa (1) cho \Ịx + l > 0 thì sẽ độc lập được hai biến. Tức là: 

3 _ _ _ _ 

(1)« -pL =+-— x 7== =\ ( N /ỹ+ĩ) 2 +1] yịỹ+ĩ = (■sịy+ 1 ) 3 +Vy +1 - Khi đó ăn 

yX + 1 (x + 1) ỵl + 1 

, T7 _ x 3 +x 2 +x x 3 +x(x + l) f xì X * , 

ơíêh đôi VT = - = — , - 7 =— = + và đã xây dựng 

(x + l)'\/x + l (V A' • 1) . V.v • 1 V \* A' • 1 / \/.V I 1 

ífwục /lỏm đặc trưng f(t) = t 3 + t đông biến trên □ và có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Điều kiện: X > -1, y > -1. 


( 1 )» 


J===T + r—r -('Ịy + 1 ) 3 + 'ly +1 o f r— -fỤy +1 )- 

\y X + ± J yX + 1 V V X + 1 y 

_ _ ô' r/i\ 1 3 . Oi r—1 _ ' ff/i\ Oi 2 . o - r\ \_/1 _ r—I r/i\ 


Xét hàm số f(t ) = t +3t trên □ có f'(t) = 3r + 3 > 0, Ví e □ nên f(t) đồng biến 


trên □ . 


Suy ra: /1 = I = /Ị+1Ị <=> = = ựy +1 và có điều kiện là X > 0. 

Thế vào (2) được: (2) <^> x - 2x + \fx + ĩ = 0 <=> X 2 - 2 xsỊx + ĩ + (%/xTT) 2 = 0 

V X +1 

/-=, I—- Ịx>0 1 + ^5 

<=>(x-v* + l) =0<=>-v/x + l=x<=>< ‘w’ X = ——-— => 1/ = 0. 

X +1 = X 2 


f 1+ /5 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm hệ phương trình là (x; y) = —;0 



p/uh? hc/; . Từ phương trình (1), nếu chia 2 vếcho X\fx >0 sẽ không độc lập được X, 
y ở 2 vế nhưng được: (l + 4x).2 yfx = — .. — <=> Ị"l + (4x)l • \fĩx = 1 + — •,/— 

yUyL -J r \f r 

J y, J\- ./V y ./V 

hay /(\/Ix) = / .1— với hàm đặc trưng f(t) = (1 + t 2 ).t = t 3 + t đông biến trên □ . 

o y 

_ r 1 X 1 • Ạ . N. A n . V A 


/&• Lời giải . Điều kiện: y > 0, 8x > y > 0. 
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Do X = 0 thì hệ không thỏa nên xét X > 0 và chia 2 vế (1) cho X\[x > 0, được: 

(l)»[l + (4x)]-VÌĩ = fl + ụì-Jụ »/(>/**) = / Ẹ- ■ 

\ X J \Ị X 1 V X 


(1) <=>[l + (4x)]• \fĩx = 1 + 1 • ^<>/(v^) / #■ • 

y X J }Ị X ]Ị X 

Xét hàm số f(t) = t 3 +t trên n có f\t) = 3t 2 +1 > 0, Víe.D nên f(t) đồng biến 
trên □ . 

Suy ra: f(\Ị 4x) = f J— <=> \Ỉ4x =. — <=> y = 4x 2 > 0 và thế vào (2) được: 

V. ’ x y ’ x 

(2) «. 4x 3 - 12x 2 + 9x -1 = v2x r «. 4(x -1) 3 - 3(x -1) = Jl-(x-l) 2 (3) 


Đặt z = X -1 thì (3) <=> 4z 3 - 3z = sịl-z <=> 


4z 3 - 3z > 0 
(4z 3 -3z) 2 = l-z 


4z - 3z > 0 


>ẵ _ V2 + V2 _ V2-V2 

<=> z = —— V z = --—— V z =--— — 


[l6z 6 - 24z 4 + 10z 2 -1 = 0 2 2 2 

Vói z = --ị, suy ra: X = — => y = 6 4\ 2 : thỏa điều kiện. 


Với z = - 2 + — , suy ra: X = 2 + — => y = 6 + V 2 + Asịl + ^ỉĩ : không thỏa. 


Với z = — — — — , suy ra: X = -^—— => y = 6 - \ỊĨ - 4^2- \ỊĨ : thỏa mãn. 


r\ _ [ỹ r\ _ r\ _ [rỹ 

Kết luận: Nghiệm (x; ự) = z ^ ;6 4v2 ; -^—— 


;6-yÍ2-^2-JĨ 


Nhân xét . Trong rất nhĩêu trường hợp, sau khi chia hai biến X, y không phân ly được 
ở 2 vế nhưng vẫn tạo ra được hàm đặc trưng mà ví dụ trên là điển hình. Đểhiểu kỹ 
hơn vấn đê này, ta cùng xét các ví dụ sau: 


Ví du 473. Giải hệ phưong trình: 


X 11 + xy 10 = y 22 + y 12 


Ị7y 4 + 13x + 8 = 2y 4 ,^/x(3x 2 + 3Ị/ 2 -1) ( 2 ) 

Đ'ê nghị Olympic 30/04/2014 - Chuyên Lê Quí Đôn - Đà Nằng 


f y 1 ( \ \ 

Phân tích . Từ (1) chia y 11 + 0, được: (1) <=> — + — = y u +y<=>/ — = /(y). 

\V) \V) V y 

Khi đó suy ra: X = y 2 vói hàm đặc trưng f(t) = t u +t luôn đông biến trên □ . 

/&» Lời giải . Từ (1) <=> x(x 10 + y 10 ) = y 22 + y 12 , suy ra điều kiện: X > 0. 

Do X = y = 0 không là nghiệm nên xét X > 0, y + 0. 

f Y 1 ( v \ ( 

Chia 2 vế (1) cho y 11 ^ 0, thì (1) <=> — + — = y 11 + y <r> f — = f(y). 

yy) \y) yy) 
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Phân tích . Từ (1), nêu chia hai vê'cho X 2 >0, được: A 1 + A 1 + — +— có 


2 2 
X X 


vì í 1 ì 

dạng f \ = f — với hàm đặc trưng f(t) = sỊĨ+ 7 + t luôn đôngbiêh trên □ . Từ 
V* / \ x ) 

đó sẽ tìm được mối liên hệ giữa X, y, rồi thế vào (2) và có lời giải 1. Ngoài ra, thây 
phương trình (1) luôn đúng khi x = y, tức luôn có nhân tử x-y nên sẽ sử dụng kỹ 
thuật nhân lượng liên hợp nhằm đưa vê tích sô'với lượng nhân tử x-y. Thật vậy 

(1) <=> xJx* + y -x^Jx 2 + x = x-y <=> x.(T? + y - 'ìx 2 +x) = x-y và liên hợp trong 
dấu ( ) sẽ có nhân tử chung ở 2 vếlà (x - y) và có lời giải 2. 

Điều kiện: X > 1, y > 0. 

ố” Lời giải 1 . Sử dụng phương pháp hàm số. 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lời giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 
/&• Lời giải . Từ (2) <=> 2 = X - x 2 y và thế vào phương trình (1), ta được: 

(1) <=> ( \/x 2 +1 - 4x 2 j/ + x)(\ 4i/’ +1 +1) = 8x 2 y 3 và do x = y = 0 không là nghiệm 
<=> \ịx 2 +1 - ấx 2 y + x = lx 2 y(<Jĩỹ 2 +1 - 1 ) <=> sỊx 2 +1 + x = 2x 2 y^Jĩỹ 2 ~ị-ĩ + 2x 2 y 

<x> sỊx 2 + 1 + X = 2x 2 y.(- s fÃỹ 2 +1 + 1), (3) và \Ịx 2 +1 > sỊx 2 = \x\> X nên từ (3) 
x — 2 

có y > 0 và từ (2) => y = —— > 0 <=> X > 2. Do đó chia 2 vế (3) cho X 2 > 0 được: 


XV X X 


Ví G □ . 


(3) + ị = 2 yị 2 y) 2 + ĩ + 2 y «► fịl) = f( 2 y). 

X V X X v v ’ \x) v ’ 

Xét hàm số /(í) = t + 1.\ 1 I / ’ trên □ có f'(t) = n/Ĩ+ 7 2 + , i +1 > 0, Ví G □ . 

Vl + f 2 

^ 1 A 1 

Do đó hàm SỐ /(í) đồng biến trên □ Ị Suy ra: / — = f(2y) <=> — = 2y. 

\XJ X 

^ 1 1 
Thế vào (2)<=>^x-x + 2 = 0<=>x = 4=>i/ = 2-: thỏa mãn điều kiện. 

2 8 

b. Kết hop 2 phttơng trình bằng phương pháp công để tao ra hàm đăc trung 

Trong nhiêu bài toán, ta cần có sự kết hợp giữa 2 phương trình trong hệ mới tạo 
ra được hàm số đặc trưng. Vấn đê đặt ra là khi nào cộng, khi nào trừ, khi nào lấy 
phương trình này cộng n ĩân phương trình kia, xác định giá trị n này như thếnào 
và dấu hiệu nhận dạng ra sao ?! Để trả lời những câu hỏi này, ta cùng xét các ví 
dụ với những lời phân tích tìm lời giải mà ở đó tác giả sẽ truyền tải đến các bạn 
những thủ thuật, những kinh nghiệm sẽ giúp bạn trả lời được các câu hỏi trên. 


Ví du 476. Giải hệ phương trình: 


x + yx 2 -2x + 5 =3y + yjy 2 +4 (1) 

X 2 - y 2 - 3x + 3y +1 = 0 (2) 

Học sinh giỏi tỉnh Tuyên Quang năm 2015 


Phân tích . Nhận thấy (2) có dạng bậc hai nhưng biệt sô' delta không là sô' chính 
phương nên không giải được bằng phương pháp hằng sốbiêh thiên. Quan sát thấy (1), 
(2) đêu độc lập theo x,y ở 2 vê'nhưng cũng không tìm được hàm đặc trưng. Khi đó sẽ 
nghĩ đến việc kết hợp giữa 2 phương trình để xây dựng hàm đặc trưng. Viết hệ 

Ị X + sfĩc — 2x + 5 — 3i/ + \ịy~ + 4 ^ A . 1 ' • 1 ~ Li J 

>—V J T\n C/ÍM rt / Tì/Ì nhi rt 1-1/11/11/1 /71/VI 1/11/1/111 c/ì tíu/ /T 1 P/V/1 • 


X 2 - 3x +1 = y 2 - 3 y 


và cộng ĩ vếphưomg trình với nhau sẽ thu được: 


X 2 - 2x +1 + yx 2 - 2x + 5 = y 2 + Jy 2 + 4 <íí> (x -1) 2 + Ậx - 1) 2 + 4 = y 2 + Jy 2 + 4. 


Đến đây, nếu viết /(x-l) = /(y) sẽ khó khăn cho việc xét hàm f(t) = t +yt +1, 


bởi lẽ f\t) = 2t + 


chưa khẳng định được dấu và cân tìm điêu kiện cho X -1 và 
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Phân tích . Nếu cộng hai phương trình cho nhau thì sẽ triệt tiêu đi lượng Jxỹ và độc 
lập được x,y ở 2 vế, tức có hiến đôĩ: (1) + (2) => x4x + 3x + ấ\[x + 2 = y^Ịỹ + sjy hay 
(vx)' I 3x + 4\/x I 2 ( V 1 /)' I yjy và gán 1000 ->A vào Casio, rồi nhập phương 
trình X 3 +3X 2 +4X + 2 = A 3 + A, với X = \[x và bấm shift solve cho ta: x = 999 
hay x = 1000-1 = A-l<=> A = x + 1 nên viết (\.v I 1) ; I (v.v I 1) c v 1 /)' I yjỹ có 
dạng hàm đặc trưng f(t ) = t 3 + t luôn đông biến trên □, 

Lời giải . Điều kiện: X > 0, y > 0. 

Lấy (1) + (2) => x4x + 3x + 4\/x + 2 = y^Ịỹ + lỊỹ 

<>(vx I 1) : ! (ýx ! 1) ( x 1/) 4 x !/<•> /(\ X + 1) = /(yl/). 

Xét hàm SỐ f(t) = t 3 +t trên □ có f\t) = 3t 2 +1 > 0, Víeũ nên f(t) đồng biến 
trên □ . 

Suy ra: f(4x +1) = f(Jỹ) <=> sfx +1 = lỊỹ và thế vào phuơng trình (2) được: 

(2) <=> X + 3 yfx = 0<=>X = 0=>1/ = 1. 

Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm hệ phuong trình là s = (x; y) = j(0; 1) j • 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lời giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. LỄ Văn Đoàn 



Phân tích . Nhận thấy (2) có dạng tam thức bậc hai theo X hoặc theo y, nhưng biệt sô' 
delta không là sô'chính phương nên không giải được bằng phương pháp hằng sốbỉến 
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ố- Lời giải . Lây phương trình (1) trừ cho phương trình (2), ta được: 

(1) - (2) => 2x 2 + 2x^1 X 2 +1 = 2 y 2 + 2{y + l)^y- + 2y + 2 + 4y + 2 

<=> (x 2 +1) + 2x\Ịx 2 +1 + X 2 = (y +1) 2 + 2(y + ĩ)sịy 2 +2y + 2 + y 2 + 2y + 2 

<=> (\/x 2 + 1 + x) 2 = Ậy +1) 2 +1 + y +1 <=>/(*) = /(}/ + !)• 

Xét hàm SỐ /(í) = (sỊt 2 +1 + í) 2 trên □ có f'(i) = -tll >0, Ví e □ . 

Vf 2 +1 

Do đó hàm SỐ /(í) đồng biến trên □ . Suy ra: /(x) = f(y +1) <=> X = y +1. 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lời giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


2 5 

(2)<=> 3y 2 + 4j/ -4 = 0 <=> 1 / = -2 => X = -1 hoặc y = ^ =>X = ^• 


Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x; y) = - 

(-i;- 2 ); 

^CN 1 cò' 

LO 1 co 

—_' 


Ví du 481. Giải hê phương trình: - 

Đề nghị Olympic 30/04/2014 - 

y 3 (3x 2 - 4x - 23) + 8 y = 8 (1) 

y 2 (x 3 + lOx + 27) - 61 / = 8 (2) ; 

Chuyên Lê Hông Phong - Tp. H'ô Chí Minh 


Phân tích . Nêu chia hai vế cho (1) cho y 3 ^0, của (2) cho y 2 ^0 ta sẽ thu được hệ 


mói: ị 


3x - 4x -23 = 


X 3 + 10x + 27 = 2. 


' 2 ^ 

3 

- 2 - 

V 

vỹ/ 


vỹy 


r 2 V 

vỹ/ 


+ 3' 


í Ỷ 

vỹ/ 


Nhận thấy cả 2 phương trình lệch bậc nhau 


và không có dạng hàm đặc trưng nhưng nếu cộng hai phương trình lại với nhau được 


2 vế cùng bậc, tức: 


V 

Jy 


+ 3- 


r Ỷ 

vỹ/ 


= X 3 + 3x 2 + 6x + 4 = (x 4-1) 3 + (x + 1). Khi đó đã 


xây d\mg được hàm sô'đặc trưng dạng /(í) = t 3 +3t luôn đông biến trên □ . 
Lời giải . Do y = 0 không là nghiệm hệ nên xét y ^ 0, ta được: 




3x 2 - 4x - 23 = 


X + 1ŨX + 27 = 2. 


" 2 ' 

3 

-2- 

' 2 " 

vỹ/ 


vỹ/ 


' 2 ? 


+ 3- 


í 2 \ 


X 4- 3x + 6x + 4 — 


(x 4-l) 3 4- 3.(x 4-1) — 


ýy J 


+ 3. 


yy J 
r 2 \ 


yV J 


(3) 

<=>/(* + !) = / 




yv y 


+ 3- 


í 2 \ 


yv J 


r 2 \ 
yV / 


Xét hàm số /(í) = t 3 + 3t trên □ có f\t) = 3t 2 +3>0, Ví eũ . Nên /(í) đồng 
biến trên □ . 


Suy ra: f(x +1) = / 


í 2 \ 

vỹ/ 


<=> X +1 = — và thế vào phưong trình (3), ta được: 

y 


(3) ‘w’ X 3 4- 10.Y 4- 27 — 2(.v + 1) 4- 3(x +1) ‘w’ X 3 — 2x 4- 3x 4- 22 — 0 
<=>(x + 2)(x 2 - 4 x 4 -ll) = 0<=>x = -2, suy ra: y = -2. 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm hệ phưong trình cần tìm là (x;y) = (-2;-2). 


Ví du 482. Giải hệ PT: 


y 3 + 3y 2 + y + 4x 2 -22x + 21 = (2x + l)'Jĩx-ĩ (1) 


2x 2 -llx + 9 = 2y (2) 

Đ'ê thi thử Đại học khôi A năm 2013 - THPT Lý Thái Tô - Bắc Ninh 
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Phân tích . Nhận thấy (1) có dạng tam thức bậc hai theo X hoặc theo y nhưng biệt sô' 
delta không là sô'chính phương. Nếu quan sát kỹ, sẽ thấy hệ sô'của xy ở 2 vếgấp 3 ĩân 
nhau. Do đó nếu nhân phương trình (1) cho 3, rồi cộng với phương trình (2) sẽ triệt 
tiêu đi xy và thu được biểu thức X, y độc lập, đông bậc nên khả năng sử dụng hàm sô' 

, „ - , „ „ „ Í3x 2 +3i/ 2 +3xi/-15x-18i/ +30 = 0 

hoặc A = B là rất cao. Thật 1 ’ậy hệ <=> ị , , _ _ 

[x 3 - y 3 - 3x 2 - 3xy + 17X + 13y - 27 = 0 

=> X 3 + 2x = y 3 - 3y 2 + 5y - 3 X 3 + 2x = (y -1) 3 + 2(y -1) «• /(x) = /(y -1). 

Lời giải . Lấy phương trình (1) nhân 3, rồi cộng với phương trình (2) được: 

=> X 3 + 2x = y 3 - 3y 2 + 5y - 3 «• X 3 + 2x = (y -1) 3 + 2(y -1) «• /(x) = /(y -1). 

Xét hàm SỐ /(í) = t 3 +2t có /'(í) = 3f 2 + 2 > 0, Ví, nên f(t) đồng biến trên □ . 

Suy ra: /(x) = /(y -l)<=>x = y- l<=>y = x + l và thế vào (1), ta được: 

(1)<=>X 2 +(x + l) 2 +x(x + l)-5x-6(x + l) + 10 = 0<í^3x 2 -8x + 5 = 0 
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Phân tích . Nhận thấy nếu cộng biểu thức ngoài căn thức của 2 phương trình lại với 
nhau thì sẽ có hình dáng của hằng đẳng thức dạng (ax + by f. Quan sát căn thức thấy 
có chứa x-2y nên sẽ dự kiến a = 1, b = -2 và khai triển biểu thức này, ta được: 
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( x-2y) 3 = x 3 -3x 2 y + 12xy 2 -8y 3 . Do nó chứa 12xy 2 và phương trình (2) chỉ chứa 
4 xy 2 nên sẽ lấy phương trình (1) cộng với 3 ĩân phương trình (2) và có lời giải sau: 
rả» Lời giải . Điều kiện: 2y - X + 1 > 0. 

Lấy phương trình (2) nhân 3, rồi cộng với phương trình (1), được: 

=>X 3 -6 x 2 y + llxy 2 +3x = 8y 3 +6y-3 + 3g 2y X I 1 

<=> (x - 2y) 3 + 3.(x - 2 y) - 3.yjl - (x - 2 y) +3 = 0 (3) 

Đặt t = x-2y thì (3) <=> f 3 + 3f - 3\Ịl-t +3 = 0 (4) 

Do t = 1 không là nghiệm của (4) nên chỉ xét t < 1. 

Xét /(í) = í 3 + 3í - 3\lĩ-t + 3 trên (-oo; 1) có f'(t) = 2t 2 +3 + —L= >0, Ví < 1. 

2 \ 1 / 

Do đó hàm SỐ /(í) đồng biến trên (-oo;l) và có /(0) = 0<=>í = 0=>2y = x. 

Thế vào (1) <=> X 3 - 3x 3 =x 3 -6<^x 3 = 2<=>x = ịf2=>y = : thỏa điều kiện. 

■n/4 


24X 2 + 3x + 2 - n/x+Ĩ = 2y.ựy 2 +1 + 9- y-6y 2 (1) 


Ví Au 486. Giải hệ PT: 


+ 3x + 2. + 3^Jx + 1 — y^Ịỹ + 1 — 6 + 3y + 4y 

Đề nghị Olympic 30/04/2014 - THPT Chuyên Lê Hông Phong - TP. HCM 


Lời giải . Điều kiện: X > -1. Nhân (1) với 4, nhân (2) với 3 ta được: 
f _ ị44 X 2 +3x + 2 - 2vx"i 1 = 4 y4y 2 + ĩ +18 - 2 1 / - 12y 2 (3) 

[3ựx 2 + 3x + 2 + 9 n/x+Ĩ = 3y^jy 2 +1 - 18 + 9y + 12y 2 ( 4 ) 

Cộng (3) với (4) theo vế, suy ra: 74 X 2 +3x + 2 + 7-v/x + l = 7y^y 2 +1 + 7y 
<=> -^(x + l)(x 4- 2) + 44 +1 = y-\jy~ ~ 1 4“ y 

-n/x + 1 • \/(v.v I 1) +1 + n/x + 1 = y ■ -ựy 2 + ĩ 4- y /(n/x + 1) = /(y). 


Xét hàm SỐ /(í) = t.gt +1 + í trên ũ có /'(í) = Ví 4-1 4- 


4t 2 +1 


+ 1 > 0, Ví e □ . 


Nên hàm số /(í) đồng biến trên □ . Suy ra: f(4x + 1) = /(y) <=> %/x + l = y > 0 
(2) 4(xTW^ “t" 3 ■n/x 4-1 = %/x + l.^x + 2 — 6 + 34 X 4-1 4- 4(x + 1) 

<=>4x = 2<=>x = — =>i/ = • 

2 2 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của hệ là (x; y) = — 

c. Một sô phép biên đổi tưong đương đểxây ảimg hàm đặc tnmg 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lời giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 

Đối với loại này, chúng không theo một nguyên tắc nhất định nào cả, mà tùy 
thuộc vào đặc điểm của từng bài toán, từng phưomg trình trong hệ, ta cân tìm ra 
mối liên hệ giữa các biến với nhau, từ đó xây dựng hàm đặc trưng. Sau đây tôi xin 
được trình bày những lớp ví dụ có sự biến đổi gan giôhg nhau đứng cạnh nhau: 



~ 1 _ .2 1 3x + 4 

X + 3 y +1 — y - 1— -Ị 


y yX +1 

py —2 + ÌỈ7X v2y + 2 = 2 y + 3 


Phân tích . Nhận thấy phương trình (1) có X, y độc lập được 2 vếnên sẽ bám sát vào 

3x + 4 , 1 

nó để xây dựng hàm đặc trưng, tức: (1) <=> X +1 — = y - 3i/ - — và do vếphải 

yX~\~'ì- y 

1 

đơn giản hơn vế trái nên sẽ xây dựng hàm đặc trưng dự kiên là f(t) = t 1 2 - 3t - y • Khi 
đó cần biến đôĩ vếtrái vê dạng hàm này và thường xuất phát từ bậc thấp nhất, tức từ 


căn thức. Nghĩa là VT =x + l-'- 


1 - = (4x+ĩf - 3.VA- • 1 - -=L 

\l V 4- 1 •v/r + 


giôhg hàm đặc trưng, tức luôn có f(sỊx +1) = f(y) nên có lời giải chi tiết như sau: 

^ 2 
Lời giải . Điều kiện: X > -1, ỉ/-g 

(1) «■ í n/^+T) 2 - 3sfc+ĩ — jL= = y 2 -3y--o f(yỊx + ĩ) = f(y). 

v ’ Vx +1 y 

Xét hàm SỐ /(í) = í 2 - 3f - y trên (ũ;+oo) có f(t) = 2t - 3 + \ hay 

/ (í) = - Y - = --—2-— >0, Ví > 0 nên f(t) đông biến trên (0; +00 j. 

Suy ra: f(4x + ĩ) = f(y) <=> y = 4x + ĩ ox = y 2 -1 và thế vào (2) đuục: 

(2) <=> sj9y-2 + ^7y 2 + 2y-5 = 2y + 3 (3) 

Sử dụng Casio, tìm được 2 nghiệm y = 2, y = 3 nên ghép bậc nhất để liên hợp và do 
liên hợp căn bậc ba, để đơn giản có thể đặt: a = yj7y 2 +2y-5 và b = y +1 > 0. 

(3) « [Ẹỹ^ĩ- (y + 2)] + [ự 7y 2 + 2y - 5 - (y + 1)] = 0 

„ 9y-2-(y + 2) 2 | 7y 2 + 2y-5-(y + l) 3 0 với ịa = ìị7y 2 * + 2y-5 

^9 y - 2 +y + 2 a 2 +ab + b 2 = y +1 


Q -f +5y - 6 , -y 3 + - y - 6 0 

J9v-2+y + 2 a 2 + ab + b 2 
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0 y 2 - 5y + 6 + (y + l)(j/ - 5y + 6) _ 0 
JẸỹ+2 +y + 2 a 2 +ab + b 2 


1 v+l ì „ , , 1 / = 2 

=-+ ■ y , — 7 T = 0 y- 5y + 6 = 0 t *"• 

+ 2 + 1 / + 2 a +ab + b y = 3 


^(ị/ 2 -5ị/ + 6) 


„ [ Jỹỹ +2 +1/ + 2>0 2 , , , , , 2 f , &Y 3Ỉ)\„ , 

Do v ‘ - , Vi/ > ^ và a + nb + b= a + -2 + —— > 0, Vrt, b. 

Ịy + 1 9 2j 4 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x; y) = {(8; 3),(3; 2)j • 


. , 21/ 2 - 9i/ - 1 2 = 0 (1) 

Ví du 488. Giải hệ phuong trình: I X (x,y e í i ). 

4^/x"+T + xy^Ịỹ 2 + 4 = 0 (2) 

Đ'ê thi thử THPT Quôc Gia 2015 - TT.LTĐH Thành Công - Tp. HCM 


Phân tích . Đây là một dạng bài toán mà hàm sô' được dấu khá kỹ. Nhận thấy từ 

^ ^ ^ X —4: 

phương trình (2) có thể độc lập được X, y, tức: (2) <=> = — = và đã phân 

v * +1 yyjy 2 + 4 

hc/í ở ví dụ trên, thường bám sát vào căn thức đểbiêíi đổi đưa vê dạng hàm đặc trưng. 


(V~v -1 _ y 2 - (y 2 + 4) ^ 7777 1 _ y yy 2 + 4 

VĨTĨ = y #74 ~4xTi = jỷ7l y 


Nghĩa là (2) <=> 


đÃ xây dựng được hàm đặc trưng dạng f(t) = t-\ với f(\fx +1 )=/h= 


+4 J 

Lời giải . Điều kiện: -1 < X * 0. Do X = -1 và 1 / = 0 không là nghiệm nên: 


(2) <=> V* +1 - - 


2= - -4= - «/(^7Ĩ)=/La= • 

r + 1 ựi / 2 +4 y 1 ' u^ 2+4 J 


Xét hàm SỐ /(í) = t - - trên □ \ {0} có f'(t) = 1 + 4“ > 0, Ví^o. 

Do đó hàm SỐ f(t) luôn đồng biến trên các khoảng (-oo;0) và (0;+oo). 


Suy ra: / 1 \Jx +1] = / 


V 2 +4 


ỉ/ 2 +4 


<=> yx +1 = 


J = «h >0 , 

/ 2 +4 Ị(x + l)(y 2 + 4) = y 2 


-4 

4 


<=> — 

y 2 +4 

X 

y= 2 


1 

hoặc 

X = -2- 



X = - — 

5 
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_ ự 1 4 Y| 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; ự) = Ầ -j-;2 Ị; -~z;l r ■ 

IV 2 ) \ 5 )) 
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Lúc này có thê phân ly a, b ra 2 vế tức: 


. 3-2a 2 6 -b 2 6-(2af 6 -b 2 

r —__r—_<“>— v ’ =-—— 


■ <=> ■ 
b (2 a) 


hay có 


6 6 

f(2a) = f(b) với hàm đặc trimg f(t) = — J— = j-t luôn nghịch biến nên sẽ tìm 

được mối liên hệ giữa a, b, suy ra mối liên hệ giữa X, y và có lời giải chi tiết sau: 

/&• Lời giải . Điều kiện: X + y > 0, X < 2. 

[a = \/2-x > 0 => X = 2 -a 2 
ịb = yịx + y > 0 


Đặt 


thì (1) <=> (3- 2a 2 ).b = (6 - b 2 ).a 


(3) 


Do a = b = 0<=> 


i = -i/„ >1A ,, A „ . \a >0 

; _ thì hệ không thoa nên xét . , thì: 

X = 2 5 1 Ỉ7 > 0 


... 3-2fl 2 _6-b 2 6-{2a) 2 _ố-b 2 

(3) «• = —— o = -r- <=> /(2«) = /(&)• 

a b (2a) b 

Xét hàm số /(í) = y-í trên (0;+oo) có /'(f) = --^--l<0, Ví> 0. 


Do đó hàm SỐ /(í) đồng biến trên (0;+oo). Suy ra: f(2a) = f(b)<=>b = 2a. 

Hay -ịx + y = 2\2 X <=> X + y = 4(2 - x) <=> y = 8 - 5x và thế vào (2), được: 

(2) <=> 2ầỊ-3x 2 + 6 x = X 3 - X - 3 (4) 

Phương trình (4) có dạng 2.ự/(x) = í/ỉức bậc 3 nển sẽ nghĩ đến việc sử dụng hàm 
sô'mà đơn giản nhất là hàm đơn điệu tăng f(z) = z 3 + 2z. Do đó sẽ nghĩ đến biến đôì 
phương trình (4) <=> (%/-3x 2 + 6x) 3 + 2.%J-3x 2 + 6x = X 3 - 3x 2 + 5x - 3 và sử dụng 
Casio sẽ viết được: (4) <=> (ỉị-3x 2 +6x) 3 + 2.\ 3x + 6x = (x -1) 3 + 2(x -1). 

(4) (^6x-3x 2 ) 3 + 2.\léx - 3x 2 = (x -1) 3 + 2(x -1)«. /(v6x 3x ’) = /(x -1). 

Xét hàm SỐ f(z) = z 3 + 2z trên □ có /'(z) = 3z 2 + 2 > 0, Víeũ nên f(t) đồng 
biến trên □ . 

Suy ra: /(\/6x-3x 2 ) = f(x -1) <=>%/óx-3x 2 = x- l<=>x 3 -3x-l = 0 (5) 

Xét xe [-2; 2 ] và đặt x = 2cosw, (u e [ũ; 7ijj thì phuong trình: 

n 1 TC 

(5) <=>8cos 3 ỉ/-6cosH = 1 <=>4cos 3 u-3 cosM = 77 <=>cos3ỉ/ = cos 77 

2 3 

, 71 , fc2ĩt , , , n _ ÍTI_57l 7Ttl 

<=> ỉ< = ±77 + —— và do /cgD, Mễ 0;ji , suy ra: w e ( 77 ;—1 • 

9 3 L J J [9 9 9 I 


TC , 37C , /7£ 

Suy ra: X = 2 cos ^ hoặc X = 2 cos hoặc X = 2 cos -Ẹ. ■ Do phuong trình bậc 3 

có không quá 3 nghiệm nên đây là 3 nghiệm của phuong trình (5). 

Kết luận: So vói điều kiện, các cặp nghiệm cần tìm của hệ phuong trình là: 
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JT 7 T 3 ( 571 _ _ 571 3 (- 7n _ 7n' 

(x;i/) = 2cos-2;8-10cos^ ; 2 cos XV; 8 -10 cos XV ; 2cos- 2 -;8-lOcos- 2 - • 
l 9 9jt 9 9j{ 9 9 J 



16J3v + 4 =85-2x 


16(x 3 - y) + 6x(3 - 4x) = 6%ịỹ +1+21 ( 2 ) 


Phân tích . Nhận thấy (2) có căn bậc 3 và đa thức bậc ba độc lập X, y nên sử dụng 
hàm số, tức có: (2) <=> Ĩ6x 3 - 24x 2 + 18x - 5 = 16(^1 y + 1) 3 + 6ịjy +1. Nhưng sẽ không 
biên đổi được vế trái vê dạng hàm đặc trưng f(t) = 16 1 3 + 6 í và có vẻ như dư bậc hai. 

^ b 1 v 

Lúc đó ta sẽ nghĩ đêh việc đặt ẩn phụ x = u- 2-=>x = u + 2-- Thế vào, khai triển và 

3a 2 

rút gọn được 16u 3 +16 u. Phép đặt ẩn phụ này tìm ra được dựa vào việc tịnh tiến 
điểm uốn của đô thị hàm sốbậc ba vê gốc tọa độ o để triệt tiêu đi bậc hai. Cụ thể xét 

y = ax 3 + bx 1 +cx + d có: y' = 3ax 2 + 2bx + c=>y" = 6ax + 2Ỉ> = 0 <=> X = nên đặt 


x = u-- x ~- Từ đó tìm được mối liên hệ giữa X, y và có lời giải chi tiết như sau: 

3 a 

^ 4 I 

Lời giải . Điều kiện: y > -V • Đặt: X = M + V. 

(2) 16 u 3 +16 u = 16(ịỊy + l) 3 + 6 ịjỹ+ĩ «. f(u ) = /(^ỹ+ĩ). 

Xét hàm SỐ /(í) = 16f 3 + 6 1 trên □ có /'(í) = 48f 2 + 6 > 0, Ví G □ . 

Do đó hàm SỐ f(t) đồng biến trên □ . Suy ra: f(u) = f(yjy + 1) <=> u = ựy + 1 

=> X - ^ = ựy + 1 <=> x = ^ + ựy + 1 và thế vào phuong trình (1), được: 

(1) <^> 8ự3 y + 4 + ìịy +1 - 42 = 0 (3) 

Xét hàm SỐ /(y) = 8^3.1/ I 4 + + 1 trên —^;+oo I có: 

L 3 / 

4 1 4 A r 4 ^ 

f'(y) = -j=== + —r = > 0, Vị/ > - V, nên /(y) đồng biến trên - ^; 400 • 

ự3y + 4 3ậy + l) 2 3 L 3 2 

Do đó phương trình /(y) = 0 có tối đa 1 nghiệm và có /(7) = 0 ++ 1 / = 7 là 

5 

nghiệm duy nhất của phuơng trình (3). Suy ra: x = 2 

T ^ _ , _ , ^ , Íf5 31 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ cần tìm là s = (x; ỳ) = I -;7 Ị • 
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y +1 > 0; y 2 - 3 > 0 1 / > V3 

/&» Lời giải . Điều kiện: -! .t + 1 / > 0 <íí> ị X + y > 0 

3 y - 2x + 6 > 0 3y - 2x + 6 > 0 

Do x + y = 0 không thỏa nên xét X + y > 0. 
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(1)« X + y + ^2 • (x + y) = 2(y +1) + JI\ [ 2 (y +1)] <£> f(x + y) = /(2(y + 1)). 


Xét hàm SỐ f(t) = t + \Ị2t trên (0;+oo) có f'(t) = 1 + > 0, Ví> 0. 


Do đó hàm SỐ f(t) luôn đồng biến trên khoảng (0;+oo). 

Suy ra: f(x + y) = /(2(y + \))<ĩ>x + y = 2(y + \)<ĩ>x = y + 2 và thế vào (2) được: 

(2) ^3ựỹT2-ự^3 = y + 3 (3) 

Sử dụng Casio, tìm được phương trình (3) có nghiệm duy nhất y = 2 nên ghép hằng 
sô'và sử dụng kỹ thuật truy ngược dấu để giải (3). 

(3) ^2-(ự^3-l) + 3ự^2-(^72-2) + 2-y = 0 

2(i/ 2 -4) 3(y - 2)Jy + 2 

^ Kỉ ; -(y - 2) = 0 

\Ịy 2 -3 + 1 sJy + 2 + 2 

2i/ + 4 Jy + 2-1 

<=>(y-2)- 7 , == : + ^ 2 = 0<=>y-2 = 0<=>y = 2=>x = 4. 

V \Ịy —3 + 1 sjy + 2 + 2 ^ 

1 \ /1/ + 2 — 1 rr 

Do ta luôn có ■ — + y —— > 0, Vy > v3. 


Do ta luôn có , — + y —— > 0, Vy > V3. 

sỊy 2 -3+1 -ịy+ 2 + 2 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm hệ cần tìm là (x = 4, y = 2). 


Wd„494. Giải hệ PT: + - ặỹ3Ã + ự 42y-lh/fa74 (1) 

[y!/ 2 + 1 + \p~~y = 2xy - X 2 + yịx 2 -2xy + IJ 2 + 1 + yỊỹ (2) 

Đ'ể í/ũ f/nỉ' THPT Quốc Gia năm 2015 - TT. Hoàng Gia - Tp. HCM 


Phân tích . Nhận thấy từ (2) chỉ chứa hai ẩn ỉầyvà x-y có thế độc lập với nhau ở 2 
vế, nghĩa là (2) o Jy 2 +1 --Ịy -y 2 = -2xy + y 2 + 1 - \Ịx-ỹ-(x 2 -2xy + y 2 ) 

^sly 2 + 1 -^Ịỹ-y 2 =Ậx-y) 2 +l-^x^ỹ-(x-y) 2 ^f(y) = f(x-y). Nên tìm 
được mối liên hệ giữa X, y, rồi thếvào phương trình còn lại và có lời giải chi tiết sau: 

^[x-y>0 

Lời giai. Điêu kiên: { ' ++ X > I/ > 0. 

[y>0 

(2 )^yly 2+1 -^lỹ-y 2 =\lx 2 -2xy + y 2 + l-^x^ỹ-(x 2 -2xy + y 2 ) 
^\ly 2 +^-4ỹ-y 2 =Ậx-y) 2 +l- y Ịx-y-(x-y) 2 ^f(y) = f(x-y). 


Xét hàm số f(t) = \Ịt 2 + l-\ft -t 2 trên [ũ;+oo) có f\t) 


- -=-2t hay 

-> /7 2 
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m=t■ 


:-2 


1 

Ị=<0, Ví> 0 nên f(t) nghịch biến trên [ũ; +oo). 


2 s[t 


\ỵt +1 J 

Suy ra: f(y) = f(x - y) <=> y = X - y <=> X = ly và thế vào phương trình (1), được: 
(1) <=> n/x^-kt + X = ^Ịx^+Ã + (x 2 + x-1).%/6x+"Ĩ (3) 

Nhận thấy phương trình (3) có hạng tử tích sô' (x 2 + X - 1 ) • Vóx + 4 và dựa vào kinh 
nghiệm giải hệ bằng kỹ thuật liên hợp, ta sẽ dự đoán nhân tử của phương trình là 


và liên hợp sẽ xuất 


X 2 + X - 1. Khi đó cân thêm bớt (\X 2 +x - 1), (x +1) - \Ịx 3 +4 
hiện nhân tử ấy. Hiển nhiên, ta có thểsử dụng table của Casio để tìm nhân tử này. 
(3) <=> (\Ịx 2 + X -1) + |~(x +1) - ĩịx 3 +4 


<=> 


(Vx 2 + x -1) + (x + 1) - ựx 3 + 4 - (x 2 + X - 1).\ 6x + 4=0 

x 2 +x-l 3 .(x 2 +x-1) . 2 / 7 — - - 

— , I 1 - , : = — (x + X — l).y 6 x + 4—0 

yx 2 + X +1 (x +1) 2 + (x + l)vx : + 4 + ự(x 3 + 4) 2 

\x>0 ^ -1 + ^ . -l + >/5 

ị , _ „<tí>x = —-—=7> y = —-- 

X + X - 1 = 0 2 ' 4 

<=> . 

1 3 n -- 

_-I__= yj()X + 4 (4) 

%/x 2 + x + 1 (x + 1) 2 + (x + 1)n/x 3 + 4 + ^|(x 3 + 4) 2 
^ 1 _3_ < Ị 4 3 

m ’4xTx + l ị . 3ìlựĩW 1 í, 

x + n-—- -I — ;- 1 + —— H--- 

2 4 2 4 


< 2 . 


VP (2) = \ 6x I 4 > yỊÃ = 2, Vx > 0. Do đó phương trình (4) vô nghiệm. 

(JE-l -v/ 5 -l' 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm hệ cần tìm là (x; y) = —; —— 

II. Phương pháp đánh giá bằng bất đẳng thức cô điên 

Thông thường ta sẽ chọn phương pháp này đối với nhũng hệ phương trình 
không giải được bằng những phương pháp đã nêu ở nhũng phần trước. Khi 
đó ta sẽ có các ý tưởng thường gặp sau để xử lý bài toán: 

• Lựa chọn một phương trình và biến đổi được về f(x; y) = a mà khi đó dùng 
bất đẳng thức hoặc đánh giá chúng minh được f(x;y) > a hay f(x;y) < a. 
Khi đó quan hệ X, y là nhũng giá trị thỏa mãn dấu đẳng thức xảy ra. 

• Sử dụng phương pháp cộng, thu được phương trình mới /(x; y) = g(x; y) 
\f(x;y)>a 


mà ta dễ xác định 


Lúc đó quan hệ giữa X, y là nhũng giá trị 


[g(x;y)<a 

thỏa mãn dấu " =" xảy ra, nghĩa là phải đi giải hệ mới: 


\f{x-,y) = a 
[g(x;y) = a 
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Lưu ý . 

© Đôi khi cần nhìn nhận sự tương đồng giữa các bất đẳng thức cổ điển (bất 
đẳng thức phụ) với phương trình để chọn công cụ đánh giá phù hợp. 

© Đối với phương trình vừa có tính đối xúng vừa mang tính chất đẳng cấp 
thường thì các biến bằng nhau, tức có x = y. Từ đó dự đoán được "điểm 
rơi" và tách ghép hợp lý để áp dụng đánh giá phù hợp. 

® Các bất đẳng thức cổ điển thường được sử dụng: 

* Bất đẳng thức Cauchy: 

° Với a, b > 0 thì: a + b> 2^/rtĩ>. Dấu " =" xảy ra <=> a = ỉ>. 

o Với a, b, c > 0 thì: a + b + c> 3.\fãKc. Dấu " =" xảy ra oa = b = c. 

* Bất đẳng thức Cauchy - Schwarz (Bunhiacôpxki): 

f(a.x + b.y) 2 <(a 2 + b 2 )(x 2 +y 2 ) 

° Với a, b, X, y bất kỳ ta luôn có: < ‘ r— - - ——— • 


a.x + b.y < J(a +b ).(x + y ) 


—V, >__ a _ b X y 

Dấu = xay ra <=> — = — hay — = ệ- ■ 
X y a b 


° Với X, y, z bất kỳ thì: 


( a.x + b.y + c.zf < (rt 2 + b 2 + c 2 )(x 2 + y 2 + z 2 ) 
I a.x + b.y + c.z| < J(a 2 +b 2 +c 2 ){x 2 + y 2 + z 2 ) 


„ ,_ _ a b c _X y z 

X y z a b c 

Với a, b, c là các số thực và X, y, z là các số dương thì: 
a 2 _ + bl>(a + b) 2 ^ a 2 , b 2 , c 2 ^(a + b + c) 2 


u u \U~rU) , u u L 1 u T 1/ TC 1 , . » X 

— + — > -—— ỉ — và — + — + — > --——— (dạng cộng mâu sô). 

X y X + y X y z X + y + z 

Bất đẳng thức véctơ: |w| + |ơ| > \u + v\. Dấu = xảy ra khi u, V cùng hướng 


.... ịxjl2-y+Jy(12-X 2 ) = 12 (1) 

Ví du 495. Giai hê phưưrm trinh: v ' 2 v (x. ụeũ). 

8 Ịx 3 -8x-l = 2ựFĨ (2) 

Đại học khôi A năm 2014 

Phân tích . Từ phương trình (1) có hình dáng của bất đẳng thức Cauchy viết ngược 
dạng: 2sfãb <a + b. Do 2<y<12 nên 12-x 2 >0 nên sẽ áp dụng bất đẳng thức 

Cauchy, được: yjy.( 12 -X 2 ) < — — —— (1'). Còn Xyjl2 - y = ■ s ịx 2 .(l2-y) là sai 

do X chưa khẳng định được dương khi -2\[3<x<2\f3. Nhưng ta luôn có bất đẳng 
thức phụ quen thuộc dạng u.v < — 3 — (u - vf > 0: luôn đúng v»,ữ. Nghĩa là: 
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x 2 + 12-y 


xựl2-y< -ệ- J (2'). Khi đó lấy (1') + (2') => xựl2 -y+ yỊỹl 12- X 2 )< 12 và 
dấu " =" xảy ra khi và chỉ khi dấu " =" trong (l 1 ) và (2') đông thời xảy ra, tức luôn 

Ịy = 12-X 2 ịo<x<2sj3 ^ N 

có - ,-<=> < ■ Từ đó tìm được môĩ liên hệ ợiữa X, V có lời ọiải 


có ị" , -<Í5> < ' _ • Từ đó tìm được mối liên hệ giữa X, 1 / và có lời giải 

V = [y = 12-^ 

1. Ngoài ra, với điêu kiện trên, pìnrơng trình (1) có mang dáng vấp của bất đẳng thức 
Cauchy - Schwarz dạng: a-x + b-y< J(a 2 + b 2 )-(x 2 + 1 f), nghĩa là từ (1) ta luôn có: 


(1) < > .Y. v 12 1/ I \T2-X ; 


Cauchy-Schwarz 


< J(x +12-X ).(12-y+ y) =12, và dấu 


đẳng thức xảy ra khi 


l-x 2 0 < X < 


12-y 


y = 12-x 2 


Từ đó có lời giải 2. 


12-1/>0 , .. 

... " _ Í2 < y < 12 

Điều kiện: ị 1/.(12 - X ) > 0 <=> <^ L !—■ 

I!/ — 2 > 0 Us<-X<-2S 

/&• Lời giải 1 . Sử dụng bất đẳng thức Cauchy và bất đẳng thức phụ: 

• yjy.( 12-x )<-—-Ẹ - e _ __ 

Ta có: < 2 => Xy/l2 - y + Ji/(12 - X 2 ) < 12. 


y.(12-x 2 )ọ 


Ta có: 


• xJ12-y< 


X +12 -y 


Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 


0<x<2s/3 
y = 12 - X 2 


Thế vào (2), ta đuợc: 


(2) <=> X 3 - 8x - 1 = 2yl0 - X 2 <=> (x 3 - 8x - 3) + 2.(1 - yio - X 2 ) = 0 


*w’ (x — 3).(x 4- 3x +1) 4- 


2.(x 2 -9) 

l.vio A' 


— 0 (x — 3). X + 3x +1 + 


2(x + 3) 

1 t V 10 .V 


<=>x = 3=>y = 3, do x 2 +3x + l + — + £2 - > 0, Vx e 0; 2\Ỉ3~\ ■ 

1 + yio - X 2 L J 

Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm hệ cần tìm là s = (x;y) = {(3;3)| • 
«©* Lời giải 2 . Sử dụng bất đẳng thức Cauchy - Schwarz: 

(1) < > x.y 12 1/ t V12 x 2 Jỹ < J(x 2 +12 -x 2 ).(12 -y + y) =12. 


Dấu đẳng thức xảy ra khi 


-X 2 _ 0 < X < 


x N ỹ- v 12 y.v 12 


Jo<x<2y§ Ío<x<2m§ ịo<x<2S 

Ịx 2 y = (12-y).(12-x 2 ) |x 2 y = 144 - 12x 2 - 12y 4-x 2 y |y = 12-x 2 


469 



Tư duy sáng tạo tìm tòi lời giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 
Thế vào (2), giải tương tự cũng được nghiệm như trên. 

Nhân xét . Sau khi thế vào (2) <=> X 3 - 8x - 1 = 2%/lO-x 2 và sử dụng Casio nhập vào 
và bấm shift solve trong miên xác định 0;2\/3 , chẳng hạn shiỷt soỉve 1 được 

X = -1, nghiệm bị vi phạm nên tiếp tục shift solve 2 thu được X = 3, nghiệm này thỏa 
mãn nên ta sẽ ghép hằng sô'để liên hợp và có lời giải chi tiết như trên. 



X 2 +y 2 + l-2.(x + y) (1) 

Jx.(2-y)+Jy.{2-x)=2 (2) 


(x,y eũ ). 


Phân tích . Phương trình (2) có dáng vẻ của bất đẳng thức Cauchy từng cụm căn, rồi 

_ íx.(2-y) > 0 , , / 

cộng lại, nhưng do điêu kiện < chưa khăng định được các hạng tử tích 

Ịy.(2-x)>0 

trong căn đêu dương nên chưa áp dụng được. Khi đó can làm chặt mỉên điêu kiện lại 
để áp dụng bất đẳng thức Cauchy. Quan sát (1) có dạng hằng đẳng thức, nên biến đổi 

í(x-l) 2 <1 Í0<x<2 

( 1 )<=>( x - 1) 2 +( i /- l ) 2 = 1=>1 „ <=> 1 „ t • Từ đó suy ra các hạng tử 

' Ị(y -1) 2 < 1 Ịo < y < 2 J ' * 

tích trong căn thức đêu dương nên áp dụng được bất đẳng Cauchy như sau: 

(—--- X + 2 - y 

yx.(2-y) < —g — ® r - ,- . [x = 2-y 


1.(2-x) < 


2 =>^/x.(2-y) + ^y.( 2-x) < 2, dấu đẳng thức khi: ị 

y “t 2 X Ị y — 2 X 


<=> y = 2 -X và thếvào phương trình (1). Từ đó có lời giải chi tiết như sau: 
. , ...... h(2-y)>0 


Lời giải. Điều kiên: ị 

\y.(2-x)>0 

. ., , , „ í(x-l) 2 <l ío < X < 2 

y y Ị(y-l) 2 <1 Ịo < y < 2 

r — - — Cau ý y X + 2 -1/ 

• s jx-(2-y) < -=—— e 

Ta CÓ: __ CaucHy 2 - X ^ ^ • ( 2 - >/) + ự]/• ( 2 - x) < 2. 

• yly<2-x) < - 

? ị X — 2 . — XỊ 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi ị ‘ <=> X + I/ = 2 và kết hợp (1) được 

\y 2 X 


hệ phương trình: 


x s y XA x .: y :i r.ĩ 

X + y =3 [(x + y) - 2xy = 3 xy = 3 - 


X + y = 2 


Theo Viét thì X, y là nghiệm của phương trình bậc hai: X 2 - 2X + 2- = 0. 
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Suy ra: 


2-S 

2 

2 + sỊĨ 


2 + 4 

_ : thỏa mãn điều kiện. 

2-42 


Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (X; y) = 


2 ±4 2 + 42 



x.\8 - X 2 + y .4 -2y =5 (1) 

(3 - 2y).4c + ĩ = 2y + 4 - y - 2 (2) 


Phân tích . Từ (1) thấy hình dáng của bất đẳng thức. Đôĩ với xy8-x 2 sẽ áp dụng 
bất đẳng thức luôn đúng a.b< - sẽ được hằng sô' và dấu đẳng thức xảy ra khỉ 


a = b, nghĩa là có X ■ \ 8 X' < 


X +8-X 


= 4. Còn đối với y ■ 4 - 2y sẽ không áp 


dụng bất đẳng thức trên được do vẫn còn y không phù hợp. Quan sát biểu thức trong 

_ Cauchy k ự _ị_ w ^ 3_2 

căn CÓ -2y nên bình phương: ( y.J3 -2y ) 2 = y.y .(3 - 2 y) < -— — -— =1. 

V 3 

Nhưng khi áp dụng Cauchy thì cần y > 0 nên sẽ làm chặt mỉên điêu kiện dựa vào (2). 
Thật vậy do 3 - 2y > 0, X +1 > 0 nên (2) <=>(3- 2y).4x + ĩ = 2y + 4~y “ 2 > 0 

» 2. ( 2 - ^4 - 6 < 0 » - ị < < 2 » < 2 « y > 0. 


Lời giải. Điều 


(2) <=> (3- 2y).sfx~+ĩ = 2y + 4~ỹ -2 >0 => 2.(^Ị4~ỹ ) 2 - 4~ỹ -6 < 0 

<=> - 2 - 4 - y - 2 <=> 4 - y - 2 ^ y - °- 


[Z—^ X + 8 - X , 

• X • \ 8 X <--—— = 4. 


Ta có: 


y-y-(3-2y) < 


y+y+3-2y 


và cộng lại: 


= 1 => V-s/3 - 2 i/ < 1 


(1) <=> 5 = x^8 - X 2 + y4 - 2y < 5 và dấu " =" xảy ra khi < x x <=> <j • 

[y = 3-2y [y = l 

Thế vào phuơng trình (2) thấy thỏa mãn nên nhận X = 2, y = 1. 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ phuơng trình là s = (x;y) = |(2;l)j • 
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6.ậx + l)(y + l) 2 +3.ự(2x-l)(2y-l)=5x + 7y + 3 (1) 

Ví du 498. Giải hê PT: < ỵ 2 _|_ y 2 x + y 

—-- 4 - + ! = 2 -— 2 - ( 2 ) 


1 ^ , 

Phân tích . Nêu x; y > ị thì từ (1), thấy có sự tương đông của bất đăng thức Cauchy 

3 số và 2 số rồi cộng lại. Nghĩa là 2.3 .^Ị(x +1 )(y + l)(y +1) < 2.(x + 2y + 3) và 

tương tự có 3.Ậ2x - T).(2y -1) < 3-- = 3x + 3 y - 3 và cộng lại thì được 

(2) 5x + 7y + 3 = 6.Ệx + l)(y +1) 2 + 3.J(2x-l)(2y-l) < 5x + 7y + 3. Khi đó dấu 


7 [x + l = l/ + l 

đẳng thức xảy ra khi - <=> X = y uồ thế vào phương trình còn lại thì bài 

[2x-l = 2y-l 

toán được giải quyết. Vấn đê đặt ra ở đây là phải đi tìm đỉêu kiện cho X và y như trên ? 

1 111 ò ^ 

Từ (2) <=> —- + — - +1 = 2 • — + 2 • — có dáng dấp của hăng đăng thức nên sẽ biên đối 
y X y X 


l'j_ 

lì 

' \ 17 

1 Y 

'1 Y 


-2-- + 1 + 

_2-hl 

=io --1 + 

--1 

y 

y ) 

v x X J 

u J 

v x ; 


11 1 1 N . . 

Suy ra: — -1 < 1; — -1 < 1 <=> X > 4-; y > 4- uồ có lời giải chi tiết như sau: 
y X 2 2 


Lời giải . Điều kiện: 


1 1 


(2x -l)(2y-l) >0 
xy 0 


r X A 


1 „ 

1 

1 7 2 

'1 7 

- + 2 

— <tí> 

--1 + 

--1 

y 

X 


V* 7 


1 . 1 


Áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho các số dương: 

• 2.3.ậx +1 )(y + l)(y 71) °T 'z(x + 2y + 3) 

Ta có: __ Cauchỵ 2 2 _ 2 • Cộng lại, suy ra: 

• 3.^(2x-l).(2y-l) < 3 ——^-= 3x + 3y-3 

(2) 5x + 7y + 3 = 6.^/(x + l)(y +1) 2 + 3.ự(2x - l)(2y -1) < 5x + 7y + 3. 

í t ? x íx + l = y + l 

Dấu đăng thức xảy ra khi và chỉ khi < _ _ yy X = I/. 

5 7 |2x-1 = 2ị/-1 

1 Ỵ,r* = y = 2 + >/2 
Thê vào phương trình (3) yy 2 — 1 =1<=> • 

V* 7 [x = y = 2-V2 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = j(2 i \2;2 I \/2)| • 
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Phân tích . Tương tự (2) <=> 5 = (x -1 )Ạ /-2 + (y - 1)V.V + 2 <^(x 2 + y 2 -x-y + 2) 

hay (2) => X 2 + y 2 - X - y > 8. Khi đó (1)<^X 2 + y 2 -x-y = 8- (3x - ly) 2 < 8. 

/&• Lời giải . Điều kiện: y > 2, X > -2. 

Áp dụng bất đẳng thức luôn đúng a.h < a <=> (fl - ỉ>) 2 > 0: 
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Ta có: 


(x-l).ựi/-2< (x V> ^ y - = -^(x 2 -2x + y-l) 
(y -l).yJx + 2 < 1) ~ + A+2 = ị(y 2 -2 y + X + 3) 


và cộng lại suy ra: 


(2)^5 = (x-l)ự^2+(1/-l)^/ĩ+2< 


X Ty — X — y T 2 


ox 2 + y 2 - X - y > 8. 


(1) <=>X 2 + y 2 -X-y + ( 9x 2 - 12xy + 4 y 2 ) = 8 <=> X 2 +y 2 -x-y = 8-(3x-2ỳf <8. 

\3x-2y = ũ 3x = 2y g _ fx — 2 

Do đó nghiệm hệ thỏa mãn < x-l = sjy—2 <=> < x -1 = ^x -2 o I ^ • 


1 / -1 = ^/x "+"2 3 .- 

u ịx-l = 4x^2 

12 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm hệ cần tìm là s = (x;y) = |(2;3)j • 



Phân tích . Từ phương trình (1) <=> yyJx + 6 + ^6.(y 2 -x)=6 + y 2 . Do từ đỉêu kiện, y 
chưa khẳng định được dấu nêu sẽ áp dụng bất đẳng thức 2ab<a 2 +b 2 cho cụm: 
y.\[x + 6 và áp dụng bất đẳng thức Cauchy cho cụm J6.(y 2 -x), sau đó cộng lại. 

Nghĩa là (1) <^> 6 + ý 2 = y.sỊx + 6 + ^6.(y 2 -x) < — + 6 ^—— = 6 + y 2 . Khi 

đó dấu đẳng thức xảy ra khi x = y 2 -6, và có lời giải chi tiết sau: 

5 

«$• Lời giải . Điều kiện: x>-ị, X 2 - 2y 2 +12 > 0. 

(1) <^> y.y[x + 6 + Jỏ.(y 2 -x) = 6 + y 2 (1') 


Ta có: 


y.\Ịx + 6 < 


y + X + 6 


/6 .{y -x) < 


Ca “ chy 6 + y 2 -x 


=> (1) <=> 6 + y 2 = y4x + 6 + Jó(}/ 2 - x) <6 + y 2 


, ; 1 i/ = yx + 6 >0 , 

Dấu đăng thức xảy ra khi và chỉ khi Ị' - - <=> X = I/ - 6, và thế vào 

i 6 =\Ịy 2 - x 

phưong trình (2) <=> \/x 2 - 2x + 5 + 2\ 4.v t 5 =x 3 — 2x 2 + 5x + 4 (3) 

<=> 3x 3 — 6x 2 + 15x +12 — 3\Ịx 2 —2x + 5 — 6yJếx + 5 = 0 


<=> 3(x +1 - \lx 2 -2x + 5) + 2v4x i 5(y4x I 3 - 3) + 3x 3 - 6x 2 + 4x -1 = 0 
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12 i x ;Ị _ 4- 8( - Y ; -+ (x - l)(3x 2 - 3x +1) = 0 

X + 1 + Jx 2 -2x + 5 v4x + 5 + 3 


<=>(x-l) 


X + 1 + \Jx 2 -2x + 5 V 4x + 5+3 


■ + 3x -3x + l = 0 «• 


Do: - , 12 + , 4 * + 5 + (3x 2 - 3x +1) > 0, Vx>-ệ- 

X +1 + \Ịx 2 -2x + 5 y4x + 5 + 3 4 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của hệ cần tìm là (x;y) = (1; v 7). 

Nhân xét . Trong cách giải của phương trình (3), tôi đã sử dụng kỹ thuật truy ngược 

dấu để liên hợp. Thay vì viết 3 \4x I 5, sẽ đổi thành sfĩx + 5(\Ịểx + 5-3) và đốt 

2 - a/x 2 - 2x + 5 thành X +1 - ^x 2 - 2x + 5 nhằm tạo lượng dương sau khi liên hợp. 


Ví du 502. Giải hệ PT: 


J5x 2 + 2xy + 2 y 1 + ^2x 2 + 2 xy + 5 y 2 = 3(x + y) (1) 

ị 2ỵ + y +1 + 2^7 X + 12 1 / + 8 = 2x1/ + y + 5 

Olympic 30/04/2014 lân thứ XX 


Phân tích . Phương trình (1) đẳng cấp và đối xứng theo hai hiến X, y nên ta có thể dự 
đoán x = y và sẽ giải phương trình (1) bằng phương pháp đánh giá dựa vào điểm rơi 
này. Nhận thấy các biểu thức trong căn thức đêu đưa được vê dạng hằng đẳng thức 
nên sẽ đưa vê dạng Ậx - y) 2 + A 2 > 'ỊÃ 2 = I Aị > A với dấu " =" xảy ra khi x = y. 
Thật vậy, viết 5x 2 + 2xy + 2y 2 = (mx + ny) 2 + (x - y) 2 và đông nhất tìm được m = 2, 

n = 1 nên có J5x 2 + 2xy + 2 y 2 = Ậ2x + 1 ịf + (x - ỳf. Do bài toán đối xứng nên có 

thểviết tương tự đối với căn còn lại và có lời giải chi tiết như sau: 

Lời giải . Điều kiện: 2x + y +1 > 0 và vế trái (1) luôn duơng nên X + y > 0. 

(1) <=> 3(x + y) = Ậ2x + yf + (x - yf + Ậx + 2 yf + (x - yf 

> Ậ2x + yf + Ậx + 2yf = |2x + y\ + |x + 2y| > 3(x + y). 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi X = y > 0. 

(2) <=> v3x +1 + 2• </l9x + 8 = 2x _ + X + 5 (3) 

Sử dụng Casio, nhẩm được phương trình (3) có 2 nghiệm: X = 0, X = 1 nên sẽ ghép bậc 
nhất dạng ax + b để liên hợp nhằm tạo ra nhân tử x(x-l) = x 2 -x. Biểu thức này 

xác định bằng cách: Với căn thức ^3x +1 thì 


khi X = 0 => V3x +1 = \ 3.0 + l = l = ax + b = a.0 + b \a = l 


\ _ _ => ]' nên sẽ ghép biểu thức 

[khi X = 1=> v3x + l = V3.1 + 1 = 2 = ax + b = a.l + b [b = l 

a/3xTT-( x +1) .Với \ 19x + 8 thì 
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khi X = 0 => Ụl9x + 8 = Ụ19.0 + 8= 2 = ax + b = a.0 + b ịa = 1 


ị ' — ' " =>•<”* nên sẽ ghép biểu 

[khi x = l=> \fl9x + 8 = vl9.1 + 8= 3 = ax + b = a.l + b [6 = 2 

thức: 2 ■ \ 19.V + 8 - (x + 2) . Lức nồy sẽ có tách ghép và giải tiêp tục như sau: 

(3) r \Í3x +1 - (x +1)1 + 2 • r \Jl9x + 8 - (x + 2)1 = 2x 2 - 2x 


Q -X-+X | _ —2{x +ỐX--7X) _= ?r 2 -2r 

Sx + ĩ + x + 1 ^l(Ĩ9x + 8f +(x + 2)ịỊĨ9x + 8+(x + 2) 2 

x 2 -x 2(x 2 -x)(x + 7) 2 

<=> - - /v -- -+ 2(x -x) = 0 

\Ỉ3x + 1 + X + 1 Ệì9x + 8) 2 + (x + 2)^/l9x + 8 + (x + 2) 2 

<=>(x 2 -x)- _+ _ 2(* + 7) _ + 2 =0 

I_ự3x + l + x + l %jịV9x~V8) 2 + (x + 2)%/Ĩ9x+"8 + (x + 2) 2 

> 0, V X > 0 

x = 0=> i/ = 0 , , _ 

<=> X - X = 0 <=> _ ‘ : thỏa mãn điêu kiện. 

X = 1 => y = 1 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ phương trình là s = (x; y) = j(0; 0); (1; 1) j • 


Ví dư 503. Giải hệ PT: 


•ựx 2 + xy + 2y 2 + yjy 2 + xy + 2x 2 = 2(x + y) (1) 

(8y - 6)\fx-ĩ = (2 + sfx-2)(y + 4^ỹ^2 + 3) ( 2 ) 

Chọn đội tuyển VMO tỉnh Cân Thơ năm 2015 


Phân tích . Bài toán mang tính đẳng cấp và đối xứng ở phương trình (1), nhưng ta sẽ 
không đưa được vê dạng hằng đẳng thức với điểm rơi nên không sử dụng được dạng 

Ậx - y) 2 + A 2 > síÃ 2 = \a\ > A. Do đưa được VẾ dạng ^Ậmx + ny) 2 + py 2 nên có 
thể sử dụng bất đẳng thức véctơ. Cụ thể ta có lời giải chi tiết như sau: 

«©* Lời giải. Điều kiên: \' - ■ 

Ịy > 2 

(1)^^ x+ ^j + -Ị^-y + ^l y + 2 + = 2 -( x+ J/) ( 3 ) 

Trong mặt phăng tọa độ Oxy, chọn u = x+ 2'2^ ' v= y + 2' 2 x ntỉn: 
u + v= ịx + ịy;^-(x + y) ■ Suy ra: ịu + vị = ^(x + yf + 7 -{x + y) 2 = 2(x + y) 
vàP- 

11 u h 2 J 11 F h l 2 J 


476 







khangvỉetbook.com.vn - ĐT: (08) 3910 3821 - 0903 906 848 


Áp dụng bất đẳng thức véctơ u + V >11 + V , và kết hợp (3), ta có: 



Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi hai véc tơ u và V cùng hướng, nghĩa là: 

# í f x^ 2 2 

-—X. x + ^r = -—y. y + — <=>x = y <=>X = 1/, do X>1, y>2. 

2 V 2 J 2 \ 2 J 

Thế vào (2) <=> (8x - 6 )\Ịx -1 = (2 + \Ịx-2).(x + AyỊx - 2 + 3) 

(4x - 3).\4x 4 = (2 + \fx-2). r ((v.Y 2)' + 4ựx-2 + 4) +1 

<> (v4x 4)' i I ,v4x 4 (2 I vx 2). (ýx 2 I 2)’ I 1 

(ự4x-4) 3 + ự4x-4 = (2 + ựx-2) 3 + (2 + ựx-2) 

^ /(ự4x-4) = /(2 + ựx-2). 

Xét hàm SỐ /(í) = t 3 + t trên □ có f'(t) = 3t 2 + 1 > 0, Ví e □ nên /(í) đồng biến 
trên □ . 

Suy ra: /(\/4x-4) = /(2 + \Ịx-2) v4x 4 = 2 + \Ịx-2 

X = 2 => y = 2 

<^>x + 2 + 4\/x-2 = 4x-4<íí>4\/x-2 =3x-6 <=> 34 34 ' 

X = => iỵ = — 

L 9 9 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm hệ là (x;y) = (2; 2); 


34.34' 



Phân tích . Nhận thấy phương trình (1) có tính đẳng cấp. Ngoài ra (1) còn mang 
tính chất đối xứng vói 2 biến X, y nên ta có thể dự đoán được x = y. Hiển nhiên cũng 
giải được bằng phương pháp đánh giá bởi bất đẳng thức với điểm rơi x = y. Còn nếu 
sử dụng tính chất đẳng cấp cũng được giá trị x = y và có các lời giải sau: 

-vv Í2xi/ + 5x + 3>0 , ^ 

Điêu kiện: <! • Do X = y = 0 không là nghiệm của hệ nên ta chỉ 

[X + y > 0 

Í2xy + 5x + 3>0 
xét trong điêu kiện: ị 

[x + i/>0 

Lời giải 1 . Sử dụng bất đẳng thức với điểm rơi X = y. 
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x 2 +y 2 


± + l_ Cauch ^ Schwarz (x + yf = Ị 

2 2 V 4 2 1 


Ta có: 


Suy ra: 


___ _-_ , , \2 (x + y) 2 

\ x 2 +xy + y 2 l (x + y) 2 -x.y c Z chy J (x + ỉ/) 4 

: 3 V 3 V 3 


= |(*+y) 


+ + y 2 , Ẹ^+xỹ+ý 


> X + y và dấu đẳng thức xảy ra khi X = I/ > 0 . 


Thế X = y vào (2) <=> xsỊĩx 2 + 5x + 3 = 4x 2 - 5x - 3 (3) 

Hưởng 1 . Ghép hằng số để liên hợp. 

(3) <=> xsỊĩõc 2 + 5x + 3 = 4x 2 - 5x - 3 <=> x.^sỊĩx 2 + 5x + 3 -6) = 4x 2 -llx-3 


x(2x 2 + 5x - 33) = 4x 2 _ 1ĩx _ 3< _ > x(x - 3)(2x +11) 


2.X + 5x + 3 + 6 


V 2.X + 5x + 3 + 6 


= (x-3)(4x + l) 


<=>(x-3)' 


2x +llx 
Ịlx • 5x • 3 + 6 


X = 3 => y = 6 
-(4x + l) = 0<=> 2x 2 +11x 

yỈ2x~ + 5x + 3 + 6 


= 4x +1 (4) 


Do vói điều kiện: 


4x 2 - 5x - 3 > 0 _ 5 + yf73 , „ , 

<=> X > ——7-— > 1, thì: 
X > 0 8 


(4) <^> 2x 2 + llx = (4x + 1)(\ 2x + 5x + 3 + 6) = (4x +1) v 2(x I 1) ’ +X + 1 + 6 

> (4x + 1) [(X + 1) + 6] = (4x + l)(x + 7) = 4x 2 + 29x + 7 > 2x 2 + llx. 
Suy ra phuong trình (4) vô nghiệm. 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ phuong trình là s = (x;y) = {(3;3)j • 
Hướng 2 . Lũy thừa trực tiếp. 


4x - 5x - 3 > 0, x>0 


(3) ^ |x 2 (2x 2 + 5x + 3) = (4x - 5x - 3) 2 ^ |l4x 4 - 45x 3 - 2x 2 + 30x + 9 = 0 
5 + \fỸ3 f v _~ 


4x - 5x - 3 > 0, x>0 


[(x - 3)(14x 3 - 3x 2 - llx + 3) = 0 u 

Do /(x) = 14x 3 -3x 2 — llx + 3 > 0, (xét hàm f(x) , thấy /(x) > 0) 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ phuong trình là s = (x; y) = {(3;3)j • 
Hưởng 3 . Chia hai vế cho X 2 > 0 và đặt ẩn phụ. 


5 3 


5 3 


5 3 


(3)<=>.|2 + — + 4L =4- —+2 và đặt í = .12 + —+ 4L > 0 nên phưong trình 


t = 4-(f 2 -2) í 2 +í-6 = 0 


I 5 3 

<=> t = 2, suy ra: 2 + - + -j = 2 
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<=>-ị + --2 = 0<=>x = 3=>y = 3. 

X X 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ phương trình là s = (x;y) = |(3;3)| • 
Hưởng 4 . Đặt ẩn phụ đưa về phương trình đẳng cấp. 

(3) <=> 2x 2 + 5x + 3 + x^2x 2 + 5x + 3 - 6x 2 = 0 và đặt a = \Ịlx 2 +5x + 3, b = x thì: 
<=> a 2 + ữỉ> - 66 2 = 0 <=> (a -2 b)(a + 36) = 0 <=> a = 26 hoặc a = -3 b. 

Với a = 2b, suy ra: ^2x 2 + 5x + 3 = 2x<=>x = 3=>y = 3. 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ phương trình là s = (x; y) = j(3; 3)j • 

/&• Lời giải 2 . Sử dụng tính đẳng cấp của phương trình (1). 

Chia 2 vế của phương trình (1) cho lượng X + y > 0, ta được: 

|* 2 +}/ 2 , |(x 2 +y 2 ) + (x + i/) 2 =1<t> \x 2 +y 2 _ \x 2 +y 2 1 


ỵ 2 + y 2 Ị pr+y 2 ) + (* + y ) 2 

]Ị2(x + }/) 2 V 6(x + y) 2 
I x 2 +y 2 

n ^ 1 1 — I ^ \ n 1 r\^ii>rvnrr 1-rìn 


í x + y í V+y + 1 -1 
Ị 2(x + y) 2 ỵ 6(x + Ị/) 2 6 ” 

lt 2 ĩ „ lt 2 1 „ . 


Đặtí l^f >0th ' iphươngtrình ^ f + V3 + 6 : ^36 1_í 

«íJ„«»4 

4í 2 -12f+ 5 = 0 2 


= -^ <=> i <=> 2(x 2 + y 2 ) = (x + y) 2 

2 2(x + y) 2 4 y y 


Tr ,. , 1 í x 2 +l/ 2 1 x 2 +y 2 1 . 2 . .2v / . a2 

vỏif 2- SUyra: 4°^ y)=<I + i ' ) 

<=> 2x 2 + 2y 2 = X 2 + 2xy + y 2 (x - y) 2 = 0 X = y > 0. 

Thế X = y vào (2) <=> X\ 2x ; ’ I 5x I 3 = 4x 2 - 5x - 3 

<=> 2x 2 + 5x + 3 + x^2x 2 + 5x + 3 - 6x 2 = 0 và đặt a = \Ị2x 2 +5x + 3, b = X thì: 
<=> a 2 + ab - 6b 2 = 0 <=> (a - 2b)(a + 36) = 0 <=> a = 2b hoặc a = -3 b. 

Với a = 26, suy ra: %/2x 2 + 5x + 3 =2x<=>x = 3=>y = 3. 

Với a = -36, suy ra: \/2x 2 + 5x + 3 = -3x: vô nghiệm do X > 0. 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ phương trình là s = (x; y) = j(3; 3)j • 



X 3 +y 3 =xyJ2{x 2 +y 2 


yfx-2 + yjị-x + yịĩỹ- 5 = 2y 2 - 5x (2) 


Phân tích . Phương trình (1) có dạng đẳng cấp bậc ba và đôĩ xứng nên dự đoán (1) 
luôn đúng khi x = y. Ngoài ra, hoàn toàn có thể đưa được vê dạng tôhg tích nên sử 
dụng Cauchy, kết hợp với Cauchy - Schwarz dạng cộng mẫu sô'để đánh giá phương 
trình (1) <=> 0 = X 3 + y 3 - xyj2(x 2 +y 2 ) = (x + y) 3 - 3xy(x + y) - xyj2(x 2 +y 2 ) 


479 







Tư duy sáng tạo tìm tòi lời giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 

(x + yý - — 3(x + y) + ^2. — = 0- ^ đó suy ra dấu đẳng 

khi x = y, rồi thếvào phương trình còn lai và có lời giải chi tiết như sau: 


Cauchy 

> 

Cauchy-Schwarz 


thức xảy ra khi x = y, rồi thếvào phương trình còn lại và có lời giải chi tiết như sau, 
Lời giải . Điều kiện: 2 < X < 4, y > 4- ■ 

(1) €>0 = I 3 + ỵ 3 -:uịj2(y' -Ị/") = (x + yf -3xj/(x + y)- yỵi,j2ịy' +y 2 ) 

c “h (* + y>T„.> trĩã+ỹTLn 


. > . (x + y ) - 

Cauchy-Schwarz 


3(x + y) +.12. 


Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x = y. Thế vào phuơng trình (2), đuợc: 

(2) <íi> yỊx - 2 + ^4 - X + %/2x - 5 = 2x 2 - 5x (3) 

Sử dụng Casio, nhập \jx • 2 Ị v4 -X I \fĩx - 5 - 2X 2 + 5X và hấm shift solve 3 
trong khoảng đỉêu kiện được nghiệm X = 3 nên ghép hằng sô' và sử dụng kỹ thuật truy 
ngược dấu để nhân liên hợp đưa vê dạng (x -3 )./(x) = 0 với /(x) >0, Vx e [2; 4] • 

(3) <=> 2x 2 — 5x — \Ịx — 2 — yỊế — x — \2x - 3 = 0 


<=> yx - 2(\/x - 2 -1) + (1 - v4 - x) + y2x - 5(y2x - 5 -1) + 2x - 8x + 6 = 0 


^ (x-3Hx-2 +2{x _ 3){x _ 1) = 0 

yX — 2+1 1 + y4 - X V 2x -5+1 


<=> (x-3) ■ +-^= + ^^- ^ + 2(x-l) = 0^x = 3 

’\jx — 2 + 1 1 + y 4 - X v2x — 5+1 

, slx-2 1 2\2x -5 n u.. - [5 ,1 . „ 

do: _ +- , + - === — + 2(x-l)>0, Vxe +4 =>y = 3- 

VX-2+1 1 ‘ y4 X V2x-5 + 1 L 2 

Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm hệ cần tìm là s = (x; y) = |(3;3)j • 

Nhân xét . Trong lời giải trên, tôi đã sử dụng tính đẳng cấp và tính đôĩ xứng dạng 


tôhg tích để áp dụng đánh giá hằng hất đăng thức. Để hiểu kỹ hơn, ta xét ví dụ sau: 



Phân tích . Tương tự ví dụ trên, từ phương trình (2), ta sẽ biến đổi về dạng tôhg tích 
và sử dụng Cauchy với điểm rơi X = y và có lời giải chi tiết như sau: 

/&• Lời giải . Điều kiện: X > ị; 1 / > Ỷ ■ 

Ta có: VT (2) =(x + y) 3 +4xy(x + y) > 4(x + y) 2 yfxỹ = 4^xỹ. ị(x 2 + y 2 ) + 2xỵ J 
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ì 4ựxi/ • 2ự2(x 2 + y 2 ).xy = 8xy^2(x 2 +y 2 ) = VP (2) . 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x = y. Thế vào phương trình (1) được: 
(1) <=> (2\2x 1 - 4)x 2 + (7 - 4v2x \)x + v 2.v 1 -3 = 0 
<=> (2x 2 -4x + l)\-2x 1 = 4x 2 -7x + 3 

(2x 2 -4x + l)\ 2x-1 = (4x-3)(x-1) (3) 


11 = X -1 


V = \Ỉ2x - 1 > 0 \v 2 = 2x -1 


u 2 = X 2 - 2x +1 


suy ra: 


2u 2 -1 = 2x 2 -4x + 1 
2v 2 -1 = 4x - 3 


(3) <=> (2u 2 v - 2v 2 u) + (u - v) = 0 <=> 2 uv(u - v) + (u - v) = 0 <=> (» - v)(2uv +1) = 0 


<=>M = ư hoặc 2«ư + l = 0. 

Với u = v, suy ra: \/2x--T = X-1 <=> Ị 

[x 2 -4x + 2 = 0 ị,/ 2 • v2 

Với 2»u + l = 0<^2(x-l)ự2x-l+l = 0^r(ự2x-l) 2 -ll-ự2x-l + l = 0 

<=> (\Í2x -1) 3 - %/2x -1+1 = 0<=>Í 3 -Í + 1 = 0, (4) với t - \ 2.V 1 > 0. 

Xét hàm số f(t) = t 3 - t +1 trên [0;+oo) có /'(í) = 3f 2 -l = 0<=>f = -^=,Vf > 0. 

v3 


X - 4x + 2 = 0 


X = 2 + 



' I N ọ 2-\Ỉ3 

Dựa vào bảng biến thiên, suy ra: VT (2) = f(t) > f —= = — Ệ-— > 0. 

V V 3 ) 9 

Do đó phương trình (4) vô nghiệm. 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = j(2 I \2;2 I \/2)| • 

1 A 1 *'.. . .7 '.. .-7-4.. I 7- 44 _»7 _ 1-1 .. -7-44 7. x: I _ '.44 ..7 ' 


Bình luân : Nêu nhìn nhận từ góc độ bất đắng thức, bản chất bài toán xuất phát từ bất 

đẳng thức phụ quen thuộc: ^— + — + 7(a + b)> 8.J2.(a 2 + b 2 ) (*), Vrt,ỉ> > 0. Thật vậy: 

ba 


(*)<=>(fl-fc) 2 - - + ị- 


a b J2(a 2 + b 2 )+a + b 


> 0 ơà Ỉ7íff đẳng thức này luôn đúng vì ta 


,,11 4 

có: - + - >—- 


—t — >-— — -—— -— > , - 

a b a + b (a + b) + (a + b ) J2(a 2 +b 2 ) + a + b 


■ Dấu " =" /c/í/ a = b>0. 
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Phân tích . Nhận thấy phương trình (2) mang tính đẳng cấp và đối xứng nên sẽ sử 
dụng đánh giá bằng bất đẳng thức với điểm rơi X = y. 

Lời giải . Điều kiện: X > 0, y > 0, X 2 + y 2 0. 
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X x + y 

ị X Ị~x x + y Ca “ chy x + y x + 3y 

, yx + 3y y X + y X + 3y 2 

Ta có: i 

1 , 2 * 

ị—ỹ _ lĩ 2x Ca “ chy 2 x + 3y 
]Ịx + 3y]Ị2x + 3y - 2 

Cộng vế theo vế được: Ị x + I —\ ^ 

]jx + 3y ]jx + 3y 2Ỉ y x + y 2 

_ I X y l( y 3~) 

]Ị3 x + y ]Ị3 x + y 2yx + y 2 y 


Tươngtự: Ì3ỈTy + i^y " 2 uv ỈJ (5) 

Cộng (4) với (5) theo vế được: I—+ I—+ ——— + ——— < 2. 

]Ị x + 3y ỵx + 3y J Ị^]Ị3x + y ]Ị3x + y 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi x = y. Thế vào (1), ta được: 

(1) <=>(*- 2)(\/x 2 - 4x + 7 +1) + x(\jx 2 + 3 +1) = 0 

o(x-2). Ậx-2f +3 = (-*). Ậ-xý + 3 + 1 <=>/(*-2) =/(-*). 

Xét hàm số /(í) = t.\Ịt 2 +3 trên □ có f'(t) = \jt 2 +3 + L > 0, Ví. 


\Ịt +3 

Do đó /(í) đồng biến trên íf. Suy ra: f(x -2) = f(-x) <=>x-2 = -x<=>x = y = l. 
Kết luận: So với điều kiện tập nghiệm của hệ cần tìm là s = (x; y) = |(1; 1) j • 



xy + 6 y\Jx -1 + 12y = 4 (1) 

Tí du 509. Giải phương trình: - 

xy | 1 2^c n (x,yeũ). 

1 + 1 / xy + y 4x + s[ỹ 


Chọn đội tuyển VMO Tp. Hô Chí Minh năm 2015 


4 . 1 

p/ub? tíc/i . Nhận thây răng (2) luôn đúng với y = — và bài toán có chứa phân thức 

X 

nên khó cho việc nhân liên hợp. Từ đó sẽ nghĩ đêh đánh giá trực tiêp bằng bất đẳng. 

«©* Lời giải . Điều kiện: X > 0, y>l. 

Ta có: VT = + J_T 2 E. 1 = 2 j/ . ’ 

1 ’ 1 + y xy + y yl + y xy + y ]Ị 1 + y X +1 

_ 2-sỉx Cauchy-Schwarz 2^/x _ 2 n/x _ vp 

*Jl + x.Jl + y sỊx.l + l.sỊỹ \fx+yjỹ 
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xy(xy + y) = 1 + 1 / 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi <=> < I ựỹ 


« *Y+V-l-y = 0 r (lJ , -l)(, y + y+ l) = 0^ I, 


{yịxy = 1 [xy = 1 X 

_ „ r . . íx = 10 

(l)o-\ịx-l + - = lo2\lx-l = x-4o< =>< 1 • 

X X X -8x + 16 = 4x-4 y = -h 

L r 10 

T . A , . A , s ff lYI 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm của hệ cần tìm là s = (x; y) = j 10; ^ Ị • 


f^ + ^J ^ + ^ẽ+ĩ) = 3 (1) 

T7' r-í/ì 1. ò „1__ « ' o / /. . . -1 \2 



i^+ 4 - ( ^ + ^ 3 

• 1 )' 

/x.(y + 2) + Jy.(x - 2) = X + y 


P/tÂM hc/t . Bài toán có dáng dâp của bất đẳng thức Cauchy dạng: 2\Jã ■ b <a + b ở 
phương trình (2) cho từng căn, rồi cộng lại. Thật vậy, với đỉêu kiện: x>2, y> 0, có: 

(2) <=> X + y = Jy(x - 2) + Jx(y + 2) < -— -2- —— + -— 2 - = X + y. Dấu đắng thức 


xảy ra khi y = X - 2. Khi đó (1) <=> yx + 1 + 


(\ịx ! 1 - yx 2)(\X 2 + 1) 


■ = 3 và đặt 


a = Vx + l >0 „ „ 4 , A 

_ thì (1) <=> a + -————— = 3. Một bài toán quen thuộc cúa dạng 

b = sjx- 2>0 (a-b){b + l) 2 


tách cặp nghịch đảo khi tìm giá trị nhỏ nhất biểu thức: p = a + - -2 -——— ở lớp 10. 

(a-b)(b + 1) 

Nghĩa là can tách phan nguyên theo mẫu sô'đểsau khi áp dụng bất đẳng thức Cauchy 
triệt tiêu được biến và còn lại hằng sô'3. Với X > 2 thì a>b> 0 nên a-b> 0 và ta sẽ 
fb + l'\ íb+ ì\ 4 Cauchy 

có: p = (a-b)+ —— + ——— +---- ——-1 > 4-1 = 3. Khi đó dấu đẳng 

J { 2 ){ 2 ) (a-b)(b + lf 

thức xảy ra khi a = b, tức bài toán kết thúc khi thế trở lại tìm X, suy ra y. 

/&* Lời giải . Điều kiện: X > 2, y > 0. 


(2) <=> X + y = Jy(x - 2) + Jx(y + 2) < y y + * 2 + x + l J + Z 


= x + y. 


? \Xj — X — 2. 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi Ị' <r>y = x-2. Thế vào (1) ta đuợc: 

x = y + 2 
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(1) <=> V-V 1 1 + — ỉX ^ = 3, (3) và do: X > 2 nên sịx + 1 > sỊx-2 nên 

3.(ựx-2+l) 2 

,-- 4 

liên hợp (3) <=> \lx + 1 3 — - - - — - -- = 3 (4) 

{sỊx + l-yỊx-2){sỊx-2+lf 


Đặt ị * _ (a>b> 0) thì (4) <=> a + -————— = 3. 

\b = ự^2 (a-b)(b + 1) 2 

m „ ", íb + l) íb + l) 4 1 „ Cauchy . 

L ' { 2 ) { 2 ) (a b)(b i 1) _ 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi a-b = ^4— =---— <=> i _ 

2 (a-b){b + vf [6 = 1 

Suy ra: \Ịx-2 = l<=>x = 3=>y = l. 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm là s = (x; y) = j(3; 1) j • 


Ví du 511 Giải hê- < ^ xy+3x+2 y +6+2 ( x+2 )jy+2-\l x y +2x+ y +2 - 1 (!) 

^2x-l+ịly-3x + 2 + 2x 2 y-7x 3 + 7x 2 -6x = 0 (2) 


\ýlx-L + ịịy-àx + l+lx y-/x + /x~-bx = u v / 

Đ'ê nghị Olympic 30/04/2014 - Chuyên Nguyễn Du - Đắk Lắk 


Phân tích . Giữa 2 phương trình trong hệ không có mối liên hệ với nhau. Nhận thấy ở 
(1) các biểu thức trong căn thức có thể đưa được vê dạng tích sô'. Thật vậy, ta có: 

(1) Ậx + 2)(^jy + 2 + Vf = 1 + ự(x + 1)0/ + 2) và để đơn giản, ta có thể đặt ẩn phụ 


u = x + l,v = Jy + 2 thì phương trình ^Ị(l + u)(l + v) 2 =l + guv 2 và nhận thây 
phương trình luôn đúng khi u = v nên sử dụng phương pháp đánh giá như sau: 

«©* Lời giải . Điều kiện: X > —; y > -2. 

( 1 )<=> \Ị x (y + 3) + 2(y + 3) + 2(x + 2)^ỊyV2 - %jx(y + 2) + (y + 2) =1 
ậy + 3)(x + 2) + 2(x + 2)^2 - ậy + 2)(x +1) = 1 
» ậx + 2)0/ + 3 + 2 ^ 2 ) - ậx +1 )(y + 2) = 1 


» Ệx + 2 )Qy + 2 +1) 2 = 1 + ậx +1)0/ + 2) (3) 

Đặt u = x + 1 - 2 ' v = yỊỹ— 2 - 0- Khi đó: (3) <=> 1 + u)( 1 + v) 2 = 1 + \Ịuv 2 


Chia: tĩ +l .)(l+n 2 >0 ) 1= 3 | 


(l + u)(\ + v) 2 + f(l + «)(l + ơ) 2 
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= + + + ĩU_ + _^.L! 

ỵi + ul + vl + v ỵi + ul + vl + v 3Ự + U 1 + v) 3^1 + u l + v) 

(do áp dụng bất đẳng thức Cauchy dạng 3\Ja.b.c <a+b+c rồi cộng lại) 

í 1 1 


Dấu đẳng thức xảy ra khi 


1 + u 

1 + v 

u 

V 

1 + u 

1 + ơ 


<=> u = ơ. 


Suy ra: X +1 = Jy + 2 <=> y = X 2 + 2x -1. Thế vào phương trình (2), ta được: 
(2)» \- 2x 1 + ỉịx 2 — X +1 + 2x 4 - 3x 3 + 5x 2 - 6x = 0 

<=> (^2x -1 -1) + (%/x 2 - X +1 -1) + 2x 4 - 3x 3 + 5x 2 - 6x + 2 = 0 
< > ' 0 + . _ — • (X l)(2x-l)(x 2 + 2) = 0 


lx-1+1 l/(x 2 - x + l) 2 + \jx 2 - X + 1 + 1 


<=>(x-l)‘ 


<=> X = 1, suy ra: y = 2. 
2 


A- 

x-1 + 1 l/(x 2 - X + 1) 2 + \Ịx 2 - X + 1 + 1 


+ (2x-l)(x 2 +2) =0 


Do: . — + . — , — + (2x - l)(x 2 + 2) > 0, Vx > 2- ■ 

v2x -1 + 1 ĨẶX 2 - X +1) 2 + yx 2 -x + 1 + 1 2 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ cần tìm là s = (x;ỵ) = |(1;2)| 



Học sinh giỏi Quốc Gia năm 2009 


Phân tích . Nhận thấy rằng (1) mang hình dáng của bất đẳng thức phụ quen thuộc: 

1 ^ 1 2 \ u = AXu " -" MU 

+ - < , v< nêu đặt < và dấu = khi u = v. 

Jl + U 2 sỊl + v 2 y/l + uv [uv<l \v=yg2 


1 __ _ ị 

Lời giải . Điều kiện: 0 < x; y Đặt u = *v2; v - yv 2, u; ve 0; ^ 


1 1 

(l)»^== + -p= 
yĩ+u 2 yĩ+ 


? l + ơ 2 ựl + uơ' [mơ £ 1 

1 Cauchy-Schwarz __ 

L ? 


2_ v lu, u>0 


-1 -1 t_auchy-bcnwarz ,- I -1 -1 

Tacó: l-=i= + l-=i= < x/l 2 +1 2 + —t-y (4) 

■v/l + u 2 'il + ơ 2 V 1 ’ u 1 + ơ 2 
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: v«,ơe[0;l], thì — 1 — + —— 

L J 1 + u 2 1 + v 2 1 


Mặt khác ta luôn có: 


l 11(1 1 1 

Thật vậy: (5) «• —<0 
ự + íí 1 + liv) ^1 + ơ 1 + UVy 

0 uv-ir + »p-p 2 < 0< ^ h(p-h) ị v(u-v) 

(l + u 2 )(l + uv) (l + zr)(l + iw) (l + u 2 )(l + uu) (1 + v 2 )(1 + uv) 

Q _í£z±flĩgzl) < 0 : luôn đúng vi";!'; 0 . 

(1 + í/ )(l + ơ )(l + ím) [im<l 

.2 1 12., ịu, v>0 

Từ (3), (4), (5), suy ra: (3) ^ ~F== = - + r—— ^ 17 -— ' v 1 1^1 

gl + uv sỊl + u \Jl + v \Ịl + uv [uv< 1 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi M = ữ => xsỊĨ = y\ỊĨ <=> X = y. 

T-^T_1 o„2 1 .. 9±^ 


(2) <=> Vx - 2 x 2 = <^> 2 x 2 -x + £- = 0<=>x = y = —— - 

9 81 36 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của hệ là x = y = 


9 . V/3 


Ví du 513. Giải hệ phuơng trình: 


Ị9-Ọ.-X y) 1 =x +y +1 (1) 

|4 + (x-y) 2 = 2x 3 y 2 + X 4 - X 6 (2) 

Học sinh giỏi tỉnh Ninh Thuận năm 2014 


Phân tích . Nhận thấy rằng cả hai phương trình không có dấu hiệu nhận dạng của bất 
đẳng thức hoặc bất đẳng thức phụ quen thuộc. Khi đó, ta cân có sự kết hợp của 2 
phương trình lại với nhau. Nếu lấy (1) trừ đi (2) theo vế sẽ triệt tiêu đi được X 4 và 
thu được vếphải có dạng hằng đẳng thức nên dễ dàng đánh giá. Thật vậy, lấy (1) trừ 

(2) được J9 - (1 - x 2 y) 2 = + (x -1/) 2 + (y 2 - X 3 ) 2 +1 thì ý tưởng quá rõ ràng. 


/&* Lời giải . Điều kiện: 


9 - (1 - X 2 }/) 2 > 0 

. ..4 6 V 


[2x y +x -X >0 

Lây (1)-(2) =>-\/9 - (1 - x 2 y) 2 -^4 + (x-y) 2 = y 4 -2x 3 y 2 + X 6 + 1 
^9-(l-x 2 y) 2 =^4 + (x-i/) 2 + (y 2 -x 3 ) 2 +l 
Ta ríV jvT (3) = ự9-(l-x 2 y) 2 <3 
1 1VP (3) = ự4 + (X - yý + (y 2 - X 3 ) 2 +1 > 3 

'(1-X 2 y) 2 =0 

, ; ' X = y X = 1 

Dấu đăng thức xảy ra khi và chỉ khi < (x - y) = 0 o o 

{ý-ef=ữ 6=1 6 = ! 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm cần tìm của hệ là (x;y) = (1;1) 
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BÀI TẬP RÈN LUYỆN VÊ PHƯƠNG PHÁP ĐÁNH GIÁ 

ị(x + \Ịx 2 +4 )(y + yỊy 2 +1) = 2 

[l2i/ 2 -10i/ + 2 = 2^ 3 +l 

Đề thi thử Đại học năm 2014 lân I - Chuyên Amsterảam - Hà Nội 

í ( x - 2>){x + 4) = y(y - 7) 

(x;yeũ). 


BT 644. Giải hệ phương trình: 


(x;yeũ). 


BT 645. Giải hệ phương trình: 


y 2 x-1 
\Ịx-l ^2-y 


BT 646. Giải hệ phương trình: 
BT 647. Giải hệ phương trình: 
BT 648. Giải hệ phương trình: 
BT 649. Giải hệ phương trình: 


Đ'ê thi thử Đại học năm 2014 - Sở GD & ĐT Vĩnh Phúc 

ý 1 + 2y(x +1) + X 2 - 2x +1 = 0 
yjỹ~+ĩ — Vx 4 + 1 + l/ + 2 = X 


Ịx 3 - y 3 + 3 y 2 -3x -2 = 0 
[x 2 + \Ịl — X 2 - 3^2 y - y 1 = 0 
[ y 4- 3l/ — X 4* 3x - 4* 6x 4- 4 


(x;yeũ). 

(x;yeũ). 

(x;yeũ). 

(x;j/ e □ ). 


ựl-x 2 -y.i/-y2 1 / 1 

4x 3 -3x4-(y- 1 ) n ;2i/ • 1 = 0 
2x 2 4- X 4- ự— t/(2x/ 4-1) = 0 
Đề thi thử Đại học năm 2014 - Đê sô 2 - Tạp chí Toán Học & Tuổi Trẻ 

(8x - 3)\ 2x 1 - y - 4y 3 = 0 
4x 2 - 8x 4- 2y 3 4- y 2 = 2y - 3 

(3 - x)\ 2 - X - 2y^2y -1 = 0 
Vx + 2 4- 2^1/ 4- 2 = 5 


BT 650. Giải hệ phương trình: 


BT 651. Giải hệ phương trình: 


(x;y e □ ). 
(x;y e □ ). 


..Í2(2x 4-1) 3 + 2x +1 = (2y - 3) Jy - 2 

BT 652. Giải hệ phương trình: J 


(x;y GŨ). 


V4x + 2 + yj2y + 4 — 6 

Học sinh giỏi cấp trường - Chuyên Liỉcmg Thê Vinh - Đông Nai 2013 


BT 653. Giải hệ phương trình: 


/8x - 4 - 12y 2 - 5 = 4y 3 + 13y + v 18x - 9 


4x 2 -8x4- 4\Ì2x -1 4- 2y 3 4- 7y 2 4- 2y = 0 

Đ'ê thi thử Đại học lần 1 năm 2014 - Lý Thái TỔ- Bắc Ninh 


BT 654. Giải hệ phương trình: 


[(17 - 3x)v5 X + (3y-14)^4-y = 0 
[2^2x 4- l/ 4- 5 4- 3^3x 4- 2l/ 4- 11 = X - 4- 6x 4“ 13 
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BT 655. 

BT 656. 


BT 657. 

BT 658. 

BT 659. 

BT 660. 

BT661. 

BT 662. 

BT 663. 

BT 664. 

BT 665. 


»,., , , _ , , , {(2102- 3x)-JÃ--x + (6 y -2009)^3^ = 0 

Giai hệ phương trình: ■{ _ ( ___ 

[2^7X - 8 y + 3*Jl4x - 18y = x 2 +6x+ 13 


Giải hệ phương trình: 


(x;yeũ). 


[ 2 y 3 + y + 2x\Ịl - X = 3sỊĨ-x 
ỵ2xf+l-y = 2-x 

Đ'ê thi thử Đại học năm 2014 - THPT Triệu Sơn 4 - Thanh Hóa 

ịy 2 x.(l + -\/x 2 +1) = y + \Ịl + y 2 


Giải hệ phương trình: 

Giải hệ phương trình: 

Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 
Giải hệ phương trình: 


4}/-l 

yjĩ + 2>y + *JĨ - y 
ị X 3 + xy 2 =y 6 + y i 


, . / 1 , 1 , „ (x;yeũ). 

+ 4. —+ 3 = — + 8 


I xy 


xy 


(x;y e □ ). 


Ịa/Sx +1 + yjỹ + 3 — 4 
Học sinh giỏi tỉnh Quảng Bình vòng 2 năm 2012 

ị 2x 2 y + y 3 = X 6 + 2x 4 
Ị(x + 2)^1 y + ĩ = (x +1) 2 
1X 3 - x 2 y = x 2 - x + y + 1 
Ịx 3 - 9y 2 + 6(x - 3 y) -15 = %/óx 2 +2 

Í2i/ 3 + : 


(x;y e □ ). 
(x;yeũ). 


-X = 


-x-y 


(x;y e □ ). 


[y + l = 2x + 2xi/V'l + x 

Đ'ê thi thử Đại học năm 2014 - THPT Thuận Thành sô'3 - Bắc Ninh 

r 

{x-[ 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


(x;y e □ ). 


■x + y + y 
[x 3 + 3 y 2 - 6 = \Ịx + 2 

Đê nghị Olympic 30/04/2014 - Chuyên Bắc Quảng Nam - Quảng Nam 

- y + 2\Ịx + \J X +y = 2y^Ji/ —T.(x 4 - "n/x) 

[x 4 + \Jx 3 -X 2 +1 = x.(y -1) 3 +1 

Tạp chí Toán Học & Tuổi Trẻ số448 

Giải hệ phương trinh: -# = <!/ - *x*y + 2) 


[x + y = 2 


(x;yeũ). 


Tạp chí Toán Học & Tuổi Trẻ sô'445 


Giải hệ phương trình: 


ÍT ^. \4 3 - lx ~y -*ỹ +x\l- 2x 2 ) = i/ 
|l + ^1 + (x- yf =x 3 (x 3 -x + 2y 2 ) 


(x;y e □ ). 
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BT 666. Giải hệ phương trình: 


BT 667. Giải hệ phương trình: 


BT 668. Giải hệ phương trình: 


r - 6^ 

r, 4^1 

+ 

K 

1 

1 

1 

+ 

Vỉ 

V x; 

V 


ị 4 4- yịx 4- ự — 1 — \ỊX 4- 1 + ^3i/ + 6 
ị^x 3 +x 2 +4x +4 = 8- \lx ? +4.^3y-t 

6\Ịx 3 -6 x + 5 = 
sỊx + \ỊlO-x = y 2 

x v ]Ị{y x) 

Ậx - sịxĩ/ + 3x Ị 4 2 (x + y 4 3) = \fx 


BT 669. 


BT 670. 


Giải hệ phương trình: 


Giải hệ phương trình: 


ị(x + y + l)(x + y + xy +1) = 12xy 
}y^3x-2x 2 -1 + Xyjl + y -2 y 2 + XI/ 

_ 1 _ X y* 

<\fx+y (y + 4xf ( x + y 2 ) 2 
\Ịy + 'Ix-Ĩ = 32(x - 2y + l\2i/ 2 


6 

(x;yeũ). 

+ \Jỹ + 3 

= 1 

(x; 1 / e n ). 
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§5. HỆ PHƯƠNG TRÌNH CHỨA THAM số 

CQ 

ÍD Hệ đối xứng loại I 

Biến đổi về tổng - tích và dùng điều kiện có nghiệm: s 2 > 4p (rất ít) hoặc 
dùng khảo sát hàm số. 

© Hệ đối xứng loại II 

Lấy vế trừ vế để chúng minh y = X, rồi thế vào một phưong trình và lúc 
này ta thưòng dùng khảo sát hàm số. 

® Hệ đẳng cấp 

Đặt X = t.y, lập tỉ số và khảo sát hàm số /(í) nếu độc lập đuọc m. 

© Một sô hệ chứa tham sô loại khác 

Nếu gặp nhũng hệ phuong trình chứa tham số không có dạng chuẩn như 
trên, ta thưòng dùng những ý tuởng sau để giải: 

— Nếu dễ dàng rút được biến này theo biến kia từ phuong trình không chứa 
tham SỐ và thế vào phưong trình còn lại. Lúc đó đưa về bài toán tìm tham 
SỐ trong phưong trình. 

— Chọn một phưong trình không chứa tham số để giải (đẳng cấp, đặt ẩn phụ, 
bậc hai, hàm số,...) => mối liên hệ giữa X và y. Thế vào phưong trình còn 
lại, đưa về bài toán tìm tham số trong phuong trình. 

— Tìm mối liên hệ để đặt ẩn phụ thích hợp và khảo sát hàm số. 

— Sử dụng điều kiện cắt nhau, tiếp xúc,... trong hình học nếu hai phuong 
trình trong hệ có dạng đặc biệt (dạng đưòng thẳng, đưòng tròn, elip). 

ìa. Lưu ý . 

— Cần nắm vũng dấu hiệu nhận dạng các loại hệ phuong trình co bản. 

— Cũng giống như phưong trình, ta cần tìm điều kiện chính xác cho X, y và 
biện luận mối tuông quan khi đặt ẩn phụ nếu yêu cầu hệ có n cặp nghiệm. 


Hệ đối xứng loại I và đặt ẩn phụ đưa vê hệ đối xứng loại I 


Ví du 514. Tìm m để hê phưong trình: - 

2 2 

X +y = m 

x + y-xy = 

, (0 có nghiệm thực ? 

Lời giải. Đăt < 

ís p = x+y «(,•)«] 
[p = xy 

s 2 

[S- 

-2 p = m 

p = 1 

p = s- 1 

s 2 -2S + 2-m = 0 (*) 


Để (*) có nghiệm thì A' t) = m- l>0<=>ra>l. Khi đó hai nghiệm của phưong 

s = 1 - \Ịm- 1 => p = -sỊm-l 
s = l + \fm-ĩ => p = sỊm-l 

m + 2\Ịm-l > 0 


trình (*) là: 

|_s = 1 + \Ịm - 
Để hệ (i) có nghiệm <=>s 2 >4P<=> 


m 


-2\Ịm-l >0 


luôn đúng Vm > 1. 


491 









. ịx + xy + y = 2m + l .. 

Ví dư 516. Tìm tham sô m để hệ: ị ' (/) có nghiệm duy nhất ? 

1 xy(x + y) = m + m 


Lời giải . 

[s = x + y ,, ,. s ịs + p = 2m + l ịp = 2m + l~s 
Đặt " thì (ỉ)<=>-T ' <=>-T, " 

[p = xy [SP = m + m [s - (2 m + 1)S + m + m = 0, (*) 

Để (*) có nghiệm A (, =1 >° : luôn đúng và khi đó nghiệm của (í) là: 

s = m=>p = m + l hoặc S = MỈ + 1=>P = OT. 

Hệ (í) là hệ đối xứng. Nếu (x; ỵ) là một cặp nghiệm hệ thì (ỵ;x) cũng là một 
nghiệm của hệ <=> X = y <=> s 2 = 4P m = 1 hoặc m = 2 ± 2\Ỉ2. 


fs = 1 

ís = 2 ^ , 

h +y=1 hoăc| 

hoăc 

ị nen có 

ịp = 2 

\p = 1 

hy = 2 l 


• Vói m = 1, suy ra: 


Ị ỵ — \ 

"là cặp nghiệm duy nhất nên nhận giá trị m = 1. 

y =1 


x + y = 2 
xy = 1 


• Vói m = 2 ± 2 \f2, suy ra các hệ phuong trình: 

\x + y = 2 + 2yj2 , w \x + y = 2-2\ỊĨ Ịx = y = l + sJĨ 
_ _ c- hoặc ' _ 1. <=> 

[xi/ = 3 + 2y 2 [xi/ = 3 - 2y 2 [x = y = 1 - V2 

Do đó hệ không có nghiệm duy nhất nên sẽ loại giá trị m = 2±2\Ỉ2. 

Kết luận: m = 1 thỏa yêu cầu bài toán. 

Nhân xét . Qua các ví dụ trên, ta rút ra được kinh nghiệm: Hệ đối xứng loại I, nếu độc 
lập được tham sô' m thì sử dụng phương pháp hàm sô'hoặc s 2 >4p. Còn nếu không 
độc lập được nên sử dụng điêu kiện có nghiệm s 2 > 4p. 
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Ví du 517. Tìm m để hê: 1 

* 2 +y 2 +* + y = S (0 có ít nhâl một nghiệm? 
xy(x + l)(y + 1 ) = m 

/&• Lời giải. Ta có hê (ĩ) <=> 

lf 1 

Đăt a = x +x= x + — - — 

l 2 J 4 

íữ + ỉ> = 8 

(ú) <^> 1 => fl (8 - à) = 

[rtỉ> = m 

[ (x 2 + x) + (y 2 + y) = 8 

Ị(x 2 +x)(y 2 +y) = m 

1 0 1 ll 1 1 

> - — và b = y 2 + y = y + — - — • 

4 ' ' V 2j 4 4 

1 1 33 

m, (*). Do b = 8-a>-—<=>-—< a<-- 
4 4 4 


Để (í) CÓ ít nhất 1 nghiệm thì (*) phải có ít nhất 1 nghiệm a e 

r 1 33" 

Xéthàm SỐ f(a) = a.(8-a) = 8a-a 2 trên có f'(a) = 8-2a 

Cho f'(a) = 0 <=> a = 4. Suy ra: min f(a) = minị/í-^-ì;/ 


1 33 
4 ' 4 


1.33 
4 4 


V 3 y 


33 

4 



33 , 
= -— và 

16 


max n /(fl) = max^/| -2. |;/ 

4 4 


/ 1 X 


V 3y 


^33^ 



= 16. 


Để (*) có ít nhất một nghiệm a e 


1 33 
4 ; 4 


min f(a) < m < max f(a) 

r 133V v ’ p.ysr v ’ 


33 

Suy ra: - — < m < 16. Kết luận: m e 
16 


-#;16 

16 


là các giá trị cần tìm. 


Ví du 518. Tìm m để hê phương trình: 'ị* (í) có nghiệm? 

1 X 2 + y 2 -2x = 3 m + 2 


■\J ỵ _-j- /ị/ — 2 

Lời giải . Điều kiện: X > 1; y > 0 thì (?) <=> o . _ (ú) 


Ị(x - 1 ) + y = 3 m + 3 


_ ịa = \Ịx- 1 >0 ífl + ỉ> = 2 

Đặt 11 thì ( ii ) <=> 1 . . 

Ịb = ^>0 1« + =3m + 3 

Từ (1), suy ra: b=2-a>0<^a<2 và có rt>0 nên rte[ũ;2]. 

Thế b = 2-a vào (2) <=> ữ 4 + (2 - àý = 3m + 3, (*) với a e [ũ; 2 ]. 

Để hệ ( i ) có nghiệm thì phương trình (*) phải có nghiệm a e [ũ; 2 I. 

Xét hàm SỐ /(«) = a 4 + (2 - a ) 4 trên [ũ; 2 ] có /'(«) = 4 a 3 - 4(2 - fl) 3 . 


( 1 ) 

( 2 ) 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lời giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


Cho /'(«) = 0 <=> a = 1 và có bảng biến thiên sau: 

a —oo 0 12 +00 

? 1 13 

Kết luận: Dựa vào bảng biến thiên, suy ra: 2 < 3 m + 3 <16 ++ - 2 < rn < 2 -- ■ 

3 6 



/&• Lời giải . Ta có hệ (ỉ) 

"" l(x z +2x) + (x + ỵ) = m 

ífl = x 2 +2x = (x + l) 2 -1>-1 ífle[~-l;+oo) 

b = x + y ịb e □ 


(x 2 + 2x)(x + y) = -2m - 3 


494 











khangvietbook.com.vn - ĐT: (08) 3910 3821 - 0903 906 848 


.... _ ịab = -2m-3 _ a 2 -3 

(//)<=> 1 , suyra:m = -—— 

\a + b = m a + 2 


(*) 


Xét hàm số /(«) = -—trên f-l;+oo) có: /'(«) = —-—777—^0, Vrt>-1. 

' a + 2 1 ’ J (rt + 2) 2 

Do đó hàm SỐ f{a) luôn đồng biến trên [-l;+oo). Suy ra: /(«) >/(1) >-2. 

Kết luận: Để hệ có nghiệm thì m >/(«)> -2 <=> m > -2. 



^ 3 +A + .V 3 + -t = 15m/-10 

y * 3 



(/) có nghiệm ? 
Đại học khối D năm 2007 


1 1 

Lời giải . Điều kiện: x;y * 0. Đặt fl = x +—; ỉ> = y + — với |fl|>2; |ỉ>|>2. 

* y 

( , í« 3 +b 3 -3(íỉ + w = 15m-10 [fl + ỉ) = 5 , „ 

ơ)»r, „ =>m = a ~ 5a + 8 (*) 

[a + b = 5 [ab = 8-m 

Để hệ phuơng trình (ỉ) có nghiệm thì phuơng trình (*) có nghiệm |a|>2. 



Kết luận: Từ bảng biến thiên => m e 


7 r \ 

E ~^;2 u[22; +00) thỏa yêu cầu bài toán. 

ịm.(x 2 + ỉ[ỹ+l) = xy 

[m.(\[ỹ+X 2 + ỉỊr + 1 ) + (m - ĩ).\fx* = 2ỵịfx* 


Ví dư 522. Tìm tham số m để hệ: 
có nghiệm thực ? 


/&• Lời giải . 


Nếu m = 0 thì hệ (í)oJ \rr - ,<—7^1 

]-^ = 2 ìyeO 


(a) 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


^ o/ — ^ ĩYiÃt + 1 4- 1 +1) — yt 

Nếu m ^ 0, đặt t = Ụx thì hệ (ỉ) <=> ị - _ 

ìm.(f 8 +f 6 +f 2 +l) + (m-l)f 4 =2yf 4 


<=> ■ 


I m.(t + f + r +1) = yt (1) 

[m.(f 8 +f 6 +f 4 +yf 3 +l) = (2y + l)í 4 11 (2) 

Vì í = 0 không là nghiệm của hệ nên chia hai vế (1) cho t 3 và (2) cho f 4 : 


(ii) <=> 


(*)<=> 


f 1 i'' 

íỉ/ f H —— + í H— = y 

V ' ' / 

mfí 4 +-ị + í 2 +i + l A 
l f í 2 

[m(fl 3 -2fl) = y 
U(fl 4 -3fl 2 +l) = 2y + l 


(*) và đặt a = t + - vói fl > 2 thì hệ: 

= 2y + l 

=> m(a 4 - 2rt 3 - 3rt 2 + 4fl +1) = 1 


<=> — = fl 4 - 2fl 3 - 3fl 2 + 4rt +1 
m 


(3) 


Yêu cầu bài toán <=> phuong trình (3) có nghiệm a thỏa mãn |a| > 2. 
Xét hàm SỐ f(a) = a 4 - 2 a 3 -3a 2 +4a + l trên (-go; -2] u [2; -Hx>) có: 

1 

/'(«) = 4a 3 -6a 2 -6a + 4 = 0<=>« = 2 hoặc = 2 hoặc a = -1. 



Kết luận: Từ (a),(P), suy ra: me 


~°°'~3 


u [ũ; +00 ) sẽ thỏa yêu cầu bài toán. 


49y 2 +x 2 +4m = 2x-l 

Ví du 523. Tìm tham số m để hê phuong trình: Ị-— £-- (/■) có 

đúng bốn cặp nghiệm thực phân biệt ? 


. M=1-ẦX-1\ . 

/&» Lời giải . Ta có hê (?) <=> 1V 121 VI I (/■/■) và đặt 

[49y 2 +(x- 1) 2 + 4m = 0 


b=Miị>0 


\b = l-a . . 

(0<=>i, .4 , , +(!-«) =“ 4m 

rt + ỉ> + 4m = 0 


(*) 


Do ỉ>>0=>b = l- a>0=>a<l và có a> 0 nên fl s [ũ; l] . 
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ứng với mỗi a,b e [0;'l thì hệ (í) có hai cặp nghiệm (x;y). 

Để (í) có đúng bốn cặp nghiệm thực phân biệt thì (*) phải có đúng hai 
nghiệm thực phân biệt a e [ũ; l]. 

Xét hàm SỐ f(a) = cờ + (1 - àf trên [ũ; l] có f'(a) = 4 a 3 - 4(1 - rt) 3 = 0 <=> a = ỉ • 



Kết luận: Dựa vào bảng biến thiên, suy ra: — < -4 m <1 

& 7 8 4 32 

Hệ đối xứng loại II 



ố” Lời giải . Điều kiện: 0 < x;y < 1. 

Lây (l)-(2 )=>^-sỊĩ^x = ^ỹ-Ặ^ỹ ^f(x) = f(y). 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 

Xét hàm SỐ /(f) = \fỉ -\Ịl-t trên [0;l] có = —-=-\ - 3— >0; Ví e (0;l). 

2v / 2 V1 — t 

Do đó hàm SỐ f(t) đồng biến trên đoạn [0;l]. 

Suy ra: f(x) = f(y) <=> X = y. Thế vào (1) <=> \fx + yịl-x = m + 1 (*) 

Để hệ có nghiệm duy nhất <=> phuong trình (*) có nghiệm duy nhất. 

Xét hàm số f(x) = sfx + \ll-x trên [-1; o] có /'(x) = — = í = 0 X = ỉ • 

L 2Jx(l-x) 2 


X —00 


Kết luận: Dựa vào bảng biến thiên, suy ra: m + ĩ = \ỊĨ <=> m = \ỊĨ-ĩ. 


^ U/x-1 +3i/ - ;//\ 2 , A 

Ví dư 526. Tìm m đê hê phuong trình:_ (;] có nghiệm? 

Jy -l + 3x = W\2 


íx>l Ííĩ = \/x-l ^0 í + 3(ỉr +1) = mslĩ 

Lời giai . Điêu kiện < . Đặt < ,_ thì (ỉ) <=> <^ 

' \b = ^Ịy-l>0 [b + 3(a 2 +l) = msỊ2 

=> (a-b)(3a + 3b-l) = 0oa = b hoặc 3a + 3b-l = 0. 

• Khi: a = b, suy ra: 3a 2 + a +1 = m\Ỉ2 (1) với a> 0. 

1 10 

• Khi: b = ^ - a > 0, suy ra: 3a 2 -a + ^- = m\Ỉ2 (2) với 0 < a < ^ • 

, , f ĩ 

Hệ (í) có nghiệm <=> (1) có nghiệm a > 0 hoặc (2) có nghiệm ae 0;- • 

• Xét hàm SỐ f(a ) = 3a 2 + a +1 trên [ũ; +00 ) có f'(a) = 6a +1 > 0, Vfl > 0. 

Do đó hàm SỐ f(a) đồng biến trên [ũ;+oo). 

Suy ra (1) có nghiệm trên [0;+oo) <^> H/v2 > min/(rt) = /(0) = 1 <=> m > ■ 

10 r li 1 

• Xét hàm SỐ g(a) = 3a 2 - a + 22- trên 0;2- có g'(a) = 6a -1 = 0 <=> a = 2-- 

3 3 6 


Xét hàm SỐ g(a) = 3a 2 - a + ^Ỳ trên 

t; , / n x 10. íiVio. fiỴ 


10 1 10 1 13 . , % 13 ,10 

ị 7 = A => n g (‘ Ì)= A và = 

3 [3 3 1 6 J 4 Lí 4 Li 3 


Suy ra (2) có nghiệm <=> minyírt) < í>/\ 2 < maxyírt) ——— < m < —— ■ 

8 3 
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Kết luận: Hợp hai trường hợp lại, suy ra giá trị m cần tìm là m > ■ 













. - , ( 1/^Ị 71/ 2 

/ã* Lời giãi . Từ (2) <=> X + xy + 2 y = x + ^~ + -y- = m, suy ra: m > 0. 

V 2 y 4 

Khi x = ữ thì hệ đã cho vô nghiệm. Xét XJ=0 và đặt y = tx thì 

_ [x 2 .(3-2f-f 2 ) = 5_ 3-2Í-Í 2 5 

Hệ <=> < => 7 , = — (*) 

[x (1 + í+ 2í ) = m 1 + Í + 2Í 2 m 

Ta có: x 2 (3-2 t-t 2 ) = 5 và để phương trình này có nghiệm thì 3-2í-f 2 >0 
<=> -3 < í < 1. Do đó t £ (-3; 1). 

Để hệ đã cho có nghiệm <=> phương trình (*) có nghiệm t e (-3;1). 

Xét hàm sô f(t) = --——— trên -3; 1 có f (í) = —-- 

J 1 + Í + 2Í 2 v ’ (1 + Í + 2Í) 2 
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Ví du 530. Tìm tham số m để hệ phương trình sau có nghiệm: 
Ịx 2 - 2xy - 3 y 2 =8 

\lx 2 + 4 xy + 5 y 2 = m 4 -4m 3 + 4 m 2 -12 + V105 


Lời giải. Đăt k = m* - ấm 3 + ấm 2 -12 + n/ 105 thì hê XX i ’ . J ^ 

[2x 2 +4xỊ/ + 5Ị/ 2 =fc 

Từ phương trình hai, suy ra: 2x 2 + 4.ri/ + 5y 2 = 2(x + I/) 2 + 3i/ 2 = k nên í: > 0. 
Do X = 0 không là nghiệm hệ nên với X X 0 đặt y = tx thì 

TT2 _ [x 2 (l-2f -3f 2 ) = 8 (;') ««« 1-2Í-3Í 2 8 k 2 + 4Í + 5Í 2 . . 

[x 2 (2 + 4í + 5í 2 ) = k (ii) 2 + 4Í + 5Í 2 k 8 1-2Í-3Í 2 

Từ phương trình (ỉ), suy ra: 1 - 2f - 3r > 0 XX -1 < f < ^ • 

_ ^ ^. . . , ( 1^1 

Để hệ đã cho có nghiệm XX phương trình (*) có nghiệm te -1;T . 

V 3y 

■Y'1 1 \ t(Ặ\— 5C+4Í + 2 a 1, , ( 1.-0 ' 2C +22í + 8 

Xét hàm so f(t) = — — -- trên khoang -1; - có f í = - ———— • 

-3f 2 - 2f +1 3 J 7 (-3Í 2 - 2í +1) 2 


Cho f'(t) = 0 XX 2í 2 + 22t + 8 = 0 XX f (loại) hoặc t= 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. LỄ Văn Đoàn 
Do đó m 4 -4 m 3 + Am 2 - 9 > 0 <=> (m + l)(m - 3 )(m 2 - 2 m + 3) > 0 <=> 

m > 3 
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(l)<^>3(x + l) 2 +- + X-2 = m (*) 

v ' X 

Xét hàm SỐ f(x) = 3(x + l) 2 + — + X-2 trên (-oo;ll có f'(x) = + - -■ 

\ / \ / x \ J ỵ 2 

1 1 

Cho f(x) = 0 <=> X = 2- hoặc x = -~- hoặc X = -1. 

J 3 2 



ứng với mỗi giá trị của X e (-00; l] thì cho ta một giá trị của y. 

Để hệ có ba cặp nghiệm thực phân biệt (x; y) thì (*) phải có 3 nghiệm phân 

í 15 ^ (20 

biệt X e (-ao; '1 . Từ bảng biến thiên => m e -4;---- u ; 12 . 

V 4 y V 3 _ 


Kết luận: rn e -4; u 12 thì hệ đã cho có 3 cặp nghiệm phân biệt. 


íx 3 - 12x - y 3 + 6y 2 = 16 (1) 

Ví du 533. Tìm rn để hê: ị I — r— - có nghiêm ? 

|5^4y-y 2 =4x 2 + 2 V 4 -X 2 +m (2) 

[-2 < X < 2 

Lời giải . Điều kiện: <! < thì (1) <=> X 3 - 12x = (y - 2) 3 - 12(y - 2) 

<=>/(x) = /(y-2). Ta có: 0<y<4, suy ra: -2<y-2<2. 

Xét hàm số /(f) = f 3 -12f trên [-2; 2 ] có f\t) = 3(í 2 -4) < 0; Vfe[-2;2]. 

Do đó hàm SỐ /(í) nghịch biến trên [-2; 2 ]. Suy ra: /(x) = /(y-2)<=>x = y-2. 
(2) <=> 3^/4 - X 2 - 4x 2 = m, (*). Hệ có nghiệm <=>(*) có nghiệm xe [-2; 2 ]. 


Xét hàm SỐ /(x) = : 


• - X 2 - 4x~ 


( 3 ^ 

trên [-2; 2 ] có f(x) = -x . +8 • 

vv4-x 2 J 
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/ã* Lời giải . Ta có hệ (*) <=> 


ịx-y + 2 = 0 

(x - y + 2)(x - y - 1) = 0 Ị(x - m) 2 + y 2 = 1 

(x-mf+y 2 =l \x-y-l = 0 


{(x-m) +y =1 \x-y-l = 0 

Ị(x - m) 2 + y 2 = 1 

Hệ có bốn cặp nghiệm thực phân biệt ( i ) có hai cặp nghiệm và (ii) 

cặp nghiệm không trùng với (í). 

Thây (í) là mối liên hệ tưong giao giữa đường thẳng Aj: x - y + 2 - 
đường tròn (C) tâm /(m;0), bán kính R = I. Đê’ (í) có hai cặp nghiệm 
đường thẳng A 1 cắt đường tròn (C) tại 2 điểm phân biệt <=> d(I;A ] ) < 

<=>|m + l|< £ £-1 <m< >/2-1. 

Tương tự: d ự; A 2 ) < R <=> -LỊr < 1 <^> -\fi < m < £. 

v2 


(«) 

có hai 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


Kết luận: m e ị-\Ỉ2;\f2- lj thì hệ đã cho có bốn cặp nghiệm thực phân biệt. 

í ' + \d = 9 (1) 

Ví dụ 537. Cho hê phươne trinh: ị ■ .2, .Xác định m 

[(2m + l)x + my+ m-l = 0 (2) 

để hệ phưong trình trên có hai nghiệm (x,; 1 / ), (x 2 ;y 2 ) sao cho 
biểu thức A = (x 1 -x 2 ) 2 +(y l -y 2 ) 2 đạt gia'tri loh nhâ't? 

/&• Lời giải . 

Ta có (2) là phưong trình đưòng thẳng A:(2 m + l)x + my + m -1 = 0 và phưong 
trình (1) có dạng phưong trình đưòng tròn (C): X 2 + y 2 = 9 có tâm là 0(0; 0) và 
bán kính R = 3. 

Hệ co' 2 nghiêm (xpy,), (x 2 ;t/ 2 )<=> A că't (C) tại 2 điểm M(x, ;y ĩ ), N(x 2 ;y 2 ). 

Khi đó: MN = Ặx[-x 2 f+ ~ĩỹ[-y 2 ) 2 <Z>A = MN 2 = (x 1 -x 2 f + {y l -y 2 f. 

Biểu thức A đạt gia'trị lón nhất khi A đi qua tâm o của đuòng tròn, túc la': 
O(0;0)eA<=>m = l. 

Kết luận: m = 1 sẽ thỏa yêu cầu của bài toán. 
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íP&ần 3. GIẢI CHI TIỂT BÀI TẬP RÈN LUYỆN 


BT1. Giải phương trình: 2x 2 -6x-l = 7 4x + ' 


Điều kiện: 4x + 5 > 0 <=> X > -— • 

4 


Lời giải 1 . Lũy thừa sau khi sử dụng Casio tìm được nhân tử X 2 - 2x -1. 

Í2x 2 -6x-1>0 Í2x 2 -6x-1>0 

^ j(2x 2 - 6x -1) 2 = 4x + 5 ^ Ịx 4 - 6x 3 + 8x 2 + 2x -1 = 0 


2x 2 - 6x -1 > 0 

(x 2 - 2x - l)(x 2 - 4x +1) = 0 


\ 3 + 7ĨĨ 3-7ĨĨ 

x> —— V x< 

2 2 0 

X = 1 ± \Ỉ2 V X = 2 ± SỈ3 


X - 1 V 2 
X = 2 + 73 " 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là X = 1 - 72, X = 2 + 73 . 

Lờ/ giải 2 . Đặt ẩn phụ dạng (ax + b) n = p ■ ’ỳjcx + d +q.x + r đưa về hệ. 
T ^ w . „ „ r —— Í4i/ 2 -12i/ + 9 = 4x + 5 IV-3i/-x + l = 0 

[2x 2 - 6x -1 = 2y - 3 [x 2 - 3x - 1 / +1 = 0 


(y - *)(y + *) - 2(y - x) = 0 «■ (y - x)(y + X - 2) = 0 « 


Ị/ = X 

y = 2-X 


Với y = x, suy ra: 74x + 5 = 2x - 3 <=> J 

Ịx - 

Với y = 2-x, suy ra: 74x + 5 = 1 - 2x <=> j 


2x - 3 > 0 


X -4x + l = 0 


1 - 2x > 0 


*w’ X — 2 + 7Õ. 


X - 2x -1 = 0 


1 v2. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là X = 1 - yỊ2, X = 2 + 73. 

BT 2. Giải phương trình: 2x 2 +5x-l = 7\Jx 3 -1 (*) 

Điều kiện: X 3 -1>0<=>X>1. 

<•&» Lời giải 1 . Lũy thừa sau khi sử dụng Casio tìm được nhân tử 


X -8x + 10. 


(*)<=> 


2x 2 +5x-1>0 Í2x 2 +5x-1>0 

(2x 2 + 5x -1) 2 = 49(x 3 -1) ^ [4x 4 - 29x 3 + 21x 2 - lOx + 50 = 0 


2x + 5x -1 > 0 


: =4 + 70 


|(4x 2 + 3x + 5) • (x 2 - 8x +10) = 0 X = 4 - 70 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là X = 4 ± 70 . 

rò° Lời giải 2 . Biến đổi về dạng đẳng cấp: a.f(x) + b.g(x) = c.Jf(x)-g(x). 
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(*) <=> 3• (x-1) + 2• (x 2 + X +1) = 7• Ậx-l)(x 2 + X + 1) và chia cho X 2 + X +1 > 0 

»3 -7. L X -\ + 2 = 0^> r^^ = 2 hoặc Ị X ~ 1 =ị- 

x+x+1 \x+x+ĩ Vx+x+1 Y X + X +1 3 

* Với . 1—^—í— = 2ox-l = 4(x 2 + X +1) <=> 4x 2 + 3x + 5 = 0: vô nghiệm. 

V x+ X +1 

• Với , X ~1 = \ <=> 9(x -1) = X 2 + x + l<^x 2 -8x + 10 = 0 <^>x = 4± \Ịố. 

]Ị X + X +1 3 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phưong trình là X = 4 ± \ (->. 

BT 3. Giải phưong trình: \ 9.X - 42x + 49 -1 = 3 \ X - (ix - 6 (*) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*)^^/9x 2 ^42x^ = 3^/^6x + 6 + 1^9x 2 -42x + 49 = (3^/?^6x + 6+l) 2 
<=> \jx 2 — 6x + 6 = 2x — 1 <=> 


(*) 


X = -1 
X > 1 


[3x +2x-5 = 0 

Kết luận: Phưong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 

BT 4, Giải phuong trình: sỊlx 2 + lOx + 8 + \Ịx 2 -1 = 2x + 2 

2x 2 + lũx + 8 > 0 

✓â” Lời giải . Điều kiện: ị X 2 -1 > 0 <=> 

2x + 2 > 0 ?! 

Nhận thấy X = -1 là một nghiệm của phuơng trình (*). 

Với X > 1, thì (*) <=> ự2(x + l)(x + 4) + ự(x-l)(x + l) = 2(x + 1) và do X > 1 

<=> sfĩx + 8 + \Ịx — 1 = 2\Ịx + Ĩ <=> 2\ 2.V + 6x-8 = X -3: vô nghiệm. 

Kết luận: Phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = -1. 

BT 5. Giải phuong trình: \Ị2x 2 - 3x +1 + sỊx 2 + X - 2 = \ 3x - 4x - 1 (*) 


nên 


2x 2 - 3x +1 > 0 r 

_ „. .,. , X < -2 

<•&» Lời giai . Điêu kiện: < X + X - 2 > 0 <=> > 1 • 

3x 2 -4x + 1>0 L 

(*) 3x 2 - 2x -1 + 2Ậx - l) 2 (2x - l)(x + 2) = 3x 2 - 4x +1 

r-—7—-—-— ^ Í1-X>0 

« Ậi-ĩ)‘ị2x-i)(x+2 )=1 - X «^: (2í _ 

íx<l 

<=>«. - <=>x = 1 hoặc X = - 

Ị(x -1) 2 • (2x 2 + 3x - 3) = 0 


(x-1) (2x-l)(x + 2) =(x-l) 


-3-V 
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, -3-V 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là X = 1, X = 

BT 6. Giải phương trình: ĩỊx + ĩ + \jx + 2 + \Jx + 3 = 0 (*) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=> %[x + ĩ + \/x + 2 = -\Ịx + 3 <=>(^/x-Ĩ-T+^/x + 2) 3 = -(ỉJx + 3) 3 
^>2x + 3 + 3ự(x + l)(x + 2).(^/x+ĩ + ựx + 2) = -(x + 3) (**) 

Thế ĩỊx+ĩ+ỉỊx+ĩ = -\fx + 3 vào (**), suy ra: 3 %Ị(x + l)(x + 2)(x + 3) = 3(x + 2) 
(x + l)(x + 2)(x + 3) = (x + 2) <=> (x + 2)^(x + l)(x + 3) — (x + 2) J = 0 
•»(r+2).(-l) = 0 <=>x = ~2. 

Kết luận: Thê X = -2 vào (*) thỏa nên nghiệm phương trình là X = -2. 

BT 7. Giải phương trình: \Ịlx 2 — 1 + ^/x 2 - 3x- 2 = ^x 2 + 2x + 3 + \Ịx 2 —x + 2. 
Lờ/ giải . Điều kiện: X < -hoặc X > . 

Phương trình <=> \ị2x 2 -ĩ - %/x 2 - X + 2 = sỊĩĩc 2 + 2x + 3 - 4õâ - 3x - 2 
=>(\Ị2x 2 -1 -sỊx 2 -x + 2) 2 = (%/Ìx 2 + 2x + 3 - Vx 2 - 3x - 2) 2 
•t=>ự(2x 2 -l)(x 2 - x + 2) =Ậ2x 2 + 2x + 3)(x 2 -3x-2) 

<^> (2x 2 - l)(x 2 - X + 2) = (2x 2 + 2x + 3)(x 2 - 3x - 2) <^> X 3 4- 5x 2 + 7x + 2 = 0 

<íí> (x + 2)(x 2 + 3x +1) = 0 <=> X = -2 hoặc X = —— ' 

Kết luận: So điều kiện và thế vào (*), suy ra nghiệm là X = -2, X = 

BT 8. Giải phương trình: \/x + 3 + sÌ3x + ĩ = 2\[x + Ý2x I 2 
/ê* Lời giải . Điều kiện: X > 0. 

(*) <=> \J3X +1 — 'Ịỉx + 2 — \j4x — \JX + 3 => (\ 3.V +1 — V2x + 2) 2 = (\/4x — -\jx + 3)” 
<=> 5x + 3 - 2yJị(3x + V)(2x + 2) = 5x + 3 - 2\4x(x + 3) 

•ti> -ự(3x + l)(2x + 2) = ^4x(x + 3) <=> 6x 2 + 8x + 2 = 4x 2 + 12x <=> X = 1. 

Kết luận: So điều kiện và thế vào (*), suy ra nghiệm là X = 1. 


-3-V5 


2 

(*) 


BT 9. Giải phương trình: 
/&■ Lời giải . Điều kiện: 


X - 3x - X + 3 


X + 3 

-1 < X < 1 

X > 3 


■ + 


\jX + 1 — "\/x 4- 3 4- \[x — 4x 4- 3 (*) 
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(*): 


X 3 - 3x 2 - X + 3 


X + 3 


— ‘sỊx + 3 


= ỊVx 2 -4x + 3 - Vx + lj 


^ (x + l)(x l)(x j) + x + 3 = (x _ 1 )(x _3 ) + (x + 1) 




X + 3 
(x-3)(x 2 -1) 
X + 3 


= X 2 - 4x +1 2x - lOx = 0 <íí> 


x = 0 
X = 5 


Kết luận: So điều kiện và thế vào (*) thì không thỏa nên (*) vô nghiệm. 
BT10. Giải phưong trình: 


8x -1 


2x 4- 3 


-1 = 


+ 2x +1 — y2x 4- 3 


(*) 


<•&» Lời giải . Điều kiện: x -2 


(*)-- 


8x 3 -1 
2x + 3 


+ yj 2.X 4- 3 


+ 2x +1 + V 2x — 1 




8x 3 -1 


-b 2x 4- 3 4- 2\jsx — 1 — 4x + 2x 4-14- 2x — 14- 2 V 8.V — 1 

2x + 3 

<=> = 4x 2 4-2x - 3 <=> 16x 2 -8 = 0<^x = ^ệ- hoặc X = -^Ặ- 

2x + 3 2 2 

Kết luận: So điều kiện và thế vào (*) thì nghiệm phưong trình là X = -~Ỳ ■ 

BT11. Giải phưong trình: s/ĩõx + ĩ + \l3x -5 = y/9x + 4 + v2.v-2 (*) (x, y Gn ) 

^ 5 

Lời giải . Điều kiện: X > -ị ■ 


(*) <=> (^10x +1 - \Ị9x + 4) + (^3x - 5 - \Ị2x - 2) = 0 
x-3 + x-3 _0 

V 1 Ox 4- 1 + v9.v ỉ 4 \J3X — 5 + \.‘2.v 2 


«• 


x = 3 

0< 


_ 1 _ _ 1 _ 

%/lOx 4-1 4- ^9x 4- 4 \j3X — 5 4- %/2x — 2 

' 1 _ i ' _1_ '_■ 


5- 


= 0: VN . Vx>T- 
° 3 


Kết luận: So với điều kiện, phưong trình có nghiệm duy nhất X = 3. 

BT12, Giải phưong trình: ^3x 2 -5x + l - n/x 2 -2 = ^3(x 2 - x-1) - Vx 2 -3x + 4 

7 \ I — 1 “ỉ" ’\Ỉ5 

rè* Lời giải . Điều kiện: X < -V2 hoặc X > —- • 

Phưong trình <=>\/3x 2 -5x +1 -^3(x 2 -x-1) = %/x 2 -2 -%/x 2 -3x + 4 
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-2x + 4 3x - 6 _ 

\Ị3x 2 - 5x +1 + ^3(x 2 - X -1) %/x 2 - 2 + \Ịx 2 - 3x + 4 

^ 2 3 

- 5x +1 + \ 3.V - 3.V 3 ^/x 2 - 2 + \/x 2 - 3x + 4 

2 3 


<=> (x-2) 


= 0 


\\lỏx 

<=>x = 2, do , - - . = + — - - . = 

\/3x 2 - 5x +1 + y3x 2 - 3x - 3 \Ịx 2 - 2 + yx 2 - 3x + 4 
Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất x = 2. 

BT13. Giải phương trình: 

Lời giải . Điều kiện: X > 


> 0 . 


+ 3 + \Ịx +1 = \Ỉ3x -1 + s/ĩx - 3 (*) (x,ysũ) 


-«— • 2 

(*) <=> \/ 2 .r + 3 — V 3 x — 1 + \j X + 1 — V 2 x — 3 = 0 
4-x + 4 -x _0 

V 2 .V ỉ 3 + \j3X — 1 \/.Y t ĩ" + \j2x — 3 

( 1 1 

ẽ-- /= =+ 1-= r--= 

V \ 2 .V • 3 1 \ 3.v 1 vx +1 + '\/ 2 x — 3 


<=>x = 4, do 


= 0 


> 0, Vx > -2- • 


\2x t 3 i v3x 1 vxTT í V2x 3 ' 2 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 4. 

BT14. Giải phương trình: (x - V)\Ịx 2 + 5 + X = X 2 +1 (*) 


Lời giải . Ta có: (*) <=>(x-l)yx 2 +5 =x 2 -x + 1 (1) 

Do X 2 - X + 1 > 0 và X 2 + 5 > 0, nên để phương trình có nghiệm thì cần điều 

kiện kéo theo là X-1>0<=>X>1. Khi đó: (1) <=> sỊx 2 + 5 = x x + ^ 


X — 1 


1 


<=>(Vx + 5-x) = - 


1 


<=> \Ịx 2 + 5 = X + 

^GĨ^ = x-l«ự?TÌ = 4A:-5« 


<=> 


oi 


V. - , -— <=> —- = -- 

x-1 x — 1 yx 2 +5+x x-1 

Í4x-5>0 
Ịx 2 + 5 = (4x-5) 2 


x4 

4 <=><! 

15x 2 -40x + 20 = 0 


x4 

4 

x = 2 V X = T 
3 


<=> X = 2. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 2. 

BT15. Giải phương trình: \fx + 2 + 2x -10 = sị2x-3 (*) (x, y e □ ) 

-vv 3 

Lời giải . Điều kiện: 2x-3>0<=>x>^- 
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(*) <=> Ý2x 3 — yfx + 2 + 2(5 — x) = 0 <^> ■ 


lx-3 + 


\fx + 2 


-2(x-5) = 0 


<=>(x-5)' 


2x — 3 + yX + 


-2 =0 <=> 


sịlx — 3 + yjx + 2) — 1 (0 


(í) <=> (\ 2.V + 3 + ^x + 2) = ỉ <=> 2\(2x 3)(.v ! 2) = “ - 3%: vô nghiệm Vx > 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là X = 5. 

BT16. Giải phương trình: \ 2.v -3 - yfx =2x-6 (*) (x, y e □ ) 

^ 3 

<•&» Lời giải . Điều kiện: 2x-3>0<=>x>^- 


(*)»■ 


: = 2(x — 3) <=> 


ÍX-Ỏ + yx 


x-3 t v'x) 1 (ỉ) 


Ta có X > —, thì VT (i) = 2(\ 2x 3 + \/x) > a/ó > 1 = VP (;) , nên (/) vô nghiệm. 
Kết luận: So với điều kiên, phương trình có nghiệm duy nhất X = 3. 

BT17. Giải phương trình: ^4x 2 + 5x +1 - 2\lx 2 -x + 1 = 9x - 3 (*) (x, 1 / e □ ) 

râ” LM giải . Điều kiện: X < -1 hoặc X > - T . 

(*) <=> \4x I 5x ! 1 - ^4x 2 -4x + 4 = 9x - 3 

«• . ==-— ~ = = 9x - 3 

V 4x + 5x +1 + y4x~ — 4x + 4 


<=> (9x - 3) • 


/4x 2 + 5x +1 + V4x 2 - 4x + 4 


-1 =0 


<=> X = ỉ hoặc %/4x 2 + 5x + 1 + \4x ; 4x i 4 = 1 
(**) <=> ^4x 2 + 5x + 1 + J(2x -1) 2 + 3 > n/ 3 > 1 nên (**) vô nghiệm. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là X = ^ • 
BT 18. Giải phương trình: X + V 2 .X +1 = 1 + sỊx + 2 ( 


(*) toyeO) 


/&■ Lời giải . Điều kiện: X > -^ • 

(*) <=> (x -1) + (\2x ! 1 - \Ịx + 2) = 0 <=> (x -1) + - 


Lx + 1 + V X + 


<=>(x-l)- 1 + 


X + 1 + Y X + 


= 0<=>X = 1, do: 1 + , =4— >0. 

v2x +1 4- yx + 2 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm X = 1. 

BT19. Giải phương trình: Vx + 2 +x 2 = \l3x - 2 +x+ 2 (*) 


<•&” Lời giải . Điều kiện: x • 

(*) <^> \l3x-2 - sfx + 2 = X 2 - X - 2 <=> ■ 


2x-4 


3x - 2 + ylx + 


= (x-2)(x + l) 


<=>(x-2)- 


3x — 2 + V X 4- 


— X — 1 = 0<=> 


3x - 2 + yx + 


= X +1 (í) 


Với X > ^, suy ra: 


VT„ =■ 
(1) 


3x - 2 + vx + 


VP m =X+1>|+1=|>1 
(1) 3 3 


nên (í) vô nghiệm. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 2. 
BT 20. Giải phương trình: yỊểx + 1 - \Í3x - 2 = *+ ^ (*) 


-ộ" Lời giải . Điều kiện: X > ; 


(*)<=> 


<»(x + 3) 


X + 1 + V 1 


_- ■ - ' =0 

X +1 + v3x — 2 5 . 


1 12 .,, 

<=> , - . = -9 = 0, do x> — thì x + 3>0 

y 4x i 1 i V3x 2 5 3 


<=> \/4x +1 + V 3x - 2 = 5 <=> 2\Ịl2x - 5x - 2 = 26 - 7x 

Í26-7x>0 x,ẹ 

° Ỉ4.(12x 2 - 5x - 2) = (26 - 7xf ° _ 3 44x + 684 = 0 


<=> X = 2. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình cần tìm là X = 2. 

/ — / — 1 

BT 21, Giải phương trình: y4x +1 - y x + 2 = ——— (* 


/&• Lờt' giải . Điều kiện: X > - 2- • 


(*)<=> 


3x-l 


3x-l 


‘X 4- 1 + yX + 


<=> (3x -1) • 


/ 4x + 1 + vl + 


-9 =0 
5 


<=> X = ị hoặc sịĩx + ĩ + yịx + 2 = 5 <=> X = 2. 
3 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có 2 nghiệm là x = 3 ' x = 2. 
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BT 22. Giải phương trình: 9( V 4.V +7 - \Ỉ3x - 2) = X + 3 (*) 

rò* Lời giải . Điều kiện: X > ^ • 

(*)«» — + y = x + 3^9 = ự4x + l + ự3x-2 

V 4.V +1 + v3.v — 2 

1 --——-— _ „ Í82 -7x > 0 

<^>2.J(4x + l)(3x-2) = 82-7x<+ „ _ ox = 6. 

v [x 2 -1128x +6732 = 0 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phuong trình là X = 6. 

BT23. Giải phuơng trình: \.2x ; t 3.V + 5 + \/2x 2 +3x+~5 = 3x (*) 

rb* Lời giải . Do vế trái luôn duong nên (*) có nghiệm khi 3x > 0 <=> X > 0. 

6x 


(*)<=> 


\ 2x ' í 3x i 5 \ 2x 3x i 5 
\f 2 jc 2 + 3x + 5 - \Ịlx 2 - 3x4-5 =2 


= 3x, (do: y2x 2 + 3x + 5 * y2x 2 - 3x + 5) 


<=> 


+ 3x + 3 — 3x + 2 


- 3x + 5 = 3x 
\2 ^ „2 


+ 3x + 5 +" 

<=>4(2x 2 + 3x + 5) = (3x + 2) 2 <=>x z -16 = 0<=>x = ±4. 

Kết luận: So với điều kiện, phuơng trinh có nghiệm duy nhất X = 4. 

BT 24. Giải phuong trình: V2x 2 + X +1 + \Jx 2 - X +1 = 3x (*) 

rờ* Lời giải . Do vế trái luôn duong nên (*) có nghiệm khi 3x > 0 <=> X > 0. 


(*)<=> 


X +2x 


\ 2x t X t 1 - VX' X ; 1 


= 3x, (do: y/lx 2 + X +1 * yjx 2 - x + 1) 


/ X ~h 2. 

+ X +1 - yx 2 - X +1) = —— ® ị — — ; lOx + 2 

3 <=> 2y2x + X + 1 = - 


sỊlx + X + 1 + x/x - — X + 1 — 3x 

<=> 3.\/2x 2 +X + 1 = 5x +1 <=> 9.(2x 2 + X +1) = (5x +1) 2 <=> X = 1. 

Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất là X = 1. 

3x 


BT 25. Giải phuong trình: 
rờ* Lời giải . Điều kiện: 


ự3x + 10 
Í3x +10 > 0 


= V 3x + 1-1 


(*) 


<=> X >- 

I 3x +1 > 0 3 


, , 3x 3x 

(*) <^> — = ——==— 
\Ỉ3x • 1 (1 V 3x • 1 +1 




x = 0 


<tí> 


x = 0 
X = 5 


V 3x +10 — y3x + 1 + 1 
Kết luận: So với điều kiện, phuơng trình đã cho có 2 nghiệm là X = 0, X = 5. 


BT 26. Giải phuong trình: 


■ \ỊX +1 — \* 3.V ỉ 1 


(*) 
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Lời giải . Điều kiện: X > - -4- • 


(*)«■ 


/ -v3x i 1 7-V • 1 < > ■ x . 2x ■_ 

VX + 2 y X + 2 y 3x 4- 1 + 7 X 4- 1 


<=> 


x = 0 


'v/sx 4-1 4“ n/x 4-1 — 27 X 4- 2 


<=> X = 0 hoặc X = 


-2±2sỈ7 


Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm phuong trình là X = 0; X = 


2-77-2 


BT 27. Giải phương trình: v9x 2 - 8x +1 + 3yx 2 — X +1 = 8 — X 


(*) 


Lờ/ giải . Điều kiện: 

(*) <^> 79x 2 -8x4-14-79x 2 -9x + 9 =8-x^> 

1 


9x 2 -8x + l>0 4-77 4 + 77 „ 

<=> X < —— hoặc ——— < X < 8. 
8-x>0 8 8 


x-8 


= 8-x 


\ 9x ’ -(Sx í 1 xTr 9x • 9 


«• 


=> 2\9x -9x + 9= 9- x<íí>- 


= -!<=>• 


x<9 


79x 2 - 8x +1 - 79 x 2 - 9x + 9 
\ 9x 8x • 1 + \ 9x 9x • 9 = 1 
\ 9x - 8x í 1 i \ 9x 9x • 9 - 8 X 
9 ± ( 


35x 2 - 18x - 45 = 0 


«-x = - 


Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm phuong trình là X = 


35 

9 ± 6 V 46 
35 


BT28. Giải phuong trình: — +, X-— = X +. 2x- — 

X \ X \ X 


/&• Lời giải . Tập xác định: D = 


(*) 


[-^;oì 

u 

r^ĩõ 1 
— —-;+00 

2 

L / 


2 

L 7 


(*)<=> 


( 4 > 


T 

— X 

+ 

Jx 

u 7 




<=> 


^4 7 

— X 
X 


1 

X 


> 0, V X e D 


= 0<» 


"4 .7 

— X 
v x J 


u ,7 

-X 


+ 


= 0 


X —— + .Ị2X- — 

XV X 


1 + 


1 


1 , L 5 
X — + J2x-- 
X 


4 , 

= 0<=>--x = 0<=>x = 4 <=> X = +2. 


I f- x + f x -xj 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm phuong trình là X = 2. 

BT 29. Giải phuong trình: 7x “ 2 + 74 -X = 2x 2 - 5x -1 (*) 

/&■ Lời giải . Điều kiện: 2 < X < 4. Khi đó (*) <=> 2x 2 -5x-1 - \fx-2 -sỊĨ-x = 0 
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\ị;X -2(\Ịx - 2 -1) + (1 - y4 - x) + 2x - 6x = 0 

_ (x - 3)4x -2 x-3 n 

<^> - ' —- + ——=== + 2x(x - 3) = 0 

V X — 2+1 l + y4 — X 


<^>(x-3) 


J -1- , + 2x — 0 

X -2 + 1 1 + y 4 - X 


/x — 2 + 


<=>x = 3, do / x — +- ^ + 2x>0, Vxef2;4~|- 

ựx-2+1 1 + y 4 - X L J 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 3. 

BT30. Giải phương trình: \Ỉ3x-2 + \Jx-l + X 4 -5x 3 + 12x 2 - 15x + 3 = 0 (*) 

Lời giải . Điều kiện: X>1. 

(*) <=>(ự3x-2 -2) + (-v/x-T-1) + X 4 -5x 3 + 12x 2 - 15x + 6 = 0 


3(x-2) x-2 


— + - — + (x - 2)(x 3 - 3x 2 + 6x - 3) = 0 


3x-2+2 \X 11 


<^>(x-2)- 


<=>x = 2 hoặc 


3 1 

:- 1 — , -h X — 3x + 6x — 3 =0 

3x -2+2 \ X — 1 +1 y 

3 1 

, —— + 7 — + X 3 - 3x 2 + 6x - 3 = 0 (/) 

V 3x — 2+2 \/x — 1 + 1 


X 3 - 3x 2 + 6x - 3 = (x -1) 3 + 3x - 2 > 0 


Ta có: Vx>l, thì 


3 , 1 _ 

-+ —= == -> 0 

3X-2+2 Jx- 1 + 1 


nên (/) vô nghiệm. 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 2. 

BT 31. Giải phương trình: \jx 2 +12 + 5 = 3x + \Ịx 2 + 5 (*) 

<•&» Lời giải . Do \Ịx 2 +12 - \Ịx 2 +5 > 0 nên điều kiện là 3x-5>0<=>x>^- 


(*) <=> yx 2 +12 - 4 = (yx 2 + 5-3) + 3x-6<=>- 


X 2 -4 


X 2 -4 


x +12+4 V X +5+3 


- + 3(x-2) 


1 x x + 2 X + 2 

<=>x = 2 hoặc - -= 3 

V .V +12 + 4 y.r' +5 + 3 


Ta có: VT . =(x + 2) 


\/x + 5 - y x +12-1 


< 0, Vx > ^ nên (í) vô nghiệm. 


(i) v l(^n + 4K^ + 3)J 3 - 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 2 

BT32. Giải phương trình: \/x 2 + 91 = y/x 2 + 7 + -^ • X - 4 (*) 
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rả” Lời giải . Do \jx 2 + 91 > \jx 2 + 7 nên (*) có nghiệm khi -4 > 0 <=> X > 
(*) <=>(*v/x 2 +91 -10) = (\Ịx 2 + 7-4) + ^x-10 = 0 


X 2 -9 X 2 -9 10(x-3) - 

7 = -= 7 9 —+ ~~ = 0 

/x 2 +91+10 slx 2 +7+ 4 3 


<^>(x-3) 


X + 3 X + 3 1C 

/ì 2 +91+ 10 n/x 2 +7 + 4 3 


-—ho 


- hh = 0: vô nghiệm. 


_ ++_a \+ ì 7 yx ; ' ! 91 6 10 A _, A 

<=> X = 3 hoặc 0 > (x + 3) • — - - - - hì 1 = 0: vô nghiệ 

(yx 2 + 91 + 10)(yx 2 +7 + 4) J 3 

Kết luận: So với điều kiện, phưong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 3. 

BT 33. Giải phưong trình: Vx-3 + \Ỉ5 - X - 2x 2 + 7x + 2 = 0 (*) 

rb” Lời giải . Điều kiện: 3 < X < 5. 

(*) <=>2x 2 -7x-2-yJx-3-yj5-x = 0 

•tí> sfx - 3.(x/x-3 -1) + (1 - yj5- x) + 2x 2 -8x = 0 

(x 4)vx 3 x-4 , - 

<^> v ; -+- — + 2x.(x-4) = 0 

vx — 3+1 1 + y 5 - X 


( 1 ^ 

<=>(x-4)- —p==——I-+ 2x =0-tí>x = 4. 

v YX — 3 +1 1 + y 5 - X y 

Do lượng 3 ^ + 2x >0, Vx e [3; 5 ] • 

\Ịx — 3 + 1 l+vỗ—X 

t . Ạ .. I . /. • 4 *'Ạ 1 • Ạ _ 1 .1 _ 4 . ~ _ 1 . ' 1 • 


Kết luận: So với điều kiện, phưung trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 4. 
BT34. Giải phưong trình: võx -1 + n/x + 2 + X 3 - 5x 2 + lOx-13 = 0 (*) 


rà” Lời giải . Điều kiện: 


5x-l > 0 1 

<=> X > - • 

x + 2>0 5 


(*) <=> (7 5x - 1 - 3) + (4x + 2 -2) + X 3 -5x 2 +10x-8 = 0 

5-(x-2) x-2 , , 2 ++ ++ 

—, -- 1 — , -h (x — 2) • (x — 3x + 4) — 0 

v 5x — 1+3 V X + 2 + 2 


<^>(x-2)‘ 


-- 1 —,- h X — 3 x + 4 — 0 < w > X — 2. 

DX — 1+3 V X + 2 + 2 >0 ) 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất là X = 2. 

BT35. Giải phưong trình: «s/3x + l + \2x 1 + ^/x-^3 + 2x 3 4 - X 2 — 5x — 3 = 0 (*) 


rờ” Lời giải . Điều kiện: x -2 
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(*) <=>(V3x + 1-2) + (V2x-1 -1) + (■yỊx + 3 -2) + (2x 3 + X 2 - 5x + 2) = 0 
<=> + - |fc ^- + +— 1 - + (x-l)(2x-l)(x + 2) = 0 

^71 + 2 yĩn . 1 ựí73+2 


<=>(x-l)' 


<=> X = 1, do 


=L + 2 —+ Ị + (2x-l)(x + 2) =0 

X + 1 + 2 v 2x — 1+1 'YX + 3 + 2 

—= + - ==L + -==L + (2x-l)(x + 2) >0,Vx> 1- 


X +1 + 2, y2x — 1+1 vi + 3+2 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 1. 

BT 36. Giải phương trình: 3x 3 - 17x 2 - 8x + 9 + \Ị3x - 2 - \J7 -X = 0 (*) 


/&” Lời giải . Điều kiện: 


3x - 2 > 0 2 . 

<=> 9- < X < 7. 
7-x>0 3 


(*) <=> ( y/3x - 2 - 4) + (1 - y/ 7 - x) + 3x 3 - 17x 2 - 8x +12 = 0 

o , 3 ' (x ~ 6 ) - + x ~ 6 + (x-6)(x + l)(3x-2) = 0 

V 3x — 2+4 1 + Y 7 — X 


<=> (x — 6) 


3 1 

-H- _ + (x + l)(3x - 2) =0<^>x = 6. 

3x — 2+4 1 + V 7 — X 


3x - 2 + 4 1 + y 7 - X 


+ (x + l)(3x-2>0, Vxe +7 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 6. 

BT 37. Giải phương trình: y/3x - 2 + y/x + 2 + X 4 - 2x 3 - 3x 2 + 8x - 8 = 0 (*) 


✓â” Lời giải . Điều kiện: 


3x - 2 > 0 2 

<=> X > — • 

x + 2>0 3 


(*) <=> (y/3x - 2 - 2) + (y/x + 2 - 2) + X 4 - 2x 3 - 3x 2 + 8x - 4 = 0 

o , 3 ' (x ~ 2) . + f——T _ +(*-2)(x-1) 2 (x + 2) = 0 
v3x — 2+2 vx + 2 + 2 


<=>(*- 2 )- 


—— -+ -+ (x-1) 2 (x + 2 ) =0 ^x = 2 . 

3x — 2+2 V X + 2 + 2 


Do ta có lượng ° -+ -+ (x -1) 2 (x + 2) > 0, Vx > ■=■ • 

4 3X-2+2 ựx + 2 + 2 3 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 2. 

BT 38. Giải phương trình: X 2 + 9x + 20 = 2y/3x +10 (*) 

/•ã- Lời giải - Điều kiện X > —^ • Do X = —^ không là nghiệm nên xét X > —^ • 
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(*)^x 2 +9x + 18 + 2.(l-ự3x + 10)=0^(x + 3)(x + 6)-6 .( x + 3) =0 

1 + v3x + 10 


<^>(x + 3)- x + 6- 


1 + V 3x + - 


= 0 <=> X = -3 hoặc X + 6- , = 0. 

1 • v3.Y t 10 


Xét hàm SỐ f(x) = x + 6- 


1 + + - 


xác định và liên tục trên - 22-; +00 có: 


9 10 

f\x) = l + — r >0, Vx>-222. 

(v3x • 10 t 1)\v3x • 10 3 


Do đó f(x) đồng biến trên nửa khoảng 1 - 222 ; +00 J • 

Khi đó phưong trình f(x) = 0 có tối đa 1 nghiệm và có /(-3) = 0 => X = -3. 
Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm của phưong trình cần tìm là X = -3. 

BT 39. Giải phương trình: — ^ — = X + 20 (*) 

(3 v7 • 2x)' 

^ 7 

Lời giải . Điều kiện: 2 và x + 1. 

.. 2(x-1) 2 (3 + n/7 + 2x) 2 „ , 2(x-l) z (3 + ự7 + 2x) 2 

(3-ự7 + 2x) 2 (3 + ự7 + 2x) 2 4(x-l) 2 

<=>(3 + %/7 + 2x) 2 = 2x + 40 <=> sỊlx + 7 = 4 <=> X = ^ • 

, ^ ? 9 

Kết luận: So với điều kiện nghiệm cần tìm của phương trình là X = — • 


BT 40. Giải phương trình: — --=2x+yx-l+l 

(\ 2x +1 +1) 2 

/ê* Lời giải . Điều kiện: X>1. 


(*)»' 


6x (\ 2x 1 1 1) 


— 2x + \l X — 1 +1 3\/ 2x +1 + -\/x — 1 — X + 2 


/• _ -|\ 2 / _ 2 + 

■ \j X — 1 + — = \Ì2.X +1 — —- <=> 

l 2j l 2j 


^/x^I + f = ^/2x^T-ị 
2 2 

yjx^ĩ + 2. = ị-^2x-l 
2 2 


X -1 = X - 2 


vx 1 • 2 - v2x 1 4-v/x-l =x-2 X = 10+ 4\fE 

vx 1 I \ 2x 1 1 \ 2x - X 1 1 3x X - 10 4v5 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là X = 10 ± 4sJE. 


/X - 1 + V2x - 


519 



Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


BT 41. Giải phương trình: 


8x 


= 3\ỉ2x -1 + 1 


(*) 


ĩx + 1-1 

Sấ* Lời giải . Điều kiện: 2x -1 >0. 

8x-(n/8x + 1+1 ). = 3 j2x-l+lo>Ị8x + ĩ=3j2x-lox = ĩ. 


(*)<=> ; 


8x 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 1. 
BT 42. Giải phương trình: (x - 4)(\ .v +1 +1) 2 = X 2 (*) 

Lời giải . Điều kiện: X > 4. 


(*)<=>■ 


(x-4)- 


(n/x+Ĩ + 1)(a/x+Ĩ-1) 


= X' 


; , Ịdo: \ịx 1 1 1/0, Vx>4j 


(ựx + 1-l) 2 

<tí>(x-4)x 2 = x 2 (\Jx +1 -l) 2 <=>x-4 = x + 2- 2\[x +1 <=>\/x +1 = 3X = 8. 
Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 8. 

BT 43. Giải phương trình: (s[x + 7 - ựx + 3)(l + ^x 2 +1ŨX + 21) = 4 (*) 

Lời giải . Điều kiện: X > -3. 

7 -- {l + ự(x + 3)(x + 7)l = 4 

yX + y + VX + 3 

<=> >/x + 7 + "\/x + 3 = 1 + <^(x + 3)(x + 7) <^> (\fx + 7 — 1) — 's/x + 3(%/x + 7 — 1) = 0 


<=>l 


v/x + 7 —1)(1 — Ay/x + 3) — 0 


s[x + 3 =1 r X = -2 

<^> I _ <t±> 

ýx * 7 - 1 L* = -6 
Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = -2. 

BT 44. Giải phương trình: (\/x + 5 - yịx + 2) ■ (1 + \Ịx 2 +7x + 10) = 3 (*) 

✓â” Lời giải . Điều kiện: X > -2. 

(*)<=> 7 7 ■\l + Ậx + 2)(x + 5)] = 3 

y X + 5 + y X + 2 

>/x + 5 + Ay/x + 2 = 1 + ^(x + 2)(x + 5) <=> (^x + 5 — 1) — ■\/x + 2(^x + 5 — 1) = 0 


<=> (a/x + 5 -1) -(1->/x + 2) = 0 <=> 


ựx + 2 =1 
\[x + 5 — 1 


X = —1 
X = -4 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = -1. 

BT 45. Giải phương trình: ( \Ịx + 1 + l)(\/l + x + 2x - 5) = X (*) 


/&■ Lời giải . Điều kiện: X>-1. 

(*) o , -(%/l + x + 2x-5) = x, (do x = 0 không là nghiệm phương trình) 

yl + x-1 

<=> ựl + x + 2x-5 = y/ĩ+x -1<=>2x-5 = -1<=>2x = 4<=>x = 2. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 2. 
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BT 46. Giải phương trình: 2x 2 - llx + 21 = 3\/ 4x - 4 
& Lời giải . Tập xác định: D = □ . Đặt a = ỉỊÃx-Ã. 


(*)«• 


<=> (x-3)' 


x-4 -2)-(2x -llx + 15) = 0 <=> 


12.(x-3) 


CI + 2ci + 4 


(*) 


-(2x-5)(x-3) = 0 


12 'l 


, 2x 5 

= 0^ 

^ u + 2 u + 4 y 



x = 3 
2x - 5 - - 


12 


(I + 2 (ĩ + 4 


= 0 


(0 


Với x>3=>a = \j4x-4 > 2 nên 


2x-5 > 1 
12 


12 


Với X < 3 =>a = \4x 4 < 2 nên 


l (ì~ 4 - 2 (ì 4 - 4 
2x-5 < 1 
12 


l # + 2$ + 4 


=> 2x — 5 —- 
<1 (ĩ + 2(1 + 4 

_ => 2x — 5 ———2--- 

>1 (ĩ + 2a + 4 


> 0 . 


< 0 . 


Do đó phương trình (í) sẽ vô nghiệm khi X > 3 hoặc X < 3. 
Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 3. 

BT 47. Giải phương trình: 2\/3x - 4 + X + 2\ 5x -4=16 


(*) 


rờ° Lời giải . Điều kiện: 5x-4>0<=>x>^- Đặt a = sị. 3x-4. 
(*)<^>2.(^/3x-4-2) + (x-4) + 2.(ự5x-4-4) = 0 
<=>-2-^-— - + X-4 + — — = 0<^>x-4 = 0<=>x = 4. 


u + 2$ + 4 


V 5x -4+4 


Do 


>0, Vx> + ÍỈGŨ. 
5 


6 , 1 , 10 

- ĩ -t 1 H : - - 

(rt + l) +3 y/5x-4 +4 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 4. 

BT 48. Giải phương trình: \jx 2 + 4 = Vx -1 + 2x - 3 (*) 

<•&» Lờ/ giải . Điều kiện: X-1>0<=>X>1. Đặt a = \fx 2 +4. 
(*)<»(^ ĩ +4-2)-(^^ĩ-l)-2x+4 = 0 


<=> 


( y- 2 >y + Ị > - 2(.r - 2) = 0 o 

a + 2a + 4 yx — 1 + 1 


X = 2 
X + 2 


ổ 


X + 2 1 

+ 2fl + 4 % /x^ĩ + l 


-2 = 0 (/) 


Với X>1, thì a 2 +2a + 4 = ^(x 2 +4) 2 +2%/x 2 +4 +4 > ịf>F+4 > x + 2 nên lượng: 

1 _ . 1 


X + 2 X + 2 

- < 1, suy ra: 


-- 2<1 — 


ữ +2(1 + 4 (ỉ +2rt + 4 yjx — 1 + 1 — 1+1 

Do đó phương trình (/) vô nghiệm. 


-2 < 0 . 
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Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 2. 

BT 49. Giải phương trình: \jx + 6 + s[x -1 = X 2 -1 (*) 

Lời giải . Điều kiện: X>1. Khi đó: (*) <=>4x 2 -4-4%/x + 6 -ấyỊx-l =0 
<=>s[x + 6. yj(x + 6) 2 -4 + 4ựx-l.(%/x-l -l) + 4x 2 - 5x-6 = 0 

« ' t l&pạ+ĩ . (* 2)(4x + 3) = 0 

+ 6 ) 4 + 4.f (x + 6) 2 +16 vx -1 + 1 

_ , (x + 14).^/x + 6 4vX 1 

< ^ > (x — 2) • — , -1 =-1—,1-h 4x + 3 — 0 X — 2. 

ự(x + 6) 4 + 4.ự(x + 6 ) 2 +16 ựx -1 +1 

.. , (x + 14).ựx + 6 4ýx-1 , n w ^ , 

Do lượng: v — 2 -+ — + 4x + 3 > 0, Vx > 1. 

ự(x + 6) 4 + 4.^(x + 6) 2 +16 slx -1 + 1 
Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 2. 

BT 50. Giải phương trình: ỉíx 2 - 2.\[x - (x - 4)4 X-7 - 3x + 28 = 0 (*) 


Lời giải . Điều kiện: X > 7. 

(*)<=> 6x - 56 - 2^/?+4%/x + 2(x - 4)4X-7 = 0 


<=>4x 2 .(4x 


- 2) + 4.(^/x - 2) + 2.(x - 4).(ựx-7-l) + 7x - 56 = 0 


(x-8).yx 2 . 4.(x-8) . 2(x-4)(x-8) . „ , os „ 

+= 3 !: —+ ' 3 —+ v , = -- + 7.(x-8) = 0 

yíx 2 + l4x + 4 ể^ + lựx+ấ 4^7 +1 


, m [ %/+ . 4 . 2.(x 4) . „ 

<=^> (x — 8) • —~^=———-1 —~^= -—-1 — , -h 7 

4x 2 +l4x+ấ vx 2 +2^/x+4 4x-7 + 1 

_ 4Ĩ4 . 4 2.(x -4) . ^ 

Do lượng: -= -+ -=——— + 4— + 7 > 

^7 + 2^/x+4 44 2 +2 3 4x+4 \fx-7 + 1 

. 1 • _£_ ’ _ „1__11 -. c 


+ 7 =0<^>x = 8. 


+ 7 > 0, Vx > 7. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 8. 


BT 51. Giải phương trình: 3.VX + \Jx + 8 - 2 = \/x + 
Lời giải . Tập xác định: D=ũ. 

(*) 3.(vx’ 1) + (%/x 2 + 8 -3) - (4x 2 +15 -4) = 0 


3.(x 2 -1) 

<=> -+ - 


3/ x 4 +^x 2 +l 4x 2 +8 + 3 4x 2 +15+4 


= 0<^>X 2 -1 = 0<=>X = ±1. 


1 + yx 2 + 15 -y x 2 +í 


/x 2 +8+3 yx +15 +4 (VA" + 8 + 3) • (vx' +15+4) 


,Vxeũ . 


3/ x 4 + V X 2 +1 = 1 v/x 2 + - I + — > 0 
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Kết luận: Nghiệm cần tìm của phương trình là X = -1, X = 1. 

BT 52. Giải phương trình: ỉỊx + 6 + X 2 = 7 - V X - 1 (*) 

)&■ Lời giải . Điều kiện: X>1. Đặt a = \Jx + 6. 

(*) <?» (\/x+~6-2) + (x 2 -4) + (-v/x-T-l) = 0 <=> ,*~ 2 + x 2 -4 + =0 

a +2a+4 yx—1+1 

„ f 1 1 ^ 

<=>(x-2)- ———-- + X + 2+ ,- — =0<íí>x = 2. 

^a 2 +2fl + 4 sỊx-l+l) 

Do: fl 2 +2fl + 4 = (fl + l) 2 +3>0 =>——ị -- + X + 2+ - 1 —>0, Vx>l. 

M +2rt+4 ựx-1+1 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất là X = 2. 

BT 53. Giải phương trình: \Ịx + 3 + ĩịỏx + 3 =4 (*) 

Lòi giải . Điều kiện: x + 3>0<=>x>-3. Đặt a = \5x I 3. 

(*) <^> (-v/x + 3 - 2) + (^5x + 3 - 2) = 0 + ^-^- = 0 

y X + 3 + 1 a +2a+4 

J 1 5 1 1 5 

<=> (x -1) . — + -- 7 -T—- = 0 <=> X = 1, do : , — + -- 77 T—- > 0. 

\Ịx + 3 + 1 (rt + 1) +3 \[x + 3 + 1 (rt +1) 2 + 3 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 

BT 54. Giải phương trình: ĩỊĨx-3 + \j3x +1 = 2-X (*) 


Lòi giải . Điều kiện: 3x + l>0<=>x>-^- Đặt i? \2x 3. 


(*)<=>(</2x-3+1) + (n/3x + 1-2) + x-1 = 0<» 


2.(x-l) | 3.(x-l) 

rt 2 -rt + l V'3-V I 1 í 2 


+ X — 1 — 0 


r 2 3 ^ 

<=> (x —1)- 1 —- + , — +1 

“íĩ + 1 "y3x + l+2 y 


+ 1 =0<=>X-1 = 0<=>X = 1. 


Do:rt 2 -a + l= a + \ +ậ>0=>——^_ + — + 1>0, Vx>-ị- 

2j 4 a -a+1 v 3xI1i2 3 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 1. 

BT 55. Giải phương trình: \fx + 2 + 6 = \J5-X - X (*) 

/ê* Lời giải . Tập xác định: D = □ . Đặt a = \Jx + 2 và b = #^x. 

(*)<=>(%/x+~2 +1) + (2- $ị5 — x) + (x + 3) = 0<=> 7 X + 3 + * + 3 +x + 3 = 0 

a - a +1 b +2b +4 


<^>(x + 3)- 


1 1 „ì 

—7 - Ị— — — - h 1 — 0 'w > X + 3 — 0 X — —3. 

a -a + 1 b 2 +2b + 4 
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Do ta luôn có: a 2 - a +1 = 


1 

ữ + — 
2 


+ ^>0 và b 2 +2b + ấ = (b + lf + 3>0. 


Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = -3. 

BT 56. Giải phương trình: yỊ 3x + 2 + 3x 3 + X 2 + 3x = 0 (*) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . Đặt a = y3x + 2. 

(*) 7» (Ậị3x + 2 -1) + 3x 3 + x 2 +3x + l = 0<^> f x + 1 +(3x + l)(x 2 +1) = 0 


(3x +1) ■ 


1 


Cl + ũ + 1 


■ + X +1 


cì + CL + 1 
1 1 

= 0<^>x = --r, do:——-—- 
3 CI + CI + 1 


+ x 2 + 1>0, Vfl,x. 


Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = - ^ • 

BT 57. Giải phương trình: sjx + 4 + \jlx + 7 + X 2 + 8x +13 = 0 

.-â” Lời giải . Điều kiện: 2x + 7 > 0 <=> X > -^ • Đặt fl = $Ịx + 4. 

(*)^(3/ x + 4-i) + (ự2x + 7-l) + (x 2 +8x + 15) = 0 
X + 3 2 • (x + 3) 


(*) 




Xi- o z • IX Ì- OI . 

7——- + = + (x H 

rt + rt +1 y 2x + 7 + 1 

1 2 

o(x + 3)- + D=% 

1 rt i iỉ • 1 \Ỉ2x + 7 


+ (x + 3) • (x + 5) — 0 


Do ta luôn có lượng: 


+ X + 5 

+ 7 + 1 , 


= 0<^>x + 3 = 0<^>x = -3. 


1 


a 2 + rt + l 


- + 


2 7 

=-+ x + 5>0, \/x>-—, rtGŨ. 

+ 7+1 2 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = -3. 

BT 58. Giải phương trình: ị/lx +1 + yj2x +13 + 4x 2 + 44x +117 = 0 (*) 

Lời giải . Điều kiện: 2x + 13>0<=>x>- : ^-- Đặt a = s 2x + l. 


(*) (v2x +1 + 2) + (V2x +13 - 2) + 4x 2 + 44x +117 = 0 

2x + 9 2x + 9 - 

+ (2x + 9)(2x +13) — 0 

1 


-2rt + 4 + ự2x + 13+2 
1 

<=> (2x + 9) • -—— H— , —-h 2x +13 

[_{a-lf + 3 v 2x i 13 • 2 

1 1 

Do ta luôn có lượng: —-—- + - 

(a-1) +3 v 27Ũ3 • 2 


= 0<^>2x + 9 = 0<^>x = --r- 

2 

+ 2x + 13>0, Vx>-Ị^- 
2 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất x = ~2 


BT 59. Giải phương trình: 


- 3 + (x + 2)Vx + 3 — V 6 — X — 3 


(*) 
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& Lời giải . Điều kiện: X = -2. Đặt a = \'2x I 3 và b & X. 
(*) <=> (yj2x + 3 +1) + (x + 2) • (%/x + 3 -1) + (2 - ựó - x) + (x + 2) = 0 
2.(x + 2) (x + 2) x + 2 , _ 

rt+rt + 1 ựx + 3+1 b 2 +2b + 4 


<tí>(x + 2)' 


• —--H— ĩ -t— — -■ 

rt + rt +1 Jx + 3 +1 b +2b +4 


+ 1=0<^>x + 2 = 0<^>x = -2. 


Do ta luôn có: ————- + , -+ ——77 -- +1 > 0, Vx > -2. 

rt +fl + l ựx+3+1 b 2 +2b + 4 

Kết luận: So với điều kiện, phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = -2. 

BT 60. Giải phuong trình: ĩj 2x - 5 + sỊĩx - 3 + X 3 + X = 2(x 2 +1) (*) 

Lờ/ giải . Tập xác định: D = □ . Đặt a = \ 2.v 5 và /> V 2x 3. 

(*) <=> (^/2x - 5 +1) + (s/ĩx - 3 -1) + X 3 - 2x 2 + X - 2 = 0 

_ 2.(x-2) 2.(x-2) ,2 . 

<í=> , ^ + TTm 2 -- 7 + (x - 2).(x 2 + 1) = 0 

a-a+1 b +b+ 1 


<^>(x-2)- 


2 2 1 

—— : —7 + — —7 + x +1 =0<=>X-2 = 0<^>X = 2. 

a -a + 1 b +b +1 


2 2 

Do ta luôn có luọng: - —- + ——— + X 2 + 1 > 0, Vrt, b, X e □ . 

fl 2 -fl + l Ỉ> 2 +Ỉ> + 1 

Kết luận: Phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 2. 

BT 61. Giải phuong trình: 2\fx 2 -4x-4 + X = 2s[x-ĩ -4 (*) 

✓â” Lời giải . Điều kiện: X-1>0<=>X>1. Đặt a = \/x 2 -4x-4. 

(*) (x-2^/x~-T) + 2.(%/x 2 -4x-4+2) = 0<=> x ' J • 1 • ~ ( ' v ~ 4 ' Y + 4) =0 

x + 2Jx + l ‘ì 2a ! 4 


(x 2 - 4x + 4) • - - - + 7 —- 

_x + 2 \Ịx + ĩ (rt-1) +3_ 


= 0<^>x-4x + 4 = 0<^>x = 2. 


Do ta luôn có luợng- + -=-— 7 >0, Vx > 1, aeũ . 

X I 2vx • 1 (rt-1) 2 +3 

Kết luận: So với điều kiên, phuong trình có nghiệm duy nhất X = 2. 

BT 62. Giải phuong trình: ĩ]x°’ + X 2 - 4 + a/2x = X + 2 (*) 

/&■ Lời giải . Điều kiện: X > 0. Đặt a = yjx' + X 2 - 4. 

(*) <^> (^/x 3 + X 2 - 4 - x) + (\Ịĩx - 2) = 0 * 2 ~ 4 , + 2 ^~ 2) =0 

rt + rtx + X sỊ2x + 2 


<^>(x-2)- 


✓V I -í- 

+ ữx + X 2 \Ỉ2x + 2 


= 0<^>x-2 = 0<^>x = 2. 
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Do ta luôn có: 


X + 2 


X + 2. 


a 2 +ax + X 2 


X + 2 


-V 


a + - 


3x 


X + 2 


>0, Vx>0. 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 2. 
BT 63. Giải phương trình: \j-x 2 + X -1 + \j2x -1 + X 2 +x = 2 (*) 

<•&» Lời giải . Điều kiện: 2x-l>0<=>x> — • Đặt a = \/-x 2 + X - 1 . 


(*) <^> (Ụ-x 2 + X -1 + x) + (y2x -1 -1) + (x 2 -1) = 0 
(x-l)-(x 2 +1) 2-(x-l) 


<=> 


a 2 -nx + X 2 


<=>(x-l)- 
X 2 +1 

2 —— ~2 + 
a -ax + X 


X +1 


a 2 -ax + X 2 


- + 


- 1+1 
2 


- + (x-l)-(x + l) = 0 


■ + X + 1 


= 0<=>X-1 = 0<=>X = 1. Do có: 


- + X +1 — 


-1 + 1 


-1 + 1 

x' • 1 2 , „ ,1 

+ x + l>0,Vx>-7- 


a- 


2 . 3x ; v2x 1 I 1 


4 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 
BT 64. Giải phương trình: X 3 + 2x - (x 2 + l)\fĩx - 1 = ỷỊĩx 2 — X (*) 

✓â” Lời giải . Điều kiện: 2x-l>0<=>x> — • Đặt a = sỊĩx 2 -X. 


(*)<^> x.(x 2 +1) - (x 2 + l).\2x -1 + (x — 
<=> (x 2 + l)(x - V 2x 1) + (x - 


3/o~2 


-x) = 0 


— , *.(*-!) ; _n 


<=> (x-1) 2 


/ 2 . -1 

X +1 X 

X ! \ 2x í X 2 + xa+ a 2 


X I \ 2x 1 
\2 


X 2 + x.rt + a 2 


= 0 <=> (x -1) - 0 <=> X = 1. 


Do: X 2 + xa + a 2 = 


X + ■ 


, 3fl 2 

+ —"7— > 0 : 

4 


X 2 +1 


X + 


: + - 


X 


-1 X + Xrt + a 


->0, Vx>^- 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 
BT 65. Giải phương trình: \jx 3 +x 2 -1 + \fx + X 2 - 3 (*) 

/&• Lời giải . Điều kiện: X > 0. Đặt a = \Jx 3 + X 2 - 1. 


(*)<=> (yx + X - 1 - 1) + (yx -1) + X-1 = 0<=> 


x 3 +x -2 X — 1 


a' 


+ a +1 ^ +1 


+ X -1 = 0 


(x-l)-(x 2 +2x + 2) X — 1 , 

«• ---- + G- + (x -1) ■ (x +1) = 0 


íĩ + Í7 + 1 


\/x +1 
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<=>(x-l) 


(x + 1) +1 1 .. 

7 —— + 1- - + X + 1 

ữ + ữ +1 *Jx +1 


Do: fl 2 + rt + l = 


1 

u + — 
2 


, 3 n (x + l) 2 +l 
+ — > 0 => +7 


= 0<^>X-1 = 0<^>X = 1. 

1 


-—— + —pí— + X + 1 > 0, Vx > 0, e □ . 
v , 4 rt +ÍĨ + 1 yx+1 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 

BT 66. Giải phương trình: \/x-10 + \Ịx -1 + X 2 = X +1 (*) 

Lờ/ giải . Điều kiện: X>1. Đặt a = \/x -10. 

(*) <=> (4x -10 + 2) + (4õc-ĩ -1) + (x 2 -X-2) = 0 




x-2 


x-2 


—T-7 “I- 1 - 

+ 2rt + 4 ựx-l+l 
<»(x-2) 


(íĩ + 1) 2 +3 sịx — 1 + 1 

1 1 


+ (x — 2) • (x +1) — 0 
1 


+ X +1 


= 0<^>x-2 = 0<^>x = 2. 


Do lượng -7-—- + —= =— + X + 1>0, Vx > 1, íieO. 

& (rt+1) 2 +3 TT^ĩ+1 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất là X = 2. 
BT 67. Giải phương trình: V 3x - 5 + « 


- X = 2x + 2 

Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 3. Đặt a = yj3x-5. 


(*) 


(*) <z> (y3x - 5 + 2) + 

<»(x + l) 


- X - 2) = 2x + 2 <=> —^±3-2(x +1) = 0 

« 2 -2fl + 4 Vã^ + 2 


3 

1 _ 2 1 

= 0 

(íz — 1) +3 ^ 

f 3-x + 2 





X = 1 


- = 2 + - 


Ta có: VT, = --— < I 

(,) (rt-1) 2 +3 3 


1,VP(i) 2 + "^ + 2 


(rt-1) 2 +3 '4^ + 2 

1 


(0 


> 2 nên (/) vô nghiệm. 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = -1. 
BT 68. Giải phương trình: Jx - ^ + 4x = 4x 3 + 3x 2 + 2 - %/5x (*) 

<•&» Lời giải . Điều kiện: X > 0. Đặt ữ = vầ b = 4x 3 + 3x 2 +2. 

Do X = 0 không là nghiệm của phương trình nên xét X > 0. 

r I —T '\ 


(*)<=> 


ỉ X - 7 + 3x 
3 


+ (4x - 4x 3 +3x 2 +2) + (44x - 3x) = 0 


1 81x + 3x - 4 63x - 3x -2 3x - 9x 
<^> 7 -—— „ „ - + - t 7 — 77 — 77 + =0 

3 a - 3 ax + 9x 16x + 4xb + b V3x + 3x 
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1 (3x -1) ■ (27 X + 9x + 4) | (3x -1) ■ (21x + 6x + 2) 3x-(3x-l) _ 0 

3 a 2 -3ax + 9x 2 16x 2 +4 xb + b 2 V .3.V i 3x 


<=> (3x — 1) • 

~ 3x 
Do 


f \ 27 x 2 +9x + 4 21x 2 +6x + 2 


3x 


X 


= 0<^>x = - 7 ‘ 
3 


\j3x + 3x 3x 


3 a 2 -3ax + 9x 2 16x 2 +4xb + b 2 a/3x+3x 

1 27x 2 +9x + 4 21x 2 +6x + 2 3x 

3 n 2 -3ax + 9x 2 16x 2 +4 xb + b 2 y/3x+3x 

.. 1 


3x ^ 

< — = 1 nên — 


Kết luận: So với điều kiện, phưong trình có nghiệm duy nhất X = ^ • 


BT 69. Giải phuong trình: X + 2x = Xs]4x +1 + <ị3x + 2 

rằ* Lời giải. Điều kiên: 4x + l>0<=>x>-t- Đăt a = ịÌ3x + 2. 

4 


(*) 


<=>4x- 


(*) <=> 4x 2 + 8x - 4x\fĩx +1 - 4%/3x + 2 = 0 

(x + l)-ự4x + l~| + ^3x + 2- Ệ 3x + 2) 2 -4 

! • (x-2) . (x-2)-(9x + 30)-^3x + 2 . , 


+ (x-2) = 0 


4x -(x-2) + (x-2)-(9x + 


X + 1 + \fĩx~+ĩ 


<=>(x-2)- 


4x 2 


rt 4 +4fl 2 +16 
(9x + 30) • ự3x + 2 


+ (x-2) = 0 


r + 


+ 1 


Do ta luôn có: 


X + 1 + y 4x ~h 1 
4x 2 


( a 2 + 2) 2 +12 
, (9x + 30) • ự3x + 2 


= 0 <=> X - 2 = 0 <=> X = ^ 


1 


,7 ọ _ + 1>0, Vx>--J, rteD . 

(a 2 +2) 2 +12 4 


X + 1 + 4x + 1 

Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất X = 2. 

BT 70. Giải phương trình: X 2 + \Ịx 2 + 5x + 5 = \Jx + 2 - 3x - 2 (*) 


<•&» Lời giải . Điểu kiện: 


íx 2 +5x + 5>0 ^JE-5 

ị +5> X > _ ■ 

[x + 2 > 0 2 


(*) <=> X 2 + 3x + 2 + \Ịx 2 + 5x + 5 — \jX + 2 — 0 
(x + l)-(x + 3) 


<=> (x +1) • (x + 2) + 


<=> (x +1) • 


X + 2 + 


\/x 2 + 5x + 5 + 4x + 2 
X + 3 

's/x + 5x + 5 + 's/x + 2 

X + 3 


= 0 


Do ta luôn có lượng: X + 2 + —z 


= 0<^>X + 1 = 0<=>X = -1. 

> 0 , Vx >-^ -5 


sỊx 2 +5x + 5 + \Ịx + 2 2 

Kết luận: So vớĩ điểu kiên, phuơng trinh co'nghiệm duy nhất X = — 1. 

BT 71, Giải phương trình: (a/2x 2 -2x + 1 +x-l)(l + %/l + x) = Xy[x (*) 

Lời giải . Điều kiện: X > 0. 


> 0 . 
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(*) <=> (1 + yjl + x) ■ (%/2x 2 -2x + l + X -1) = (1 + y/l + x) ■ (y/l + x - 1) • \[x 

<=> \j2x 2 - 2x + 1 + X -1 = a/x + X 2 -\Ịx <=> (\j2x 2 - 2x +1 - \/x 2 + x) = 1 - sỊõc-x 

L - ,, J = 1 - VX - X 

— 2x 4- 1 4- ỵX 4- X 


X 2 - 3x + 1 „ r 

<=> —====== - = 1 - sịx - X <x> 

y 2x 2 - 2x +1 + yx 2 + X 


(x -1 + sịx) ■ (x -1 - yx) 
\Ỉ2x 2 - 2x +1 + 4x 2 + X 


+ (x-l +vx) = 0 


■ (x — 1 + °Jx) • 


X -1 - yx 

Ịlx 1 - 2x + 1 + \Ịx 2 + X 


- 1=0 


X -1 + yx = 0 <=> X = 


3-S 


(\2x' -2x + l + x-l) + (sỊx 2 + X - fx) =0 
(**) <=> \2x ; ’ 2x I 1 + X -1 = 4x - ^/x 2 + X 


Ta có: 


, VT ( . m) = ựx 2 + (X - 1 ) 2 + X - 1 > ự(l - X) 2 +X-1>1-X+X-1=0 


VP (m) = °Ịx - yx 2 + X < 4x vx 0 


Dâu đẩng thức xảy ra khi và chỉ khi X = 0, đó là nghiệm của (* * *). 

, 3-JE 

Kết luận: So với điều kiện, phuơng trinh co'hai nghiệm là X = 0, X = • 

BT 72. Giải phuong trình: (x +1) • (2%/x 2 +3 - X 2 ) + \/3x 2 + 5 = 5x + 3 (*) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . Đặt a = \/3x 2 + 5 > 0. 

(*) <=> 5x + 3-(x + l).(2%/x 2 +3 -X 2 ) -%/3x 2 + 5 = 0 

(x + l).\/x" + 3.(\lx~ +3 — 2) 4- (x +1 — \j 3x~ + 5) 4- (x — 1) = 0 


(x + l)(x 2 -l)vx 2 +: 


v/ X +3 + 2 


X +3x-4 , n 

- + -- —7 ---- + (x-l) =0 

(x + 1 ) +(x + l).fl + rt 


(x — 1) • 


(x 4-1) \/x 4- 3 X + X + 4 J 

%/x 2 +3 +2 (x +1) 2 + (x + l).a + fl 2 


+ 1 =0 <=>x = 1 . 


Do có ta luôn có: 


, (x + 1 ) 2 +(x + l).ữ + ữ 2 =íx + l + ^-ì 4- — 7 — > 0 


4 , Vx, aeũ . 


X 2 + X + 4 > 0 


Suy ra: ^ ; 7 ^ - - +-- ~ ~ • ; -- + 1>0. 

\Ịx 2 +3+2 (x + 1) +(x + l).fl + fl 

Kết luận: Phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 


(x+i) 2 yx 2 + : 


X + X + 4 
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Bình luân . Với moi XGŨ thì dấu của nhị thức x + 1 chưa xác đinh, do đó khi liên 
hợp và truy ngược dấu can tạo ra lượng (x + 1) 2 . Nghĩa là cụm (x + l).\Ịx 2 +3 cần 
ghép với bậc nhất khi có 2 nghiệm X = ±1 và sẽ tìm ax + b có a = 0 , b = 2. Khi đó ta sẽ 

cô'định lượng x-1 và thêm bớt đểgiôhg với đê bài sẽ viết được x + l-\/3x 2 +5. Rõ 
ràng để thành thạo điêu này, ta can đêh kỹ năng truy ngược dấu cũng như việc ghép 
hằng số hay ghép bậc nhất khi biết trước được nghiệm. 

BT 73. Giải phương trình: (2 + 4x 2 -2x + 5)(x +1) + 4 x4x 2 +1 = 2x4X 2 - 2x + 5 
/ềr Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Phương trình <=> (x +1) • (2 + 4x 2 -2x + 5) + 2x• (2 4x 2 +1 - 4x 2 -2x + 5) = 0 






/ o—T7 - 2x-(3x 2 +2x-l) 

(x +1) • (2 + 4x — 2x + 5) H- , - , — 0 

2'yX” +1 4- 4x — 2x + 5 

, , 1W ~ o —— ; , 2x-(x + l)-(3x-l) 

(x +1) • (2 +'n/x —2x + 5)h- , ^ -0 

2vx 2 +1 + vx 2 - 2x + 5 


<=> (x +1) • 


2 + 4x 2 - 2x + 5 ■ 


6x 2 - 2x 


= 0 


<tí>(x + l) 


2 4x 2 +1 + 4x 2 - 2x + 5 

4 4x 2 +1 + 24X 2 -2x + 5 + 2Ậx 2 + l)(x 2 - 2x + 5) + 7x 2 - 4x + 5 
<=> Jt = -1, do: 7x 2 -4x + 5 > 0, Vx e □ nên /(x) >0, Vx G □ . 

Với /(x) = ể4x 2 +1 + 24X 2 -2x + 5 + 2^(x 2 + l)(x 2 - 2x + 5) + 7x 2 - 4x + 5 
Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = -1. 

BT 74. Giải phương trình: 3\/2x 2 - X 3 + \ 9x r - 4x • 4 = 2x + 

rb» 

Do ta luôn có: 


= 0 


2 — X +1 (*) 

Lời giả i . Có: (*) <=> \ lhv - 4x + 4 - 49x 2 - 4x + 4 = 3n/2x 2 - X 3 - 2x > 0 (1) 


- 4x + 4 > \ 9x ; ’ - 4x + 4 nên 


,3/o„2 _ x 3 _2 X > 0 


54 

Suy ra điều kiện là: 35x 3 - 54x 2 < 0 « X 2 • (35x - 54) < 0 X < 0 hoặc X < ^ ■ 
• Với X = 0 thì phương trình luôn thỏa nên (*) có 1 nghiệm là X = 0. 


• Với X e 


54 

0;^ 

35 


(1)« 16-4 


X X 


, chia hai vế của phương trình (1) cho X > 0, ta được: 

( 2 ) 


f \ 1 2 


-.9-4 


f \ 1 2 


X X 


= 33/— -1 - 2 
X 


'2 2 1 í 3 + l 

Đặt t = ỉ — -1, suy ra: t 3 = — -1 <=> — = —— • Khi đó ta được: 
X X X 2 


(2)<^vr +15-vr+8 = 3í-2>ũ 


ĐK:3í-2>0^í >T 
3 
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— f 6 -1 f 6 _ 1 


t 6 +15 +4 é 6 +8 + 3 


= 3(f-l) 


<>(/ 1) (/ p / ' 1) - (/ ' . l)(í '•■) 3 0<>/ p suyra: x = 1 . 

Ví 6 +15 + 4 é 6 +8+3 

+3 I 1\ơ 2 


Do: yr +15 + 4 > 


#7i + 3 ^ ơ ị4= ± Í±Ị) < ÍL±±í±j) ■ 

. /-Í.6 , 1 rr , /I . /x6 ,0,0 


+ 15+4 


+ 8 + 3 


Suy ra: ợ 3 + 1)Ợ 2 + í +1) _ (p + pỊ+* ±1 1 _ 3 < n. Vf>ị 
y f 6 +15+4 é 6 +8+3 3 

• Với X e (—oo;0), chia hai vế cho X < 0, ta được: 


(!)<=>- -- -Vl6x 2 -4x + 4+ -- -V9x 2 -4x + 4 = --3-V2x 2 -x 3 -2 


1 (1 

1 ì 

1 /1 

l) 0 

o, 9-4 - 

— 

-16-4 -- 

4 =3-í 

V 4 

X 2 J 


X J V 


12 2 lí 3 + l_ 

Đặt t = ? --1, suy ra: t 3 = —-1<=> —= ——— Do x<0=>f 3 <-l<=>f <-l. 
Vx X X 2 

(3)^>4 6 +8-4 6 + 15-3f + 2 = 0 (4) 

Xét hàm SỐ f(t) = \Ịt 6 + 8 - 4 6 +15 - 3f + 2 trên (-oo;-l), có: 


f'(t) = -3 + 3í 5 1 , —I < 0, Ví < -1. Do đo'hàm sô' f (t) nghịch 

Wf 6 +8 ví 6 +15 J 

biến trên (-oo; -1), suy ra: /(í) = \fỹ~+~8 - 4t b +15 -3t + 2> /(-1) = 2 (5) 

Từ (4), (5), suy ra phưong trinh (4) vô nghiệm. 

Hay xe(-oo;0), thì phưong trình (*) vô nghiệm. 

Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phưong trình là X = 0, X = 1. 

BT 75. Giải phương trình: \ 2x - 11 - y 2x - 1 6x • 28 - 5 - X (*) 

_._. Í2x-ll>0 11 


_ 11 

<=> X > — • 


/&* Lời giải. Điều kiên: { <=> X > —. 

[2x 2 - 16x + 28 > 0 2 

(*)<=> |\/2jt -11-(*-5)1 + (2x-10)-4x 2 - 16x + 28 =0 

_ 2x-ll-(x-5) 2 , (2x-10) 2 -(2x 2 - 16x + 28) _ n 
\2x ĩĩ + x-5 2x 10 • v2x~ 16.V i 28 

(do: \2x 11 i X 5 >0 và 2x-10 + \ị2x 2 - 16x + 28 >0, Vx>—!- 

-X 2 + 12x - 36 É 2x 2 - 24x + 72 

«• -ị=--=^ + ----= 0 

y2x-ll + X-5 2x-10 + V2x 2 - 16x + 28 
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-(x-6) 2 


2(x-6) 2 


\i2x 11 ỉ -V 5 2x-10 + V2x 2 -16x + 28 

f 

<=> (x — 6) 


= 0 

1 


. = 0 

v2x-10 + V2x 2 -16x + 28 V2X-11 + X-5, 

<=> X = 6 hoặc 2v2.v 11 = sỊĩx 2 -lèx + 28 <=> X = 6. 

Kết luận: So vói điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất x = 6. 


BT 76. Giải phuong trình: 


4x 2 +4 


+ 6 = 2 


X + 3x — 3 2 

- — +x 

3x + 2 


(*) 


.. r .. .,. .... -3 - >/21 2 , „ 3 - >/21 

/&” Lời giai. Điêu kiên: ——-— < X < — hoăc X > -— - 

ở 2 3 2 


(*) <=> (x 2 -5) + 2 
(x 2 - 5) + 


X + 3x - 3 
3x + 2 


-1 


f 3 

V \fĩc +4 


= 0 


_ 2.(x 2 -5) _ | X 2 -5 

3x + 2 + ^(3x + 2)(x _ + 3x — 3) x~ + 4 + 3 yfx + 4 

_ 2 _ | 1 

3x + 2 + ^(3x + 2)(x _ + 3x — 3) X + 4 + 3 '\fx + 4 

2 1 


= 0 


(x 2 - 5) 

< >x -I \ 5, do: 1 + 

3x + 2 + Ậ3x + 2)(x 2 + 3x - 3) X 2 + 4 + 3sjx 2 + 4 
Kết luận: So vói điều kiện, phuung trình đã cho có 2 nghiệm là X = ±y/E. 


> 0 . 


BT77. Giải phương trình: , 2 +1 = — + + A + ^ 

4x^2 2 V x + 3 


(*) 


/ồ* Lời giải . Điều kiện: X > -3. 


( r 2 > 
^-1 
V 2 , 


(*)<=> 

X + X + 1 

X + 3 


+ 


X + X + 1 

X + 3 


-1 


1- 


%/x 2 + 2 


= 0 


-1 


<=> 


■ + ; 


X 2 -2 


1- 


- + - 


X 2 + 2 


X 2 + X +1 + 1 2 1 + 2 

x + 3 Vx 2 +2 


= 0 


<^> (x 2 - 2) 


Do ta luôn có: 


1 1 1 

•y (x + 3)(x 2 + x + l)+x + 3 ^ X 2 + 2 + •n/x 2 +2 

_Ị_ 1 1 

^(x + 3)(x + X +1) +X + 3 ^ X +2 + a/x + 2 


= 0 <^> X = ± V 2. 


> 0, Vx > -3. 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình có 2 nghiệm là X = - X = yỊ2. 
BT 78. Giải phương trình: 2v3.v-2 -2(x + 1)\/x + 2 = 3x 2 -8x-4 (*) 

Lời giải . Điều kiện: 3x - 2 > 0. 

(*)<^>3x 2 -8x-4 + 2(x + 1)n/x + 2 2\3x 2 =0 

<=> 2(x +1) • (\Ịx + 2 - 2) + \/3x - 2 • (\Ịãx - 2 - 2) + 3x 2 - 7x + 2 = 0 

« 2 : ( -ylỊ (t '; 2) + 3 • (Ĩ ,I ầ +(1 - 2) - (3x -1)=0 

V-V • 2 +2 v 3x — 2 + 2 


- + (x-2)-(3x-l) = 0 


<=>(x-2)- 


2x + 2 3y3x - 2 - _ 

, -+ - -+ 3x-l =0<^>x = 2. 

/x + 2 + 2 v3x 2-2 


„ , A , 2x + 2 

Do ta luôn có: ; -+ 


„ —’ —- + , —- + 3x -1 > 0, Vx > - • 

X + 2 + 2 v3x — 2 + 2 8 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 2. 

BT 79. Giải phương trình: (x + 2) \lx + 1 - (4x + 5)v2x I 3 + 6x + 23 = 0 (*) 

Lời giải . Điều kiện: X>-1. Đặt t = \Jx +1 >0, suy ra: x = í 2 -l. 

(*) ot 3 +6t 2 +t + 17-(ất 2 + 1).V2/’ I 1 = 0 

<^> (4í 2 +1) • sỊĩẽ+ĩ-ụ + l) + (í - 2) • (3f 2 + 4f + 8) = 0 

<=> M + (t - 2) ■ (3 1 2 + 41 + 8) = 0 

v2f 2 +1 + Í + 1 


»(í-2)- 


4 í 3 +í 
;2 + l + í + l 


+ 3í + 4í + 8 <=> f = 2, suy ra: X = 3. 


Kếtl uận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 3. 

BT 8Ỡ. Giải phương trình: (x + 2)v3x I 8 2 \Ịx 2 +X-1 + 3x 2 -10 = 0 (*) 


/©* Lời giải . Điều kiện: 


3x + 6 > 0 __1_^5 1 + ^5 

_ <=> -2 < X <--2— hoặc X >--- 

X + X -1 > 0 2 2 


(*) <^(x + 2)(ự3x + 6 - 3) + 2 a/x 2 + X - 1( V* 2 + X -1 -l) + x 2 +x-2 = 0 

_ 3-(x + 2)-(x-l) 2-(x 2 +x-2) 2 .. n 

< > -^-==ả r , —2 + —,== + (x + X - 2) = 0 


J3x + 6+3 


(x 2 + X - 2) • 


"Y X + X —1+1 

3 2 ^ 

—— —+ —+1 = 0 ^ 

3x + 6 + 3 Jx 2 + X - 1 + 1 , 


x = -2 


Do ta luôn có: -b =-h 1 > 0, Vx e điều kiện. 

v3x + 6 + 3 sjx 2 + X -1 +1 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có 2 nghiệm là X = -2, X = 1. 
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BT 81. Giải phương trình: (x + l)yjểx + 5 + 2(x + 5)\/x + 3 = 3x 2 + 14x +13 (*) 


Lời giải . Điều kiện: 


4x + 5 > 0 _ 5 

<=>x>--‘ 
x + 3>0 4 


(*) <=> (x +1) • (\fÃx + 5 - 3) + 2 • (x + 5) • (\Ịx + 3 - 2) = 3x 2 + 7x -10 
4.(x + l).(x-l) , 2-(x + 5)-(x-l) _ 


7 v --- = (x -1) • (3x +10) 

Ix + 5 + 3 yx + 3 + 2 


<^>(x-l)- 


4• (x +1) . 2-(x + 5) „ 

7 == - = — ^-3x-10 =0<^>X = 1. 

Ì4x + 5+3 yx + 3 + 2 


4(x +1) . 2(x + 5) 4(x + l) . . . c 2x + ll 

Do: 7 v ' + , v ' -3x-10 > v . ' + x + 5-3x-10 = — < 0. 


y4x + 5 +3 vx + 3 + 2 3 6 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 

BT 82. Giải phương trình: (x + l)\/2x + 3 + 2(3x + l)v4x + 2= 16x 2 + 14x + 2 (*) 
<•&» Lời giải . Điều kiện: 4x + 2 > 0. 

(*) <=> (x +1) • (sl2x + 3 - 2) + 2 • (3x +1) • {4ĩx + 2 - 2) = 16x 2 - 4 
(x + l)-(2x-l) ,4.(3x + l)-(2x-l) „ „„ 


\2x i 3 I 2 v4x ! 2 I 2 


- - 4 • (2x -1) • (2x +1) = 0 


<=>(2x-l) 


X +1 4 • (3x +1) 

2x73 + 2 Jểx + 2 + 2 


-8x-4 =0<^>2 x-1 = 0<^>x = 4- 


, 1 x + 1 4(3x + l) n , x + 1 4(3x + l) „ . „ 

Do Vx>-2- thì . -+ , — -8x-4<——+ v ' -8x-4<0. 

2 V 2x + 3 + 2 V4X + 2+2 2 2 


^ y2x + 3+2 V4X + 2+2 ^ ^ 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất x= 2 

BT 83. Giải phương trình: \j3x +1 + \Ịỏx + 4 = 3x 2 - X + 3 ( s 


/ê* Lời giải . Điều kiện: 


3x + 1^0 1 

_<=>x>--- 
5x + 4 > 0 3 


(*) yj3x +1 - (x +1) + võ.v t 4 (x I 2) -3-(x 2 -x) = 0 

X-* 2 , X-* 2 , o , 2 \ _ n 

<=> -7 2= --+ --+ 3-(x-x ) = 0 

V 3x +1 + X +1 y5x + 4 + X + 2 


<t^(x-x 2 )- 


-+ 7 -+ 3 =0<^>x-x 2 =0<^> 

3x +1 + X +1 V 5x + 4 + X + 2 , 


^ 1 1 1 

Do Vx > -^ thì ta luôn có: , -+ . -+ 3 > 0. 

2 y3x +1 + X +1 y5x + 4 + X + 2 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có 2 nghiệm là X = 0, X = 1. 

BT 84. Giải phương trình: \Ỉ2x 2 +5 X + 7 - \Ịỏx + 6 + X 2 - X - 3 = 0 (*) 
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Lời giải . Điều kiện: 


(*) <=> < 


2.X + 5x + 7 > 0 


5x + 6 > 0 


2x + 5x + 7 — 


(x + 3) + (x + 2) 


<=>x>--X- 

5 


-y5x + 6 +x-x-2=0 


x 2 -x-2 x 2 -x-2 2 

<=> —r _- +—- = =-——— +x-x-2=0 

\/2x 2 +5x + 7 +X + 3 \Ị5x + 6+x + 2 


<=>(x 2 - x-2) 


1 1 

-+ 7 -+ 1 =0^ 

Ỉ2x~ + 5x + 7 + X + 3 V 5x + 6 + X + 2 , 


X = -1 


6 1 1 
Do Vx > --X thì ta luôn có: = — -+ -+1 > I 

5 y2x 2 +5x + 7+X + 3 y5x + 6+x + 2 

Kết luận: So vói điều kiện, phuong trình có 2 nghiệm là X = X = 2. 

BT 85. Giải phuong trình: (x 2 + 3) • \Ịx’ - x + 1 = X 3 + 3x 2 - 4x +1 (*) 

<•&» Lời giải . Điều kiện: X 3 + 3x 2 -4x + 1 > 0. 

/ 2 “"7T X + 3x — 4x +1 r /~2 -I , ”1 7x + 8 _ 

(*)<=>yx -x + 1 =-^——-<=> vx -x + l-(x + 3) + ỳ—z = c 

X +3 L -I X + 3 

^ — (7x + 8) 7x + 8_ /1 . rỵ ĩ I ^ I Q_n 


+ 1>0. 


<=> —ị = ^— —-+ Y 2 = 0 (do: yx - X +1 + X + 3 = 0 vô nghiệm) 

\Ịx 2 - x + 1+ x + 3 x + 3 

í 1 lì 8 /- 

<tí>(7x + 8) —-+ ——— = 0<^>x = -^ V vx 2 -x + l 

V \Ịx 2 -x + l + x + 3 X +3 J 7 

8 .. 1 í v5 . . .. 8 1±^3 + 2 n/5 

<=>x = -3 vx — X = ——— <=>x = -3 V X =--- 

7 2 7 2 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = -Ệ, X = - — 

BT 86. Giải phuong trình: X 2 + X - \ 2x - 1 = 3 - \jx 3 + x 2 + X + 5 ( 

/ê* Lời giải . Điều kiện: 2x -1 > 0. Đặt a = yjx 3 +x 2 + X + 5. 

(*) <=> (x 2 + X - 2) + (1 - \ 2x 1) = (2 - \/x 3 +x 2 + X + 5) 

^(x-1) _-x 3 -x 2 -x + 3 


(*) <=> sỊx 1 - X +1 = 


7x + 8 

X 2 +3 


= 0<=>x = -3 V yx 2 -x + 1 = x 2 -X 

7 


<^>(x-l)-(x + 2)-- 


1 + v 2x 1 4 + 2 CI + CI 2 


2-(x-l) (x-l)-(x 2 +2x + 3) _ n 

(x -1) • (x + 2) - +1 - - —- —Ị- 1 = 0 

1 • v2x 1 (rt + 1) 2 +3 

. ,v r.. . n 2 . (x + l) 2 + 2 ~ „ . 

<=> (x — 1) • x + 2- , +1-— n — =0<= 

1 . v2x 1 (rt + 1) 2 +3_ 

Do Vx>ị thì x + 2 + ( X + 1 j 2+ ^ >2>- ị - 

2 (rt + 1) 2 +3 l + sẸx^: 


= 0<^>X-1 = 0<^>X = 1. 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 1. 
BT 87. Giải phương trình: 


V X — 1 + ịỉ7 X — 8 + 2 = Xv2x -1 


(*) 


Lời giải . Điều kiện: X-1>0<=>X>1. Đặt a = x- 2, b = ự7x- 8. 

• Trường hợp 1. Vơ'i X = 1 thì (*) <=> 1 = 1: đung, nên X = 1 là nghiệm (*) 

• Trường hợp 2. Vơ'i X > 1, ta co': 

(*) <=>x.(x +1 -2\2x 1) = 5.(x-1 -2%/x-l) + (x 2 -6x + 5) + 2.(x-2 - \Ỉ7x- 8) 

x-(x 2 -6x + 5) 5-(x 2 -6x + 5) ,2 2x-(x 2 -6x + 5) 

<=>— 7 ^== = " -^p^ f + (x 2 -6x + 5) + J 

X t 1 • 2\2x 1 X -1 + 2y X -1 a 2 +ab + b 


<=> 


X - 6x + 5 = 0 <=> X = 1 V x = 5 


2x 


( 1 ) <=> 0 < 


- 1 + IsỊx - ĩ a 2 +ab + b 2 X • 1 • 2\2x 1 
5 2x 1 • 2v2x-l 


r + - 


- + - 


X -1 + 2-v/x-l a 2 +ab + b 2 X + 1 + 2 v 2x 1 
Kê't luận: Phương trinh đa' cho co' hai nghiệm la' X = 1, X = 5 


= 0 ( 1 ) 

= 0: vô nghiệm. 


BT 88. Giải phương trình: (x - l)vX 2 - 2x + 5 - 4xyx 2 +1 = 2(x +1) 

✓â” Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=> 2 • (x +1) + (1 - x) • %/x 2 -2x + 5 + 4x • \Ịx 2 +1 = 0 

<=> 2 • (x +1) + (x +1 - 2x) • \Ịx 2 - 2x + 5 + 4x • \jx 2 +1 = 0 

<=> 2 • (x +1) + (x +1) • \/x 2 - 2x + 5 + 4x • sịx 2 +1 - 2x • \[x 2 -2x + 5 = 0 

<=> (x +1) • (2 + sỊx 2 -2x + 5) + 2x• (2^/x 2 "+T- Vx 2 -2x + 5) = 0 

/ o—77" . nv 2x-(3x 2 +2x-l) 

’ (x +1) • (2 + vx — 2x + 5) + - 


(*) 




2\fx +1 + sTx “ 2x + 5 


= 0 


<=> 


,, , 1wo , o—777 ; 77 , 2x-(x + l)-(3x-l) 

(x + l)-(2 + yx — 2x + 5) H- , —— , — 0 

2yx 2 +1 + yx 2 - 2x + 5 


<=>(x + l)- 


Do: /(x) = 


2 + ^x z -2x + 5+ 6 x 2x = 0 <=> X = -1. 

v 2yx +1 + ỵi — 2x + 5 y 

ếsỊx 2 +1 + 2%/x 2 - 2x + 5 + lẶx 2 + l)(x 2 - 2x + 5) + 7x 2 - 4x + 5 


2-v/x 4-1 + ^/x — 2x 4- 5 
4\/x 2 +1 + 2\/x 2 -2x + 5 + 2 A J(x 2 ~+ĩ)(x 2 ^-2x"+"5) + 6x 2 + (x-2) 2 +1 


2\/x 2 +1 + %/x 2 - 2x + 5 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = -1. 
BT 89. Giải phương trình: \Ị2x + 3 ■ ĩỊx+5 = X 2 + X— 6 


>0, Vx. 


(*) 
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12x + 3 > 0 

2 


<=> X > 2. 


Lời giải. Điều kiên: 

[x 2 + x-6>0 ?! 

(*)<=> 2 • (x - 3) + ỉỊx + 5 ■ (x - \'2x I 3) + X • (x - 1 - \fx + 5) = 0 


<=>(x-3) 


(x + l)-\Jx + 5 x-(x-3)-(x 2 +2) 

X : \ 2x I 3 (x - 1) 2 + (x - l)%Ịx + 5 + %Ị(x + 5) 


= 0 


Do Vx > 2 thì f(x) = 2 + 


- 2(x ; l)v'x ; 5 x(x 2 +2) ,, _ 

2 + —-—— +- — = -= 0 <=> X = 3. 

X + sJ2x + 3 (x-1) 2 +(x-1)Ụx + 5 + Ệx + 5) 2 

2(x + Y)\jx + 5 x(x +2) ^ 

x + '/2x + 3 (x -1) 2 + (x - l)%/x + 5 + ự(x + 5) 2 
phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 3. 

3 

1 ? «\ 4M 7 • /\ 7 ' V Ư ít' ~ M 7 7 '11^ 1 • A. 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 3. 


Bình luân . Rõ ràng, nếu ta chỉ tìm đỉêu kiện là x -~2 thì s ẽ r ất khó khăn cho việc 

đánh giá f(x) luôn dương. Vĩ vậy, khi giải phương trình vô tỷ, nếu ta tìm điêu kiện 
càng chặt chẽ thì sẽ giúp cho việc giải càng đơn giản. Có đỉêu kiện X > 2 do vế trái là 
dương khi 2x + 3 > 0, nên đểphương trình có nghiệm thì cần thêm X 2 + X - 6 > 0. 

BT 90. Giải phương trình: (5x - V)\/x 3 + 3 = X 3 + 6x 2 - 2x + 3 (*) 

Lời giải . Điều kiện: X > \ 3. Do X = ỉ không là nghiệm của (*) nên: 

5 

o , õ x 3 +6x 2 -2x + 3_ I 3 ; “ ,, X 3 +6x 2 -2x + 3 ,, ... 

(*)<=>yx +3 =-2— -<=>yx +3-2x =-2——-2x (1) 

5x-l 5x-l 

• Trương hơ.p 1: Nếu y/x 3 + 3 + 2x = 0 <=> yfx 3 + 3 = -2x <=> ị , 

[x 3 -4x 2 +3 = 0 

3 \Ị21 

<=> (x - l)(x 2 -3x-3) = 0<=>x = l hoặc X = 2 - 

3 “t“ '\Ị 2^1. 

Thế vào (*), thây X = 1, X = - là các nghiệm của phương trình 


Trương hợp 2: Nếu \[j? + 3 + 2x * 0 o X * 1, r/ 


3 ! \ 21 . . ,_ 

-——— thì phương trình 


( 1 )» 


X - 4x +3 X - 4x + 3 


%/x 3 + 3 + 2x 5x-l 


<=>(x 3 -4x 2 +3) 


1 1 

s]x 3 +3+2x 5x-1 


= 0 


<=> 


X 3 -4x 2 + 3 = 0 
%/x 3 +3 + 2x = 5x -1 


<=> X = 1, X = 


3 ± V 


(loại) hoặc X 4 I 3 \ 2 (nhận). 


2 + ự21 _ 

Kết luân: Các nghiệm của phương trình là X = 1, X = - , X = 4 + 3^2. 
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BT 91. Giải phương trình: 6x\Ịx 2 -X - 18 \ix 3 -9x = X 3 - 10x 2 + 81 (*) 


Lời giải . Điều kiện: 


I X - X > 0 

I X 3 - 9x > 0 


<=> 


X >3 
-3 < X < 0 


Do x = 0 không là nghiệm nên xét xe[-3;ũ)u[3;-Hx>). 


Đặt 


a = x yx 2 -x \a 2 =x 2 '(x 2 -x) = x 4 -X 3 , ,, , , , _ 

* _“ . 7 * => a 2 - b 2 = X • (x 3 - 10x 2 + 81). 

b = 3^x 3 -9x [b =9-(x -9x) = 9x -8ĨX 


(*) <^6a-6b = 


a 2 -b 2 


X 


<=> 6-(a-b)~ 


(a-b)-(a + b) 


= 0 <^>(a — b) ■ 


6 - 


a + b 


= 0 


• Với a = b, suy ra: X\ịx 2 - X = 3\/x 3 - 9x (1) 

Nếu -3 < X < 0 thì xsỊx 2 -X < 0 và 3\/x 3 -9x > 0 nên (1) vô nghiệm. 
Nếu X > 3, thì (1) <=> x\Ịx 2 -X = 3yjx 3 - 9x x 2 (x 2 - x) = 9(x 3 - 9x) 


<=> 


[x 4 -10x 3 +81x = 0 [x(x-9)(x 2 -x-9) = 0 


X >3 


<=> 


ìx>3 


<=>x = 9 hoặc X = 


l + >/37 


Với a + b = 6x, suy ra: x^x 2 -x + 3^1 x 3 -9x = 6x 


<^x 


■ (Vx 2 - X - 3) + 3.(sjx 3 - 9x - x) = 0 <=> — ị x * x 9 K 3 x ị(f = 9) =0 

yx 2 -x + 3 yx 3 -9x+x 


<tí>(x 2 - x-9) 


1 | 3 

\Ịx 2 - X + 3 v.v ’ 9x • X 


= 0^(x 2 -x-9)./(x) = 0 (2) 


Nếu X > 3 thì f(x) > 0 nên (2) <=> 


Íx 2 -x-9 = 0 1 + \Ị 

< <^> X = 

[x > 3 2 


Nếu -3 < X < 0 thì /(x) < \ + — < 0 nên (2) 

3 X 


X 2 - X - 9 = 0 


-3 < X < 0 


: vô nghiệm. 


l + v 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có 2 nghiệm là X = ; X = 9. 


BT 92. Giải phương trình: 


' 1^ 
X- — 

V 2 y 


V1 + X + 


', 1^ 
X + — 

V 2 y 


sỊl-x =: 


(*) 


/&■ Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 1. 

(*)^x-(ựĩ77 + ^)- ^ ĩ +*;^ ĩ ~ * 


= X 


< >x(ýl • X +yl-x)—= 


: = x<=>x = 0 V 


í 2 -f-l=0 


L + X + V1 — X 


t — + X + \j\ — X > 0 
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1 + sỊs f r 1 + yj~5 r. 2 ~ 3 + ^/5 

2 2 2 

< > V1 X 2 = ^ -- <=> 1 - X 2 = 3 -ý <=>X 2 = ~v, v;i <> - r ■ * v'10-2\ 5. 

4 8 8 4 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là X = 0; X = ± y \jĩO + 2yỊE. 


6 

X 

ịx + 0 


BT 93. Giải phương trình: 2x H-1 = \j4x 2 +9 + v2.v 3 

<•&» Lời giải . Điều kiện: 


(*) 


3_ 

_ <=> X > — • 

2x - 3 > 0 2 


... 2x -x + 6 2-(2x -x + 6) 1 2 

(*) <=> —— —-= — .— ———-— <=> —= —- - — 

' ! 9- y2x 3 * >/4 x 2 +9- 


-3 


<^> 


+ 9- 


— 3 = 2x 


—4x + 8 —2x + 4 _n^/o \ 

<=> ; +- , = 0 <=> (2 - x) 


+ 9 - (2x +1) 


+ (1-v2x-3) = 0 


+ 9 1 + 


-3 


+ 9 1 + n/2x - 3 

1 


= 0 X = 2. 


3 2 

Do Vx > ^ thì ta luôn có lượng: _ H- 

3 ' v4x : ’ 1 9 1 I \2x 3 


> 0 . 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 2. 

4 '\ị X + 1 + \Ị X — 2 


BT 94. Giải phương trình: \Jx +1 + — • — ,1 —— = 3 

F 6 3 (ự^i+l) 2 


(*) 


✓â” Lời giải . Điều kiện: X > 2. Đặt a = %/x + l, 6 = a/x- 2. Suy ra: a-b> 0. 
(*) < > V.Y t 1 i --- 1- ị . I- r = 3 (**) 


/Ã 7- T - V.V 2)■ ị\Ịx 2 i 1) 

Đặt a = ựx + 1, b = \lx - 2. Suy ra: a - b > 0. Khi đó viết phương trình: 

4 o /\ , 6 + 1 ,6 + 1 4 

■ = 3 <x>{a-b) + —— + —— + 


(**) <^>a + 


(a-b)(b + lý 


(a-b)(b + 1) 2 


= 4 (***) 


rp , ,6 + 16 + 1 

Ta có: a-b + —— + —— + 


C “ chy . 1 ,,(6 + 1) 2 

- > 4-*(a-b y > 


= 4. 


2 2 (a-6)(6 + l) 2 f ' 4 (a-6)(6 + l) 2 

Dấu đẳng thức xảy ra khi 2a - 2b = b +1 <=> 2a = 3b +1. 

Suy ra: 2\/x + l = 3%/x — 2 +1 <=> 4x + 4 = 9x —17 + 6yfx — 2. <=> 6sfx — 2. = 21 — 5x 


oi 


„_ 21 

2<x<^ 

5 

36.(x - 2) = (21 - 5x) 2 


o< 


„_ 21 

2<x<=^ 

5 <=> X = 3. 

25x z -246x +513 = 0 
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Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 3. 

46X + 17 


BT 95. Giải phương trình: 


X — X — 1 + 


- 1 4\ 3x i 1 


= 5-8x (*) 


Lời giải . Điều kiện: 2x-l>0<=>x>^- Suy ra: v2x 1 - 4^3x + ĩ * 0. 

Ta có: 46x + 17 = 16- (3x +1) -(2x-1) = (4ự3x + l - y/2x-l) • (4ự3x + l + y/2x-l). 


(*)<=> 3 • y6x 2 - X -1 - 
<=> 3 


X +1 + sj2x - 1) = 5 - 8x 


X 2 - X - 


1 - 2) + (1 - \Ịlx - 1) + 4 • (2 - \/3x + 1) + 8x-8 = 0 




(x-l)-(18x + 15) 2-(x-l) 12-(x-l) 

J^rĩ + 2~l + ^rĩ~2 + ^ĩ ( ’ 


•w- (x — 1) • 


18x + 15 


12 


- + 8 


Sx — X — 1 + 2 1 + V 2x — 1 2 + \J3x +1 


= 0<^>X = 1. Vì: 


18x +15 2 _ 12 

X 2 — X — 1 + 2 1 + n/2x — 1 2 + V3x +1 


+ 8 >- 


18x + 15 


2 12 

-----+ 8 > 0 . 


DX~-X-I+Z i + yzx-i z + yjx + i y6x 2 -x-l + 2 1 2 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 

BT96. Giải PT: (x 2 - lOx + 26) vt - X -(x 2 - 2x + 2)ựx - 2 = X 2 + 3x -18 (*) 

✓â” Lời giải . Điều kiện: 2 < X < 4. 

<=> (x 2 - 2x + 2)y4 X - (x 2 - 2x + 2)\Ịx-2 -(8x - 2-1)\ 4 X = X 2 + 3x -18 
<=> (x 2 - 2x + 2)(a/x-2 - V 4 X) + 8(x - 3)\ 4 X + X 2 + 3x -18 = 0 




2(x 2 -2x + 2)(x-3) 
-Jx-2 + \Ỉ4-x 


+ 8(x - 3)^4 - X + (x - 3)(x + 6) = 0 


<=> (x — 3) 


2(x-l) 2 +2 
tJx- 2 + \Ịa~x 


+ 8^4 — X + X + 6 


= 0<^>x-3 = 0<=>x = 3. 


Do Vxe[2;4] thì 


2(x-l) 2 +2 


-x+x + 6>0. 


ựx - 2 + + - X 

Kết luận: So vớĩ điểu kiên, phương trinh co' nghiệm duy nhất X = 3. 

BT 97. Giải phương trình: (x + 3)(2 + sfx + 2) = ^/2x + 5 + \j3 x + 7 (*) 

/&■ Lời giải . Điều kiện: X > -2. Đặt t = \lx + 2 > 0, suy ra f 2 = X+2 =>X = f 2 -2. 
(*)<^>(í 2 +l)(2 + í) = %/2f 2 +l + ^3f 2 +l<^>í 3 +2í 2 +f + 2 = ự2f 2 +l + ệ3í 2 +l 
^í 3 + ^2í 2 +l-(A/2í 2 +l-l) + r(í + l)-^3í 2 + l] = 0 và đặt fl = ^3f 2 + ĩ. 
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. i3 . 2í z -V2Í- +1 , t + 3t 

ot 3 + - ; -+ — ——-- = 0 

“í 2 +1 + 1 (í + 1) +(í + l)-rt + fl 


<tí> t • t + 


2 | 2/\2/ 2 • 1 | P+3 

\2/' ! 1 t 1 (f+ 1) 2 +(f+ l)-ữ + ữ 2 


= 0<=>f = 0=>x = —2. 


Kết luận: Phương trinh đa' cho co'nghiệm duy nhâ't X = -2. 

BT 98. Giải phương trình: \6-x + sỊĩx+6 + V Ox- 5 = X 2 -2x-5 (*) 

^ 5 

Lời giải . Điều kiện: ^ < X < 6. 

(*) «■ 20x 2 -74x-130 + 20(1 - \6 X) + 5^2x + 6{^2x + ễ - 4) 

- 4\ 6x 5(5 vhx 5) 

«. (* - 5)(13» +10) + 2 gĩc 5) 4- 10 (yjh2^6 + 24(*-5p6^5 = 0 

V 6— x + 1 \/2x + 6 +4 'V 6x— 5+5 


= 0<^>x = 5. 


L 5 J v6 — X +1 y2x + 6+4 yổx — 5 + 5 

Kết luân: So vơ'i điều kiên, phương trinh đa~cho co' nghiêm duy nhất x = 5. 

BT 99. Giải phương trình: X 2 "v/x+13 + 2\/5x-6 = X• (a/Sx 2 +9x-18 + 2) (*) 

✓â” Lời giải . Điểu kiện: X > ^ • 

(*)<=>X• (xựx + 3 -^/5x 2 + 9x-18) + 2-(>/5x-6 -x) = 0 


n 1% , in 20 10v2x ! 6 24y6x-5 

<tí>(x-5) 13X + 10+ . —+ . -+ - 

, V 6 - X +1 y2x + 6+4 V 6x — 5+5 


Do ViE ^;6 thì 13x + 10 + 


x-(x 3 -2x 2 -9x + 18) 2-(x 2 -5x + 6) _ n 

X- vx Ị 3 i \5x i 9.V 18 v5x 6 • X 


<=>(x-2)-(x-3)- 


x-(x + 3) 


• • V X ; 3 i v5x’ I y.v 18 V ax 6 • X 


<=> X = 2 hoặc X = 3 hoặc 


x-(x + 3) _ 2 

x-\Ịx + 3 + \l5x 2 + 9x -18 n/5x-6 +x 


(1) <=> X • (x + 3) • (\JEx-6 + x) = 2%/x + 3 • (x + yj5x-6) <=> X • (x + 3) = 2\jx + 3 


<=> sỊx + 3 ■ (x • sỊx + 3 - 2) = 0 : vô nghiệm vớĩ mọi X > — • 
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Kết luận: Phương trinh đa' cho co' hai nghiệm là X = 2, X = 3. 

BT100. Giải phương trình: X 3 +4x 2 + X + 3 = 2x 2 sỊx + 5 + -Jlx + 13 (*) 

Lời giải . Điều kiện: X > -5. 


(*) X • (x + 4) — 2*Jx + 5 + (x + 3) — V 2x I n> 


= 0 


Co: X 4- 4 + 2\jx 4- 5 — 0 'w‘ 2\j X + 5 — — X — 4 ‘w’ 


I -5 < X < -4 
IX 2 + 4x - 4 = 0 


( 1 ) 


< > X - -2 2x 2. 


Thế vào phương trình (1), không thỏa nên nó không là nghiệm của (1). 

í-5 < X < -3 


Có: X + 3 + \2x • 13 = 0 <=> x/2x + 13 = -X - 3 <=> < 


X 2 + 4x-4 = 0 


< > -V — 2 2x 2. 


Thế vào phương trình (1), không thỏa nên nó không là nghiệm của (1). 
Xét x^-2- 2\ 2 hay có X + 3 + yfĩx +13 ^ 0 và X + 4 + 2\ X ! 3 * 0 thì: 


( 1 )» 


X 2 -(x 2 +4x-4) x 2 +4x-4 

X 4- 4 4- 2's/x 4- 5 X + 3 4- yỊlx 4- 13 


= 0 


<^>(x 2 +4x-4) 


( ..2 -1 

X 1 

^ X 4“ 4 4" 2%/x+~5 X 4“ 3 4“ \j2x 4" 13 


= 0 


í t = r > (x 4-4x— 4)' x~.(x + 3) + x -x/2x + 13 + x + 4 + 2. , s/x + 5 


= 0 


<=> (x 2 +4x-4)-(x 3 +3x 2 + X + 4 + x’.v2x +13 + 2.yfx + 5) = 0 


<=> 


X + 4x - 4 = 0 


X > -5 


< > -V 2\f2 — 2 

X 3 4- 3x 2 4- X 4- 4 4- X 2 x/2x 4- 13 4- 2^jx 4- 5 = 0 (2) 

_ fx 4- 4x - 4- X 4~ 3 = 2x n/x + 5 4- n/2x 4- 13 

Kết hợp (2), (*), suy ra hệ: < ’ ^ Z —— ' 

[x 3 + 3x + X + 4 = -X V 2x +13 - 2y X + 5 

Trừ vế theo vế được: X 2 -1 = 2x 2 x/x + 5 + 2\Ịx + 5 + X 2 v'2x i 13 + yj2x + 13 

> x 2 .^2.(-5) + 13 > X 2 -1: vô nghiệm. 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 2 V 2 - 2. 
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BT 101. Giải phương trình: X 3 + 3x 2 +x+ 2 = 2x 2 \Ịx + 4 + \Ịlx +11 (*) (lEŨ) 
<•&” Lời giải . Điều kiện: X > -4. 

(*)<=>X 2 • (x + 3)-2^ + (.V I 2) y2x I 1 =0 (1) 

Ta có: (x + 3)-2y/x + 4 (x + 2) - \Ịĩx +1 = 0<=>x = -l-2\/2: không thỏa (1). 
Với X * -1 - 2\ 2, thì (x + 3) - 2^x + 4 (x + 2) - \2x I 1 ^ 0, lúc đó: 


Ị — 2v X + 


(x + 2) - vÍ2x I 1 + 0, lúc đó: 


... x 2 -(x 2 +2x-7) x 2 +2x-7 

( 1 )*» . ; n r—7 + J rr—r = 0 

X + 3 + 2\ X + 4 X + 2 + 'y2x +1 


<^>(x 2 + 2x-7) 


X + 3 + 2^fx + ~Ã X + 2 + \l2x +1 


X + 2x - 7 = 0 


<=> x>-4 


< > -V 2y/2 — 1. 


X” (x + 2 + v2x • 1) + X + 34- 2yjx + 4 — 0 (2) 

x ^ [ X 4* 3x + X + 2 = 2x \ịX • 4 • v'2x • 11 


Từ (2) và (*), suy ra hệ: 


X + 2x + X + 3 = -X V2x +11 - 2yx + 


Lờ/ giải . Điều kiện: 


3x -2x + l>0 
2x 2 + 3x-3>0; X > 0 


<tí>x> 


, , X -5x + 4 r 

(*) — 7 — I • + X + vx “2 — 0 

V 3x 2 - 2x +1 + y 2x 2 + 3x - 3 

« , ' (x - 1)(x -ỳ + (-Jx + 2) = 0 

V3x 2 - 2x +1 + v2x 2 + 3x - 3 


<tí>(yx -l)(yx + 2)- 


(>/x + l)(y/x-2) 
Í3x^2x + Ĩ + \Ỉ2x^3x^3 


+ 1=0 


và trừ 


theo vế được: X 2 -1 = 2x 2 ^/x+ĩ + x 2 's/2x+ĩĩ + a/2x + 11 + 2\[x + ĩ > X 2 ^2.(^1) + ] 
= x 2 y/3 > X 2 -1: nên hệ vô nghiệm. Suy ra (2) vô nghiệm. 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 2^2-1. 

BT102. Giải phương trình: y/3x 2 -2x + l - \ 2x + 3x- 3 = 2-x-\[x (*) 


Từ (*),(2) 


?3x 2 -2x +1 + \Ị2x 2 + 3x-3 = (yx +1)(2 -yx) = yx -X + 2 (2) 

„ í^3x 2 -2x +1 - sỊĩx 2 +3x-3 = 2 -x-yỊx + /—7——- 7 „ 

),-(?-) => y3x 2 -2x + l= 2- x 

y3x 2 -2x +1 + y2x 2 + 3x-3 = \fx -X + 2 
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2-x>0 

3x 2 -2x + l = (2-x) 


<^>x = —— 

2 2 


Kết luận: Phương trình đã cho có hai nghiệm là X = 1, X = 


#-1 


BT103. Giải phương trình: \fx + \l3-x =x 2 -X-2 (*) (leũ) 

Phân tích . Sử dụng chức năng table, tìm được nhân tử X 2 - 3x +1 nên sẽ liên hợp. 


Lời giải . Điều kiện: 


0<x<3 
X 2 -x-2 > 0 ?! 


<^>2<x<3. 


(*) <^(x 2 -3x + l) + (x-l)-\/x + (x-2) - \/3-X =0 (1) 


• Với: 


1, ĨZ-r\^ _ 1 ±-\/5 3±-v/5 

2 2 

X - 2 + %/3-x = 0 <=> \Í3-X = 2- x<=>x 2 -3x + l = 0<=>x = —- 


Thế vào (1), thấy X = thì (1) thỏa, tức X = là 1 nghiệm của (1). 

• Với X ^ _ <=> X 2 - 3x +1 ± 0, ta có: 

2 


(1) <=> (x 2 - 3x +1) + 


X - 3x +1 X - 3x +1 


<=>1 + 


x-1+yx X-2+V3-X 

1 „ A , 


-——= -ì - , — - = 0: vô nghiệm. 

: -1 + Vx X - 2 + v3 - X 


Do ta luôn có lượng vế trái là 1 + - 


• 1 ! ýx X 2 • \ 3 -V 


0, Vxe(2;3]. 
3 + ^Ỉ5 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có 1 nghiệm là X = —- - 

BT104. Giải phương trình: 2Ậx - 1) 3 + \ị3x 2 -2x = \l6x 3 - 7x 2 + 2x (*) 

<•&» Lời giải . Điếu kiện: X > 1. Nhận thây X = 1 là 1 nghiệm nên xét X > 1. 
(*) <r> 2Ậx - 1) 3 + ^3x 2 - 2x - Ậ3x 2 - 2x)(2x -1) = 0 
<>2 v (x 1) ; +Ự3x 2 -2x-(l-ự2x-l) = 0 


.. r —7 2(x -1 ) • V 3x 2 - 2x - ,, , . , „ ^ 

<=>2(x-1)• vx-1 —-- ; . -= 0 và do X>1<=>X-1>0, nên: 

1 + J2x-1 


<=> \jx-l — = = 0 <=> \Ịx-l + J(x -l)(2x -1) = a/3x 2 -2x 
1 ! V 2x 1 

<=>x-l + (x-l)(2x-l) + 2 J(x-1) 2 (2x- 1) = 3x 2 - 2x <=> X 2 = 2(x-1)^2x-1 
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<=>(x-l) 2 - 2-(x-l)• \l2x-l + (2x-l) = 0 <=>(x-l-y2x-l) 2 =0 


<=> X -1 - v2x-1 = 0 <=> %/2x-1 = X -1 <=> 


X - 4x + 2 = 0 


< > -V 2 ỉ \ỊĨ. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là: X = 1, X = 2 + \J2. 

BT105. Giải phương trình: X + 4 - Jx(x + 8) = (\Jx +1 - sịx -1) 4 (*) (xen) 


✓â- Lờ/ giải . Điều kiện: X>1. 

16 16 


X + 4 + V X + 8x ( V X + 1 + yX 


■ X + 4 + V X + 8x — (\/x +1 + \/x — 


X + 4 - Jx(x + 8) = (-y/x + 1 - sfx- 


Kết hợp đề bài, suy ra hệ phương trình: 


|x + 4 4- yx 2 + 8x = (-v/x +1 + 4x- 

Cộng vế theo vế, suy ra: 2x + 8 = (Vx + 1 - ^x-1) 4 + (v.v I 1 + yỊx-lý 
^ 2x + 8 = (2x - 2v x ; ’ 1) ' + (2x + 2ựx 2 -l) 2 

<=> 2x + 8 = 4x 2 - Sx\Ịx 2 -1 + 4x 2 - 4 + 4x 2 + 8x4X 2 -1 + 4x 2 - 4 
, o o „ o„2 „ o n „ „ I \257 


<=>2x + 8 = 16x -8<tí>8x -x-8 = 0<=>x = - 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 


l + ^/257 


BT106. Giải phương trình: — + ỷ + ^ = X + 1 

x-1 \Jx — 1 


(*) (xen) 


✓â” Lời giải . Điều kiện: X>1. Khi đó: (*)<=> n/x+"ó + ^/x--T = X + 1 (1) 


(1)<^>(Ựx + 6-2) + (Vx-1-1) = x 2 -4 


/(x + 6) 2 + 2sfx + 6 + 4 a/x-1 +1 


= (x-2)-(x + 2) 


<=>(x-2)- 


x + 6) +2yx + 6+4 ÝX 1 I 1 


■-(x + 2) =0 


<=>x = 2 hoặc 


Jl jl 

-6) 2 +2\Jx + 6 +4 %/x^ĩ+l 


— X + 2 


1 1 1 „ ^ 

0 —7 —-- 1 —1 — < — 4 - 1 < 2 

Cóx>lthì( lx + 6) 2 + 2yx + 6 + 4 yx-1 + l 4 nên (2) vô nghiệm. 


x + 2>2 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 2. 
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BT107. Giải phương trình: ,1 -= —-— (*) (X e ) 

V X 1+x 

Lời giải . Điều kiện: 0<X<1. 

(*) <=>(l + x 2 )x/l-x = (2x + x 2 )\fx <>x(\1 X síx) í (\ ì X 2xjx) 0 
x 2 (1-2x) + l-x-4x 3 _Q^ x 2 (l-2x) + (l-2x)(2x 2 +X + 1) 

x/l-x + \Ịx \Ịl-x + 2x\[x x/1-x + \fx \Ịl-x + 2 X\fx 


1 - X 2x + X 2 


<=> (1 - 2x) 


2x 2 + X + 1 


X I vx sjl - X + 2X\-X 


f 1 - X + 2xyx 


= 0<^>l-2x = 0<^>x = 2-- 

2 


„ > • . / n 1 “I ' X 2x 2 + X + 1 

Do với mọi X e ^0; 1J thì -= + ■ -= > 0. 

x/l-x + x/x yl-x + 2xyx 

Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất x = 2 

BT108. Giải phuong trình: (3x 2 - 5x - 6)\2 X = x/3x 2 - 6x - 5 (*) (x e □ ) 


2 -X > 0 

Lời giải . Điều kiện: ị 3x 2 -6x-5>0<=>x< 
3x 2 -5x-6>0 


3-2x6 


(*) <=> (3x - 5x - 7)v2 - X = V 3x - 6x - 5 - x/2 - X = ■ 


3x —5x — 7 


f _ 

<=> (3x 2 - 5x - 7) • x/2 - X - - 

V 


3x ’ 6x 5 ị \ 2 X 


3x 2 - 6x - 5 + y 2 - X 


3x 2 - 5x - 7 = 0 


3x 2 -5x-7 = 0<=>x = 


5 V 109 


/3x ; ’ - 6x 5 • vá X W(2 - x)(3x 2 - 6x - 5) = X -1: VN o 


Kết luận: So với điều kiện, phuung trình có nghiệm duy nhất X = - 


BT109. Giải phuong trình: — = \l2x - 3 - x/x-1 (*) (x 6 n ) 

^ 3 

/ê* Lời giải . Điều kiện: 2x-3>0<=>x>-^- 

(*) <=> (x - 2) + 4.(x/2x-3 -1) + 4.(1 -x/x--T) = 0 

, , 8-(x-2) 4-(x-2) 

<=> (x - 2) + - r= ? = 0 

V 2x 3 t 1 1 ì </x I ! ịhx 1)-' 


<=>(x-2)- 1 + 


2X-3+1 l + ĩỊ^Ĩ + ấx-l 


= 0<=>x-2 = 0<=>x = 2. 
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Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phưong trình là X = 2. 

BT110. Giải phương trình: x(x - 4 )\J-X 2 + 4x + (x - 2) 2 = 2 (*) (x G □) 

Lời giải . Điều kiện: 0 < X < 4. 

(*) <=> (x 2 4x)v x ' +4x + x 2 -4x + 2 = 0 và đặt t = \/-x 2 + 4x >0, thì: 

«■ -í 3 - 1 2 + 2 = 0 <=> ụ - l)(t 2 + 2t + 2) = 0 <=> í = 1. 

Với t = 1, suy ra: V-x 2 + 4x = 1<=>x 2 -4x + 1 = 0<=>x = 2± V 3 . 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 2 ± SỈ3. 

BT111. Giải phương trình: (x + l)(x - 


-X +3 = 2-(x-l) (*) (xgũ) 

Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 3. Đặt t = \Ị-X 2 + 2x + 3 > 0. 

(*) <=>(x 2 -2x-3)V-? + 2x + 3 + x 2 -2x-l = 0=>f 3 + f 2 -2 = 0 


<=> (í -1) • (í 2 + 2f + 2) = 0 <=> t = 1. Suy ra: \Ị-X 2 + 2x + 3 = 1 <=> X = 1 + \Ỉ3. 
Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 1 ± V 3 . 

BT112. Giải phương trình: (x 2 +1) 2 = 5 - Xsịlx 2 +4 (*) (x G □ ) 

✓â” Lời giải . Tập xác định: D = □ . Đặt t = x.\ 2x' + 4 <=> í 2 = 2x z .(x 2 + 2). 

~t = 2 
t = -4 


(*) <^>x 2 .(x 2 + 2x) = 4 - X. V2x 2 + 4 =>y = 4-f<^>f 2 +2f-8 = 0<^> 


• Với t = 2, suy ra: x.sỊlx + 4 = 2 <=> 


• Với f = -4, suy ra: x.sỊlx + 4 = -4 <=> 


|x>0 

[2x 4 +4x 2 - 4 = 0 
íx<0 


<^>x = 


VV3-1. 


2x +4x -16 = 0 


<=>X = -A 


Kết luận: Phương trình đã cho có 2 nghiệm là X = Vv/ 3 -1, X = -\fĩ. 

BT113. Giải phương trình: \ 2x I 5.V ! 2 - 2-v/Ìx 2 + 5x - 6 =1 (*) (x G □ ) 

T ... ~~, 3 s/3 , ^ _ -54 \ 73 

/©* Lời giai. Điêu kiên: X <-—— hoăc X >-——— 

4 4 

Đặt t = 2x 2 + 5x - 6 > 0, thì (*) <=> Ví + 8 - 2\ft = 1 <=> Ví + 8 = 2VF +1 
<=>í + 8 = 4f + l + 4Ví <=> 4\[t = 7 — 3í => f = 1. 


Suy ra: 2x 2 + 5x-6 = l<=>x = l hoặc x = ~2 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 1, x = ~2 

BT114. Giải phương trình: Vx + 1 + 4x 2 + 4x + 3 = sị(x + 2) 3 (*) (x G □) 

/&■ Lời giải . Điều kiện: X>-1. 
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(*) ^ ự(x + 2) -1 + Ặ_(x + 2) -1] • [(X + 2) +1] = Ậx + 2 ) 3 (1) 

Đặt Í = x + 2>1 thì (!)<=> vr^ĩ+ự(f-i)(í+i) =ts[t -1 =t4t-4t^ĩ 


<=> ■ 


<tí> 


/v/ \t IX) 


/y/>\7 1 


í 2 -l = í 3 +í-l- 2t^t.(t - 1) ^ |f 2 -f-2.Vf 2 -f+ 1 = 0 

í / > 1 


|r >Í-1 

77 


. , 1 + V5 . . V 5 - 3 

- „ <=>/ = _ =>x= ——— ■ 

-í - l) 2 =0 [f 2 -í-l = 0 2 2 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 


SỈ5-3 


BT 115. Giải phương trình: 3sj2x 2 + 2x +12 - 2\ 16x - X 2 - 6 = 6 sịx (*) (ieO) 
Sà- Lờ/ giải . Điều kiện: 8 - \/58 < X < 8 + \/58. Chia hai vế cho \/x > 0, được: 

s \ I s Cauchy 

2. X + - + 1 -2- '-X-- + 16 = 6 và đặt f = x + - > 2 X 6. 

X J X X 


o 3y2í + 2=6 + 2v 16 -1 o 9.(2/ + 2) = 36 + 24VI6 -1 + 4.(16 - í) 
~ = llí-41<=>121í 2 -758í-623 = 0<tí>í = 7. 




Suy ra: x + — = 7<=>x 2 -7x + 6 = 0<=>x = l hoặc X = 6. 

X 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có 2 nghiệm là X = 1, X = 6. 


3x 


BT116. Giải phương trình: 

3 + y/x 

/&” Lời giải . Điều kiện: X > 0. 

3x 2 


: + 6 + 2.yX — 5x 


(*) 


(x eũ ) 


+ 2 = 5-- 


(*) + 2.(3 + \fx) = 5x < Chi * :3+Jĩ > 3-^-=- 

3 + yx (3 + yx)” 3 * VA' 

X _ 2 

Đặt t = ■= > 0, thì (**) <=> 3f 2 + 2 = 5f <=> í = 1 hoặc f = V- • 

3 + y/x 3 

Suy ra: x = 3 + \[x hoặc 3x = 6 + 2-Jx <=> x = — hoặc X = 20 + 2y/Ĩ9 . 
2 2 9 

Kết luận: So điều kiện, nghiệm phương trình là X = — + y^ , X = 20 + 2 • 




BT117. Giải phương trình: 
/&■ Lờ/ giải . Điều kiện: Ị 


+ 8 = 3-(x + 2y[x) (*) (xeũ) 


4 3\fx 
4 - 3x + 0 16 

I- 

yx >0 9 
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(»)o *V =3x-2.(4-3>/x) < Chia: 4-3^ - ^—^ = 3 - ^-=-2 (**) 

4-3^ (A-3\fx) 2 4-3^ 

. X x „ f = l x = 4-3\fx X = 1 

Đặt t = - 7= thì (**) <=> t 2 = 3t - 2 <^> " * => ]_<=> r — • 

4-3yx L f = 2 x = 8-6\fx [x = 26-6'jv7 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phưcmg trình là x = \, X = 26 - 6\ỊĨ 7. 

BT ĨĨ8. Giải phương trình: loVx + 3 + - 13%/x =0 (*) (x EŨ ) 

yX + 3 


Lời giải . Điều kiện: X > 0. Do x = 0 không là nghiệm nên xét X > 0. 
(*) < > 10 •, + 3 • -13 = 0 í**) 


ỵ 3 3 

Đặt í = —— > 0 thì (**) <=> 10f + 4- -13 = 0 <=> 10f 2 - 13f + 3 = 0 <=> 3 • 

V X t t = — 

L 10 



Với t = 1, suy ra: , I —-— = 1<=>x + 3 = x: vô nghiệm. 


. 3 _ |x + 3 3 _ x + 3 9 _ __ 300 , . 

• Với í = suy ra: , —— = ---<=> —— = —— <=> X = ~~r— : loại. 

10 V X 10 X 100 91 

Kết luận: Vậy phương trình đã cho vô nghiệm X G 0. 

BT119. Giải phương trình: 5\fx + —= 2x + -?- + 4 (*) (x G □ ) 

2ựx 2x 

ị Cauchy 1 

rả” Lời giải . Điều kiện: X > 0. Đặt t = sỊx + ——= > yfĩ=>t 2 - l = x + ^~- 


= 0 => 2r -5f + 2 = 0<=>f = 2. 


f -Ị \ í _ -1 

(*)»2 X + —— — 5 4x + —-= +4 = 0=>2í 2 -5/ 
l 4xJ t 2ựxJ 

1 3±2 

Suy ra: X + = 3 <=> 4x - 12x +1 = 0 <=> X = —-2: 

4x 2 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 


3±2 yịĩ 


BT120. Giải phương trình: X 2 + yx 4 - X 2 = 2x +1 (*) (x G □ ) 

/&* Lời giải . Do X = 0 không là nghiệm nên chia hai vế cho X * 0, được: 

(*)<=>*- — + Jx - — - 2 = 0 <=> Jx - — = 1 •w’ X — — = 1 'w' X = — Ẽ^ỊẴ . 

X ỵ X V X X 2 

Kết luận: Phương trình đã cho có hai nghiệm là X = , X = - ^ ■ 
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BT121, Giải phương trình: X 2 - 6x + X ■ 


X 2 -6 


-6 = 0 


(*) 


(igO) 


rà- Lời giải . Điều kiện: \ 6 < X < 0 hoặc X > SỈ6. Chia 2 vế cho X, ta được: 


(*)«■ 


x 2 -6 fx 2 -6 


'V 


-6 = 0 ^ 


X 2 -6 


= 2 <=> X — 4x — 6 = 0<^>x = 2 ± V 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là X = 2 ± \ 10. 

BT122. Giải phương trình: ^4x- Vl6x 2 -9 + ý4x I vTỏx ’ -9 = 4 (*) (x G □ ) 


rồ- Lời giải . Điều kiện: 16x 2 - 9 > 0; 4x - yl6x 2 - 9 > 0. 


Do 


\ 4x \ l6x~ 9 • v4x I \ 16.V 


-9=3 nên sẽ đặt í = 


ặt í = \ 4x \ 16.V 9 > 0 


và sẽ được \Ịax + \ 16.V - 9 = • Khi đó: (*)<=> f 2 -4f + 3 = 0<=>í = 1 hoặc 

í = 3. 

• Với í = 1, suy ra: a/Ĩỗx 2 -9 = 4x -1 <=> I 

• Với t = 3, suy ra: \ 16x’ -9 = 4x - 9 : vô nghiệm. 


4x -1 > 0 5 

<=> X = — • 

8x = 10 4 


Kết luận: Thế vào điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = V • 


9 2x 

BT 123. Giải phương trình: + - 

X V 2.V i 9 


-1 = 0 


(*) 


(xeũ ) 


9 4 - 2x 2 

✓â” Lời giải . Điều kiện: X * 0. Khi đó: (*) <=> —— + 2 • 


\ 2x ; ' t 9 


-3 = 0 


X _ 1 2x 2 + 9 _ 1 

Đặt t = , + 0 => -4- = —-— thì phương trình <=>-!- +2f- 3 = 0 

\ 2x ; I 9 / ? -V F 6 í 2 

<=>2í 3 -3í 2 + l = 0<tí>í = l hoặc f = -j^- 


Với í = 1, suy ra: 

Với t = - ^, suy ra: y/2x 2 + 9 = -2x <=> • 


+ 9 = X: vô nghiệm. 

x<0 


2x 2 = 9 2 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = - 


3^2 


BT124. Giải phương trình: 2x 2 - llx + 21 - 3y4x -4=0 (*) (x e □ ) 

rờ- Lời giải . Tập xác định: D = □ . Đặt t = y4x-4. 


(*) «■ £ (4x - 4) 2 - - (4x - 4) - 3V4x -4+12 = 0 


550 



khangvietbook.com.vn - ĐT: (08) 3910 3821 - 0903 906 848 

Suy ra: t 6 -lất 3 -12í + 96 = 0<^(í-2) 2 (f 4 + 4í 3 +12t 2 +18í + 24) = 0 (**) 

• Nếu t < 0 thì t 6 - 14f 3 - 24í + 96 > 0. 

• Nếu t > 0 thì t 4 + 4f 3 + 12f 2 +18 1 + 24 > 0. 

Do đó: (**) <=> (í - 2) 2 = 0 <=> t = 2, suy ra: \jểx - 4 = 2 <=> X = 3. 

Kết luận: Phuơng trình đã cho có nghiệm duy nhất là x = 3. 

BT125. Giải phương trình: 4.(2x 2 +1) + 3.(x 2 - 2x)\ị2x -1 = 2.(x 3 + 5x) (*) 

^ 1 
rò* Lời giải . Điều kiện: 2x-l>0<=>x>-^- 

(*) <=> 3x.(x - 2)\2x 1 - 2.(x 3 - 4x 2 + 5x - 2) = 0 
<=> 3x.(x - 2)\ 2x -1 - 2.(x -2).(x 2 - 2x +1) = 0 

o{x-2)-(3xsj2x^ĩ-2x 2 +4x-2) = 0o - r -- 

2.(2x -1) + 3.x.y2x -1 = 2x 2 (0 

(0 < chia:j2 > 2-^p L + 3- ^ 2x ~ 1 -2 = 0^ l^l = ị<=>x = 4±2& 

X 2 X ỵ X 2 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 2, X = 4 ± 2v3. 

BT126. Giải phuong trình: 5.(8x 2 + llx) = 27.(2x + l)v3x - 2 (*) (x e □ ) 


-vv 2 ^ 2 ^ , 2 
rờ* Lời giải . Điều kiện: X > ^ • Do X = ^ không là nghiệm nên xét X > ^ • 

(*) ^ 2.(2x +1) 2 + (3x - 2) = Ẹ- • (2x + l)v3x-2 và chia cho (2x + l)y/3x-2 

5 

_ 2x + l >/3x — 2 27 , 2x + l . . 

^ 2 • 7 + — = — và đặt t = > 0 thì: 


• = 4 ' “ và đặt / 

\Ỉ3x-2 2x + l 5 


<»2f + ỉ = ^<íí>2f 2 -^í + l = 0<=>f = ^ hoặc í = \ ■ 
t 5 5 2 5 

, 2x + l 5 _ /T——— . _ _ , „ 27 

• Với t = 7 = <=>5y3x-2 = 4x + 2<^>x = 2 hoặc X = — • 

v'3^2 2 16 

2x +1 1 Ị - 

• Với t = . =-z<=> v3x - 2 = lOx + 5: vô nghiệm. 

V3x-2 5 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuong trình là X = 2, x = ^-~- 

16 

BT 127. Giải phuong trình: (x 2 + x) 2 + (x -1) 2 = (x 2 + l)\Ịx-x 3 (*) (x G □ ) 


rê>* Lời giải . Điều kiện: X - X 3 > 0 <=> 


a = x 2 + x \a-b = x 2 +1 


x< -1 


0<X<1 ' \b = x- 1 \ab = x -X 


(*) <^>a 2 +Ỉ7 2 = (a-b)\Ị-ab <^{a-b) 2 + 2ab-(a-b)\J-ab =0 (**) 
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Đặt 


í u = a - b > 0 


thì (**) <=> V 2 - uv - 2u 2 = 0 <=>(» + v)(u - 2v) = 0 <=> u = 2v. 


[v = \Ị-ab > 0 

Do đó: a-b = 2sj-ab <=> a 2 + b 2 -2ab = -4ab <=> (a + bý = 0 <=> a + b = 0. 
Suy ra: x 2 +x + x- l = 0<=>x 2 +2x-l = 0<=>x = -l± yỊĨ. 

Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có 2 nghiệm là x = -l±\Ỉ2. 


n. I ./V I ./V — V T—T- A. I ^-./v -L. — vy T— T' sv — -L -1. y 4 

Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có 2 nghiệm là 

BT128. Giải phuong trình: ^2-x 2 +. 2--ị- =4-x~ — 

V X X 

2-X 2 >0; x + 0 

Lời giải. Điều kiên: ị 1 1 

2- , X); 4 X- X) 

X X 


(*) (leD) 


(*)<=> 4- 


X + — 
X y 


1 


+ 2-5-2 


1 


X + — 
X y 


4- 


1 

X H- 

X 




1 


Đặt f = X + — => f = X + —- + 2 <=> X + —z = t -2. Khi đó: 2 < í < 
XXX 11 

(**)^4-(t 2 -2) + 2^5^Z(t ĩ ^2)=(4-t) 2 o^9-2t 2 =t 2 -4t + 5 
<=> (í - 2) 1 + (1 - %/9 -2t 2 ) = 0 (t-2) 2 + 2 ^~ 4 \ : = 0 

-1 , . /n 0x2 


3n/2 


»(í-2) 


Í-2 + - 


2f + 4 


1 +v9-2í 2 


= 0<^ 


1 + V9-2Í 

1 


í = 2=5 
Í-2 + - 


- = 2<=>x = l. 

X 

2f + 4 . . 

= 0 (***) 


Với 2 < í < 


1 + V9-2 f 2 

thì f - 2 và 2í + 4 cùng dấu nên (* * *) vô nghiệm. 


Kết luận: So với điều kiện, phuung trình có nghiệm duy nhất X = 1. 

BT129. Giải phuong trình: - 5 + x * ^ + 2 = 0 (*) (x e □ ) 

J 1-x 2 -V (1 -A- ) 


<•&» Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 1 và X + 0. 

5 1 1 

--l + 2 = 0<=> 


/l-x 2 -V (1 


. 5 
- + -• 


1 


(*)<=> , . 7« 7X 

X (1-x ) 2 XV 1 r 

Đặt í = xVl -X 2 , suy ra: f 2 =x 2 (l-x 2 ). Khi đo': 

(l)<z>4 + ị.- + l = 0<»2f 2 + 5f + 2 = 0<»f = -ị hoặc í = -2. 
t 2 2 t 2 


: + 1 — 0 (1) 


Vơ'i t = --=>2xẶ -X 2 =-lo 
2 


Í-1<X<0 J-1<X<0 

[4x 2 (1 - X 2 ) = 1 ° [4x 4 - 4x 2 +1 = 0 


o X = —- 


Ĩ2 
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Với t = -2 => xy 1 -X 2 = -2<x> 


Í-1<X<0 Í-1<X<0 

i . <=>í , , , : vô nghiệm. 

[x(l-x) = 4 Ịx -X +4 = 0 


Kết luận: So với điểu kiện, phưcmg trinh đa' cho co'nghiện duy nhâ't X = 

BT130. Giải phương trình: X 3 - 3x 2 - 6x + 2(x + 2)yjx + 2=0 (*) (x e 11) 

Điều kiện: x + 2>0<=>x>-2. 

«£* Lời giải 1 . Chia và đặt một ẩn phu. 


(*) <=> X 3 - 3x(x + 2) + 2 J(x + 2) 3 = 0 <=> 


+ 2 = 0 


(do: X = -2 không la'nghiệm cua phương trinh nên chia cho J(x + 2) 3 > 0). 


Đặt t = —ỉ=^f 3 = 


thì phương trình <=>P-3f + 2 = 0<=> 


t = -2 


• Vơ'i t = 1, suy ra: - 

\ 

• Vơ'i t = -2, suy ra: 


= !<=>-\/x + 2= x<=> 


X 2 -X -2 = 0 


<x>x = 2. 


= -2o 2sỊx + 2= -x<^> 


-2 < X < 0 
4x + 8 = x 2 


<=>x = 2- 


Kê't luận: Phương trinh đa' cho co'hai nghiệm la' X = 2, X = 2-1&. 

Xồ- Lơl giải 2 . Đặt một ẩn phụ đua vê' phương trinh đẩng câp bậc ba 

(*) <=> X 3 - 3x(x + 2) + 2Ậx + 2) 3 = 0, (1). Đặt t = \Ịx + 2 > 0, khi đo': 

(1) <=> X 3 - 3x.í 2 + 2í 3 = 0, (2) và chia hai vế cho í 3 + 0, ta được: 

(2) <=> y -3• — + 2 = 0<=>y = l hoặc -7 = -2 ++t = x hoặc 2 1 = -X. 

•y t y ^ í 

Thế t = \lx + 2 và giải tuơng tự, ta được kết quả như trên. 


BT131. Giải phương trình: y 2x - X 2 + 8+——— = X 2 - X (*) (x e r ) 

X - 3 


<•&» Lời giải . Tập xác định: D = [-2;4]\|3|- 


(*) <=> y 2x - X 2 + 8 + ——- - 6 = X 2 - X - 6 


„2 , Q , £ 1 ( x 3) 2 


V 2x - X +8 + 6- - = X - X - 6 

X - 3 


J(x + 2)(4 - x) + 6-= (x - 3) • (x + 2) và do: X = -2 không là nghiệm 

X - 3 
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Chia: (x-3)(s+2) g _ 1 _ 4_X + _ 


x-3 x + 2 X — 3 vx + 2 


4-x 


-1 = 0 


(**) 


Đặt f = 


1 


14 _ r 1 1 

„- -7 thì (**) <^> 6 f 2 +f-l = 0 <=>f = "7 hoặc í = 

x-3 Vx + 2 32 


4-x 


Í3<x<4 


• Với t = ^, suy ra: —— • J -2. = 2.<^>J • 

3 X - 3 V X + 2 3 IX 3 - 4x + 6x -18 = 0 

1 


• Với t = -2~, suy ra: _ ,, 

2 J X 3 V X + 2 


4 -X 1 . 

= -- <=> 

2 


|x<3 

IX 3 - 3x + 2 = 0 


<=> 


X = 1 
X = -2 


X — 1 


BT132. Giải phương trình: 2x + 


Lời giải . Điều kiện: -1<X<0 hoặc X>1. 


= Jl--+3-Jx-- 


(*) (ieO) 


(*)<=> 2x + 


X — 1 x-1 


+ 3J(x + l) 


X — 1 


(**) và đặt a = 


x-l ,, X — 1 2 

—- >0=>-—- = fl . 


(**) <=> cc - (1 + 3\Ịx + 1 ) • a + 2x = 0 và có À a = (a/x + 1 + 3) 2 , nên phương 


trình có 2 nghiệm là 


u — 2.(4x + ĩ — 1) 
a = \Ịx+ 1-1 


, suy ra: 


] ỊĨO[=ựx7ĩ-i (1) 

EĨ=2.(ự^ĩ-l) ( 2 ) 


Nhận thấy rằng, nếu xe[-l;ơ) thì cả (1) và (2) đều vô nghiệm, nên xét 
X>1: 

(1) y=> \Ịx-ĩ + %/x = ựx.(x + l) <=> 2x -1 + 2%/x 2 -X = X 2 + X 


<=> (x 2 - x) - 2.4 X 2 -X +1 = 0 <=> (\/x 2 - X -1) 2 = 0 <=> X = 

(2) <=> Vx-1 = 2<Jx 2 + X - 2\fx <=> yỊx-1 + 2^ = 2\/x 2 + x 
<=> 4x 2 - X - 4\/x 2 - X +1 = 0 |~4.(x 2 - x) - 2.2.4 X 2 -X +1 


1 i vo 


+ 3x = 0 


(2yx - X -1) + 3x = 0: vô nghiệm với mọi X > 1. 


Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 


l + s 


BT133. Giải phương trình: 4x + 2 + 45 -X + 4(x + 2)(5-x) =4 (*) (x e □ ) 


Lời giải . Điều kiện: -2 < X < 5. 

_Cauchy-Schwarz 

Đặt t = 4x + 2 + 45 -X < 


; (0 < t < sịĩÃ) => Ậx + 2)(5-x) = 


t 2 - 7 


(*) <=> f 2 + 2f —15 = 0 <=> t = 3 hoặc f = 5 (loại). 
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Suy ra: Ậx + 2)(5 - x) = 1<=>x 2 -3x + 9 = 0: vô nghiệm. 

Kết luận: Phương trình đã cho vô nghiệm X e 0. 

BT 134. Giải phương trình: \lx - 2 - 4x + 2 = 2^1 X 2 - 4 - 2x + 2 (*) (x e □ ) 

Lời giải . Điều kiện: X > 2. Đặt t = yỊx-2 -y/x + 2 => t 2 = 2x-2\jx 2 -4. 
(*)<=>f 2 + f- 2 = 0<=>í = l hoặc t = —2. 

Với t = 1, suy ra: \Ịx-2 = ^/xT2 +1 <=> 2\Jx + 2 = -5: vô nghiệm. 

Với í = -2, suy ra: \fx-2 +2 = 4x3-2 <=> X + 2 + 4\fx-2 = x + 2<=>x = 2. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 2. 

BT135. Giải phương trình: 2 (\Ịx + 3 + VlO - x) - \ 30 + 7x-x 2 = 4 (*) (x e n ) 


<•&» Lời giải . Điều kiện: -3 < X < 10. 

Đặt t = 4x + 3 + n/iũ-x > 0, suy ra: t 2 =13 + 2\ 30 + 7x - X 2 . 

(*) <=> t 2 - 41 - 5 = 0 <=> í = -1 (loại) hoặc t = 5. 

Với í = 5, suy ra: V.30 + 7x -X 2 = 6<=>x 2 -7x + 6 = 0<=>x = l hoặc X = 6. 
Kết luận: So với điều kiện, phương trình có 2 nghiệm là X = 1, X = 6. 

BT136. Giải phương trình: \/2x • 3 + yjấ-x = 3x + 6\ 3x- 2.r' I 12 -23 (*) 


Lời giải . Điều kiện: -^<x<4. 

Đặt t = \ 2.v • 3 + 4Ĩ-X > 0, suy ra: t 2 =x + 2\5.v 2.V I 12 + 7. 

11 

(*) <=> 3f 2 -1 - 44 = 0 <=> t = 4 (nhận) hoặc t = - Ỵ- (loại). 

Với í = 4, suy ra: 2\5x-2x 2 +12 = 9- x<=>x = 3 hoặc X = ~Ẹ" 

, 11 
Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là X = 3, X = ^ • 

BT137. Giải phương trình: %/5 + 2x + v3 2x + 5 = 3\ 23 -4x 2 (*) (x G □ ) 


Lời giải. Điều kiên: <x<-- 

d 2 2 

Đặt t = v3 t 2x + \ 3 2.V > 0, suy ra: í 2 = 10 + 2\ 3- 4x . 

10 

(*) <=> 3f 2 - 21 - 40 = 0 <=> t = 4 (nhận) hoặc t = -(loại). 

Với í = 4, suy ra: ^25 - 4x 2 = 3 <=> X = 2 hoặc X = -2. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có 2 nghiệm là X = -2 hoặc X = 2. 

BT138. Giải phương trình: 3(\/x ! 7 • v'6 x) 2\/-x 2 - x + 42-3 = 0 (*) 


✓ã* Lời giải . Điều kiện: -7 < X < 6. 
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Đặt t = \Ỉ7 + x + \ 6 X > 0, suy ra: í 2 = 13 + 2\ x' .V í 42. 

(*) <=> t 2 - 3t -10 = 0 <=> t = 5 (nhận) hoặc í = -2 (loại). 

Vói t = 5, suy ra: \/-x 2 - X + 42 = 6 <=> X = 2 hoặc X = -3. 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm của phuong trình là X = 2, X = -3. 

BT139. Giải phuong trình: yj3x-2 +\Jx-l =ấx-9 + 2\ ; 3x' -5x + 2 (*) 

«£* Lời giải . Điều kiện: X>1. 

Đặt t = \3x-2 + \Ịx-l > 0, suy ra: t 2 = 4x-3 + 2\j3x 2 -5x + 2. 

(*) <=> f 2 -1 - 6 = 0 <=> t = -2 hoặc t = 3. 

TT ,. , „ :——-— _ [x<3 

Vói t = 3, suy ra: V3x -5x + 2= 6-2x<=>< , _ _ <=> X = 2. 

[x 2 - 19x + 34 = 0 

Kết luận: So vói điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất X = 2. 

BT140. Giải: (13 - 4x)n/2x - 3 + (4x - 3)^5 - 2x = 2 + 8Vl6x - 4x 2 -15 (*) 


^ 3 5 

<&• Lời giải. Điều kiên: - < X < — • 
* 2 2 


(*) <=> 7 ■ (\2.V 3 I \ 5 2x) 2• (2.V 3)- v 2x 3 I (3 2x)-\5 2x 


Đặt t = \Ị2x-3 + sj5-2x, \ t e 


= 2 + 8-ự(5-2x)(2x-3) 

V =2 + 2ự(5-2x)(2x-3) 


( 1 ) 


, (íe[>/2;2]j 


f 3 = 


-3 + \j5-2x) 3 


(1) <=> f 3 - ất 1 + í + 6 = 0 <=> t = 2, suy ra: v2x -3 + \Ị5-2x = 2 <=> X = 2. 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm của phuong trình là X = 2. 

BT141, Giải phuong trình: 7 \ 3x - 7 + (4x - 7 )a/7 - X = 32 (*) (x e □ ) 


Lời giải . Điều kiện: — < X < 7. 


(*)«■ 


|(3x-7) + |(7-x) 


\l3x-7 ■ 


ịợ-x) + ị(3x-7) 


v7 X - 32 


<=> 

<=> 

<^> 


[(3x-7) + (7-x)]ự3x-7+[(7-x) + (3x-7)]ự7-x = 64 
X 7)' I (\ 7 X)'' I ự(3x-7)(7 -x) • 


J3x -7 t \7~ X 


= 64 


(n/3x 7 Ị \.7 .v) 64<>Ý3x 7 ! v'7 X 4 


<=> ự(3x - 7)(7 - x) = 8 - X <=> 4x 2 - 44x +113 = 0 <=> X = 
Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm phuong trình là X = 


11 • 2\2 


2 

11 • 2\2 
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Bình luân . Bài toán: (ax + b)\fcx + d + (ex + h)^jgx + k + rẬcx + d)(gx + k ) + s = 0, ta 
có thể xử lý theo 2 hướng sau: Một là phân tích ax + b = m.(cx + d) + n.(gx + k) bằng 
đông nhất thức, rồi đưa vê dạng hằng đẳng thức như lời giải trên. Hai là có thể đặt 2 
ẩn phụ và đưa vê hệ phương trình đối xứng loại I (dành cho đọc giả). 


BT142. Giải phương trình: y3x + l + (4-3x) 

^ 1 4 

rò* Lời giải . Điều kiện: -ị<x<M 


3x +1 
4-3x 


+ v4 — 3x — 5 


(*) 


(*) <=> ^3x + l + \4 3.V + Ậ3x +1)(4 - 3x) = 5 và đặt t = \Ỉ3x + l + ^4-3x > 0 
<=>í 2 +2í-15 = 0<=>í = 3 (nhận) hoặc t = -5 (loại). 

Với t = 3 , suy ra: %/3x + l + \ 1 3x = 3 <=>aJ(3x + 1)(4-3x) = 9 <=> X = 0 V X = 1. 
Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 0, X = 1. 

BT143. Giải phương trình: 13x - 20\ 5x - 3x 2 + 2 + 4^3x +1 + 10\2 - X - 9 (*) 


rà* Lời giải . Điều kiện: -^<x<2. Đặt t = 2yị3x + ĩ+ 5^/ĩ^x >0. 


(*)<=> 2 • (2%/3x + l + 3\ 2 x) + 20 \ 3x ; I 3x + 2 - 13x -9 = 0 
<=>p+2f-63 = 0<=>f = 7 (nhận) hoặc t = -9 (loại). 

Với f = 7, suy ra: 2oV-3x 2 + 5x + 2 = 13x - 5 <=> X = — 65 ± v2193200 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 


1369 

1063 • V2193200 
1369 


BT144. Giải phương trình: (2 + V 1 X ’)(V I - X + V 1 I x) = 4%/l-x 2 - 2x 2 + 2. 
rồ* Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 1. Đặt t = V 1 X + sỊĨ+x > 0. 

I - £.2 _ 2 /^2 _ 

Suy ra: yl - X 2 = — -— và 1 - X 2 = -— ' ■ Khi đó phương trình đã cho: 

<=> í 4 - í 3 - 2í - 4 = 0 <=> (f + l)(í - 2)(í 2 + 2) = 0 <=> í = 2 => X = 0. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 0. 

BT145. Giải phương trình: X + V5-X 2 = 3xy3 -x' -7 (*) (x e□ ) 

Điều kiện: -\fầ < X < sfE. 

rồ* Lời giải 1 . Đặt một ẩn phụ đưa về phương trình bậc hai 
Đặt: t = x + yfE - X 2 , suy ra: í 2 = 5 + 2x\Ỉ5 - X 2 Xyị5 - X 2 = ■ 

(*)^5t 2 -2t-39 = 0ot = 3 hoặc t = ~- 

5 
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Với t = 3, suy ra: ^5-x 2 = 3-x<=> 


|x<3 

1 2x 2 - 6x + 4 = 0 




X = 1 
x = 2 


Với t = ——, suy ra: V5-X =——-x<=> 


v . 13 
x< —£- 
5 

25x 2 + 65x + 22 = 0 


: vô nghiệm. 


Kết luận: So với điều kiện, phuơng trình đã cho có 2 nghiệm là X = 1, X = 2. 
Lời giải 2 . Đặt một ẩn phụ đua về hệ phuong trình 

yr -.0, suy ra. Ị^-V; 5 « 

[X + y = 5 xy -7 [x + y = 5 xy - 7 

r _ _ 


<=> 


[ 25 (xị/) 2 - 72xy + 44 = 0 \xy = 2 


< 

x + y = 5xy - 7 


<=> < 


1X + y = 3 


V < 


..22 , , 

x v=- X = 1 

- 5 J 


X = 1 Jx = 2 

y = 2 v ìy =1 


[x + y = 15 

Kết luận: So với điều kiện, phuong trình đã cho có 2 nghiệm là X = 1, X = 2. 
BT146. Giải phuong trình: X + \ 26-X 2 + X\26-X 2 =11 (*) (xgũ) 

Điều kiện: \ 26 < X < \ 26. 

✓â” Lờ/ giải 1 . Đặt một ẩn phụ đua về phuong trình bậc hai 

Đặt t = X + \ 26 - X 2 , suy ra: f 2 = 26 + 2.V\ 26 - X 2 X\ 26 X = -—• 



x< -8 


X 2 +8x + 19 = 0 


<=> 

X 2 - 6x + 5 = 0 


: vô nghiệm. 
X = 1 

X = 5 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phuong trình là X = 1, X = 5. 
/•ã*> Lời giải 2 . Đặt một ẩn phụ đua về hệ phuong trình 

(x + y) 2 - 2xy = 26 

; y = n-(* 

X + y = -8 


Đặt ,-,/ 517 * 0 , suy ra: h=2f> |(y + ỵ)=-2„, = 

[x + y + xy = ll [xy = ll-(x + }/) 

f/a. , ,.\2 . o/a. . /IO_n f -u- I f -V I Q 


<=> 


-tí- ■ 


I (x + y) + 2(x + y) - 48 = 0 X + y = 6 


lxy = ll-(x + y) 


<=> < 


Uy = 5 


hoặc 


xy = 19 


(loại do s > 4P) 


|x = 1 

y=5 


hoặc 


ịx = 5 

i y = 1 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phuong trình là X = 1, X = 5. 

BT147. Giải phuong trình: 2x + %/Ì-4x 2 = ,V\ 5 -- 4.V +2 (*) (x G □ ) 
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Điêu kiện: - —— < X < —— • 
2 2 


rề* Lời giải 1 . Đặt một ẩn phụ đưa về phương trình bậc hai 
Đặt t = 2x + ^5-ấx 2 , suy ra: f 2 = 5 + 4xv/5-4x 2 x^5-4x 2 = ■ 


(*) t = ——— + !<=> t 2 -4f+ 3 = 0 <=> t = 1 hoặc t = 3. 

4 

„ r : , „ „ f 1 - 2x > 0 1 

Với í = l, suyra: y5-4x =l-2x<=>< „ <=>x = -- 7 ' 

J 12x 2 - X -1 = 0 2 


Với t = 3, suy ra: v/5-4x 2 = 3-2x<=> 


3-2x>0 u 1 

<=> X = 1 hoặc X = 2-. 
2x -3x + l = 0 2 


, T 1 1 
Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là x = ~ 2 ' x = 2 ' x = ^~ 

<•&» Lời giải 2 . Đặt một ẩn phụ đưa về hệ phương trình 

r ——y Í4x 2 + i/ 2 =5 f(2x + 1 /) 2 -4x1/= 5 

Đặt y = V 5 - 4x 2 , suy ra: ị y ’’ * 

\2x + y = xy + 2 \xy = {2x + y)-2 


(2x + y) 2 - 4(2x + y) + 3 = 0 [2x + y = 3 


xy = (2x + y)-2 


2x.y = 2 


2x + y = 1 
2x.y = -2 


2x = 1 


2x = 2 

y = -1 (loại vì y > 0) 


2x = -1 


1 1 

Suy ra: x = --~, x = - 7 , x = l. 

2 2 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là x = ~ 2 ' x = 2 ' x = ^‘ 

BT148. Giải phương trình: 3x + \ll0-9x 2 = 5 -XV 10 -9x 2 (*) (x G □ ) 

, ;A V 10 V 10 
Điêu kiện: —< X < —— • 

3 3 

/ê* Lời giải 1 . Đặt một ẩn phụ đưa về phương trình bậc hai 

Đặt t = 3x + c/l0-9x 2 , suy ra: f 2 = 10 + 6xv/l0-9x 2 <=> XV10 - 9x 2 = - 

6 

t 2 —10 

(*)<r>f = 5-—— <^í 2 +6í-40 = 0<t^í = 4 hoặc í = -10. 

6 


Với f = 4, suy ra: yl0-9x 2 = 4-3x<=> 


4 - 3x > 0 
9x 2 -12x + 3 = 0 


<=> X = 1 hoặc X = ^ • 


Với í = -10, suy ra: v/io - 9x 2 = -10 - 3x : vô nghiệm Vxe 


3 3 
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Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là x = l, X = • 

Lời giải 2 . Đặt một ẩn phụ đưa về hệ phương trình 

_ ¥i ——r „ Í9x 2 +y 2 =10 í(3x + y) 2 -6xy = 10 

Đặt y = VlO-9x 2 >0, suy ra: ị J <=>v V' y 

|3x + y = 5-xy 1 xy = 5 - (3x + y) 


(3x + y) 1 + 6.(3x + y) - 40 = 0 Ị 3x + y = 4 


xy = 5 - (3x + y) 


3 x.y = 3 


3x + y = -10 
3 x.y = 45 


3x = l 


3x = 3 1 

=>X = -V x = l. 
y = l 3 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là x = l, X = • 

BT149. Giải phương trình: X + Vl7-X 2 + xVl 7-X 2 = 9. (xen) 
Điều kiện: -Vĩ 7 < X < VĨ7. 

<•&» Lời giải 1 . Đặt một ẩn phụ đưa về phương trình bậc hai 

. ITT 2 ,2 ÍT7 7 .. 177, 2 t —17 


Đặt í = X + Vl7 - X 2 , suy ra: f 2 = 17 +: 


-X <=>xyi/-x =- 


í 2 —17 

(*) <=> í -4--— = 9<^>t 2 +2t-35 = 0<=>t = 5 hoặc t = -7. 

Với t = -7, suy ra: \ 1 7 X - 7 X: vô nghiệm Vxe -VĨ7;VĨ7 • 


Với t = 5, suy ra: Vl7-X 2 = 5-x<=> 


X - 5x + 4 = 0 X = 4 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 1, X = 4. 
Lời giải 2 . Đặt một ẩn phụ đưa về hệ phương trình 


Đặt 1 / \ 17 x' >0, suy ra: 


X 2 + y 2 = 17 j (x + ỳf - 2 xy = 17 


(x + y) 2 + 2.(x + y) - 35 = 0 [ X + y = 5 


x y = 9 - (x + y) 


<=> 1 ■ 

X + y + xy = 9 [xy = 9 - (x + y) 

4* + »: 5 hoặc iv y ,v 7 <1 

lxy = 4 lxy = 16 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 1, X = 4. 

BT 150. Giải phương trình: 2x 2 + X + Vx 2 + 3 + 2 x\jx 2 +3=9 (*) (ieũ) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Đặt í = X + Vx 2 + 3 > X + Vx 2 " = X + |x| > 0, suy ra: í 2 = 2x 2 + 2 xyỊx 2 +3 + 3. 

(*) <=> f 2 + f -12 = 0 <=> f = -4 (loại) hoặc í = 3. 
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Suy ra: V X 2 + 3 = 3 - X <=> 


X 2 -6x + 9 = x 2 + 3 


<=>x = l. 


Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là x = l. 

BT151. Giải phương trình: X ■ \Ỉ35 - X 3 • (x + \/35 - X 3 ) = 30 (*) ịx G r ) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 


Đặt y = \l 35 -X 3 , suy ra hệ: 


xy.(x + y) = 30 


X 3 + y 3 =35 (x + y) 3 - 3xy.(x + y) = 35 


" <=> ■; 

xy.(x + y) = 30 lxy.(x + y) = 30 


jx + y = 5^ 

íx = 2 , 

X = 3 

hoăc 

{ 

kO 

II 

co 

II 

So 

tN 

II 

So 


Kết luận: Nghiệm cần tìm của phương trình là X = 2, X = 3. 

BT152. Giải phương trình: J = + ~F== = g- (*) 

s/5-x s/5 + x 3 

Lời giải . Điều kiện: -5 < X < 5. 


Ta có: (*) <=> 


(n/5-x) 2 -2 (\/5 + x ) 2 - 2 _ 4 


<=> ( V 5 — X + V 5 + X ) — 2 • 


1 _ 1 

1 — X \/5 + x 


< >(y5 X I V5 ■ x)- 2 ' (v ^ ^ ^ 


(x eũ ) 


Đặt í = SỈ5-X + \Ỉ5 + X > 0, f e ị V 10; v 20 • Suy ra: 


i-x 2 = 


í 2 -10 


(**)<=> í - ———— = 3^ <ss> 3f 3 - 4í 2 - 42í + 40 = 0 <ss> (f - 4) • (3f 2 - 8f -10) = 0 
í 2 -10 3 

<=>í = 4 (nhận) hoặc t = — (loại) hoặc t = 4 (loại). 

Suy ra: \ 25 X = 3 <=> X 2 = 16 <=> X = ±4. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = -4, X = 4. 

BT153. Giải phương trình: Ị_ + = + j=L x = ^ (*) (x e □ ) 


^ 17 17 

/&• Lời giải. Điều kiên: <x< —. 

5 4 4 


i?-\17 4x>0 fl 2 =17-4x 4x = 17-rt 


/>-Vl7 • 4x >0 ơ = 17 + 4x 4x = 17 + ỉ> 


■a 2 +b 2 =3A (**) 
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, , 1 7-cc , 1 7 + b 2 
1 + 1 - 


(*)»■ 


Kết hợp (**) được hệ: 


4 4 21-0 21-b 16. 21.21 .16 

5 0 

21 21 ,16 

— + —= fl + ơ + —- 

a b 5 <=> { 

a 2 +b 2 = 34 


b 

21.(a + b) ,16 
v '=« + & + — 


5 

(a + b) 2 -2ab = 34 


<=>« 




4Z( ^ +fc) = 2.(fl + b) + y ^ Ị210.(fl + b) = [5.(fl + b) + 16] • [(fl + bý - 34] 
2flb = (a + b) 2 -34 [2flb = (a + b) 2 -34 

5.(rt + ỉ>) 3 + 16.(fl + b) 2 - 380.(fl + b)~ 544 = 0 \a + b = 8 

2 ab = (a + b) 2 -34 


<=> • 


= 15 


Suy ra: Ậ17 - 4x)(l7 + 4x) = 15 «• 17 2 - 16x 2 = 15 2 X 2 = 1 «. X = ±1. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = -1, X = 1. 

BT154. Giải phương trình: 2\ 3x + 7 - 5ẳ/x - 6 =4 (*) (x G □ ) 

^ 7 

-ộ” Lờt' giải . Điều kiện: %>-—• 


Đặt: 


' = V 3x ! 7 >0 ífl 2 = 3x + 7 (a 2 = 3x + 7 


[fc = ^6 [fc 3 =x-6 

Kết hợp với (*) được hệ: 


<=> • 


-3Ỉ> 2 - 3x +18 


a 2 - 3b 3 = 25. 



4 + 5 b 

rt 2 -3fc 3 =25 

a = — : —- 

1 <=>^ 

2 <^> 

II 

LO 

1 

« 

(N 

12b 3 - 25ỉ> 2 - 40ỉ> + 84 = 0 


b = 2 

1 ‘ V2017• 


b = 


Với b = 2, suy ra: \Ịx -6 = 2<=>x-6 = 8<=>x = 14. 


, 1 + ^2017 _ 3/—— 

Với b = ----, suy ra: VX - 6 = 


1 ± v' 


■ <=> X = 


1 + V 2017 


+ 6 . 


Kết luận: So điều kiện, nghiệm phương trình là X = 14, X = 


1 + ^2017 


+ 6 . 


BT 155. Giải phương trình: 2y 6 - 5x + 3y 7 - 6x = 5 
<•&» Lời giải . Điều kiện: 6-5x>0<=>x<^- 


Đặt 


I a = V 6 - 5x > 0 1 a = 6 - 5x 1 6a = 36 - 30x 

0 b 3 = 7 - 6x ^ 1 5Ỉ> 3 = 35 - 30x 


b = ĩj7- 6x 
Kết hợp với (*) được hệ: 


V y 

(*) (xeũ) 


6fl 2 -5Ỉ> 3 = 1. 
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6« 2 -5b 3 = 1 \a = 


2a + 3b = 5 


5-3 b 


10b 3 -27b 2 +90b-73 = 0 


ịb = 1 

<=H => X = 1. 

fl = 1 


Kết luận: So với điều kiện, phưong trình có nghiệm duy nhất X = 1. 

BT156. Giải phương trình: ấ.sỊĩĩc - 1 - \ị7x i 2 =1 (*) (x G □ ) 


Lời giải . Điều kiện: 7x + 2 > 0 <=> X > -ỹ • 


a 3 =2x-l 7fl 3 =14x-7 


a = <JZX - 


, _ <=^> <( - 
b = sl7x + 2 >0 b 2 = 7x + 2 2b 2 =Ux + ấ 


7a 3 -2b 2 =-11. 


Kết hợp với (*) được hệ: 


7fl 3 -2ỉr = -11 b=4fl-l 


4« - ỉ> = 1 


7« -32« + 16«+ 9 = 0 


[& = 4fl-l „ _ , , . 25 i vS77 _ 25->/ì 

<=>< „ __ <=>fl = lhoặc« =-—-hoặc « = ———- 

[(« - l)(7fl 2 - 25« - 9) = 0 14 14 

2 25_V 877 

Do b > 0, suy ra: Ỉ> = 4«-1>0<=>«>- nên loại a = -—-< 0. 

y 4 14 


Với a = 1, suy ra: v2x 1 = 1 <=> 2x -1 = 1 <=> X = 1. 


1 25 + V 
<=>x = - —— 


_ 25 + 4&77 .. 3/ỹỹ 

Với a = —:- , suy ra: y2x 

14 


, ^ N 1 25 + 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 1, X = — —— 

6 2 ] 


BT157. Giải phương trình: 4y5x-4 + V 10 -9x =5 (*) (x G□ ) 

/&* Lời giải . Tập xác định: D = □ . 


ịa = \Ỉ5x - 4 Jfl 3 = 5x - 4 Í9fl 3 =45x-36 

\b = ỷỊlO - 9x ^ jỉ> 3 = 10 - 9x ^ [5fc 3 = 50 - 45x 


9a 3 + 5 b 3 = 14. Kết 


hợp với (*) suy ra hệ: 


b = 5-4a 


9a 3 + 5b 3 = 14 &=5-4fl 


4« + ỉ> = 5 


-311 a 3 +1200 a 2 -1500« + 611 = 0 


(«-l)-(311fl 2 - 889« +611) = 0 


■ rt = 1 hoặc a = 


889 • V 30237 


Với a = 1, suy ra: y 5x -4=1<=>5x-4 = 1<=>x = 1. 


Với rt = - 


suy ra: x = —• 


1 889 ± V3 
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Kết luận: Nghiệm của phương trình là X = 1, X = 

5 

BT158. Giải phương trình: ý5-4x + \Ịx + 7 = 3 

^ 5 

Lời giải . Điều kiện: 5-4x>0<=>x<V. 

ịa = \Ị 5-4x >0 (a 2 =5-4x Ịa 2 =5-4x 

Đặt ị -— =>1,0 „ 

fc 3 =x+7 


889 ±V30237 


622 


. 4 
+ —• 
5 


(*) 


/ 

(ieO) 


b = ^x + 7 
Kết hợp (*) được hệ 


|ữ 2 +4Ỉ> 3 =33 
\a + b = 3 


[4b 3 =4x + 28 
a = 3-b 


<=> • 


fl 2 + 4Ỉ> 3 =33. 
ịb = 2 


<=> • 


4Ỉ> 3 + ỉr - 6Ỉ> - 24 = 0 fl = l 


=> X = 1. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 1. 
BT159. Giải phương trình: %/24+"x + \f'. 


-X = 6 


(*) 


(igO) 


<£• Lời giải . Điều kiện: X < 12. 

ị a 24 i X Ịrt 3 =24 + X 
I b = V 12 X > 0 


b =12-X 


■a 3 +b 2 = 36. Kết hợp với (*) được hệ 


ịa + b = 6 

ịb = 6-a 

a = 0 

ịa = 3 

Ịa 

= -4 

i - <=>■ 

, , <=>■ 

V 

-T V 



\a 3 +b 2 =36 

[fl 3 + a 2 - 12fl = 0 

SO 

II 

-Sà ; 

\b = 3 

1 * 

= 10 


Đặt: 


phương trình: 

Với a = 0, suy ra: v24 i X = 0<=>x + 24 = 0<=>x = -24. 

Với a = 3, suy ra: \24 ! X = 3<=>x + 24 = 27<=>x = 3. 

Với a = -4, suy ra: \ 24 i X = -4 <=> X + 24 = -64 <=> X = -88. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = -24, X = 3, X = -88. 

BT160. Giải phương trình: \ 3 - 2x + \ỊE + 3x =3 (*) (x e □ ) 

^ 3 

<•&» Lời giải . Điều kiện: 3-2x>0<=>x<V. 


Đặt: 


I = 'j3-2x >0 írt 2 =3-2x Í3fl 2 =9-6x 


[b = ỉj5 + 3x [b 3 = 5 + 3x 

Kết hợp với (*) được hệ: 


<=> < 


2 b 3 = 10 + 6x 


3 a 2 + 2 b 3 = 19. 


3fl 2 + 2 b 3 = 19 


<=> 




ịa = 3-b 

2b 3 + 3Ỉ> 2 - 18b + 8 = 0 


[a + b = 3 
»(fl;fe)=-jH;7);(2;l); 


a = 3-b 

3.(3-b) 2 +2b 3 =19 


^ 5 ^ 

2'2 


Với a = 7, suy ra: V3 - 2x = 7 <=> 3 - 2x = 49 <=> X = -23. 
Với (1 = 1, suy ra: \Ỉ3-2x = 1<=>3-2x = 1<=>x = 1. 
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Với a = - , suy ra: \-3 2x = -<^>3-2x = — <=> X = ——• 

2 y 2 4 8 

? 13 

Kết luận: So điều kiện, nghiệm của phương trình Tã x = -23, x = --T-f x = l. 

8 


BT161. Giải phương trình: 2yl - X 2 + yl - X 2 = 3 (*) (x 6 ) 

«£* Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 1. 


a = \ll-x >0 (T = 1 - X 


b = m-x 


a 2 - b 3 = 0 <=> a 2 = b 3 . Kết hợp với (*) 


b 3 = 1-x 


được hệ i <=>G- .„<=>!„ 

{ a 2 =b 3 [(3-2 b) 2 =b 3 [b 3 -Ab 2 +l2b-9 = 0 [fl = l 

Với a = 1, suy ra: \Ịl-x 2 = 1<=>1-X 2 =1<=>X = 0. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 0. 

BT162. Giải phương trình: yịl — x + \ịl + x = 2 (*) (xen) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

1 n — \ f\~-~x ị cề = 1 — X ® 

Đặt: [ _=>< * =>a 3 +b 3 = 2. Kết hợp với (*) được hệ 


a + 2b = 3 J = 3 - 21» 
a 2 =b 3 |(3-2Ỉ») 2 = 


a = 3-2b 


a = sj 1-x \a =\-x 


b = m+x \b = 1 + X 


phương trình: 


a + b = 2 \b = 2-a 


a 3 + b 3 = 2 \a -2a + l = 0 \b = 1 


<=> < ■ Suy ra: yl-x=l<=>x = 0. 


Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là X = 0. 

BT163. Giải phương trình: 2y/5x - 8 + 3v22 - 2x = 12 (*) (x e □ ) 

ãr Lời giải . Tập xác định: D = □ . 


ịa = sj5x - 8 írt 3 = 5x -8 [2fl 3 =10x-16 

Ịb = ị]22 - 2x ^ \b 3 = 22 - 2x ^ [5 b 3 = 110 - lOx 


Suy ra: 


2a + 3b = 12 
2a 3 + 5b 3 = 94' 


12-31» 


12-31» 


2fl 2 + 5Ỉ> 3 = 94. 


12-3 b 


+ 51» 3 =94 7b - 3241» +12961» = 1352 


12-3 b 


(ỉ» - 2) • (7b 2 - 3101» + 676) = 0 


■ b = 2 hoặc b = 


155 ± V 


Vói b = 2, suy ra: v22 — 2x = 2 <=> 22 — 2x = 8 <=> X = 7. 

, 155±ựl9293 _ „ lí 155 + VĨ92S 

Với b = --£-=-, suy ra: x = ll-^- _ 

7 2 7 
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Kết luận: Các nghiệm của phương trình là X = 7, X = 11 - ^ • 

BT164. Giải phương trình: \Jd - X + ị/x-1 =\ỊĨ (*) (xen) 



<•&” Lời giải . Điều kiện: 1 < X < 5. 


\a = ịl 5-x >0 Ịa 4 =5-X , . , , s * 

Đặt __ =>1 , <=>fl + b =4. Kết hợp với (*) được hệ 

\b = ịfx^ĩ>0 \b 4 =x- 1 

a + b = \fĩ ịa + b = \lĩ 

[{a + b) 2 - 2 ,abj - 2.{abf =4 |(2 - 2 abf - 2 (abf = 4 


phương trình 


\a +b =4 


<=>• 


a + b = 'M ịa + b = sl2 ị a + b = 

2(ab) 2 -8ab = 0 \ab = 0 \ab = 4 


a + b = J* 


a + b = Ậ 


« rfv r° 

6 = 0 6 = J: 


Với (ỉ - \ 2, suy ra: >/5 - X = -v/2 <=> 5 - X = 4 <=> X = 1. 

Với « = 0, suy ra: ịị5-x = 0<=>5-x = 0<=>x = 5. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm phương trình là X = 1, x = 5. 

BT165. Giải phương trình: \Ì5-X + ịjĩ2 + X =3 (*) (x e □ ) 


rằ* Lời giải . Điều kiện: -12 < X < 5. 


Đặt 


a = ịỊd- X >0 Jữ 4 = 5-X 
b = ịll2 + x>0 => \b i =12 +X 


i a 4 + b 4 =17. 


Kết hợp với phương trình (*) được hệ: 


Ja + fr = 3 ịa + b = 3 

|ữ 4 + b 4 = 17 ° |(a 2 + 6 2 ) 2 - 2a 2 6 2 = 17 


j« + fr = 3 Ịa + b = 3 

|[(fl + b) 2 - 2abJ - 2a 2 b 2 = 17 ^ j(9 - 2abf - 2a 2 b 2 = 17 


ịa + b 

= 3 

ịa + b = 3 

\a + b = 3 

a = 1 


• 

V 

ị ++ ■ 

V 

\a 2 b 2 ■ 

-18fl6 + 64 = 0 

[ab = 2 

[i ab = 16 

[6 = 2 



Với a = l, suy ra: \/5-x=l<=>5-x = l<=>x = 4. 

Với a = 2, suy ra: %/5-Tx =2<=>5-x = 16<=>x = -ll. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = —11, X = 4. 

BT166. Giải phương trình: \jế7 -2x + ị/35 + 2x =4 (*) (x e □ ) 

_ , .. .,, ... Í47 - 2x > 0 35 47 

ở 35 + 2x > 0 2 2 
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a = y/47 - 2x > 0 fl 4 = 47 - 2x 


b = y 35 + 2x>0 r=35 + 2x 


■ fl 4 + b 4 = 82. Kết hợp với phương 


. , ... . fa+h = 4 \b = i-a 

trình (*) được hệ: < , , __<=><! , : 

\a + b = 82 \a + (4 - a) = 82 


>a 4 + (a-4) 4 = 82 (1) 


Đặt a = t + 2, thì (1) <=> (f + 2) 4 +(t- lý = 82 <=> f 4 + 24f 2 - 25 = 0 <=> f = ±1. 
Với t = 1 thì a = 3. Suy ra: #7-2x = 3<^>47-2x = 81«x = -17. 

Với f = -l thì ữ = l. Suy ra: ^47-2x =l^>47-2x = l<=>x = 23. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = —17, X = 23. 

BT167. Giải phương trình: y/x-1 + *Jx 2 -2x + 5 =2. (x e □ ) 

<•&» Lời giải . Điều kiện: X>1. 


a = V X -1 > 0 


b = sỊx 2 -2x + 5 = Ậx-l) 2 + 4>2^\b 2 = (x-l) 2 +4^ rt 

v „ , , , ífl 4 -ỉr=-4 \b = 2-a 


rt 4 =(x-l) 2 


^ữ 4 -fc 2 =-4. 


Kết hợp với (*), suy ra hệ phương trình: 


a + b = 2 


rt 4 -(2-rt) 2 + 4 = 0 


b = 2-a ịa = 0 

fl 4 -a 2 +4a = 0 |ỉ> = 2 


Suy ra: y/x-l=0<=>x-l = 0<=>x = l. 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 1. 
BT ĩ 68. Giải phương trình: sịx 2 + X + 2 + V2x 2 + 2x - 3 = 3. (xen) 


✓â” Lời giải . Điều kiện: 2x 2 + 2x-3>0<í>x<- 


1 + # 


hoặc x> 


n/7-I 


2rt 2 = 2x 2 + 2x + 4 


(*), được hệ 


° 2 ■ 2 

a = \jx 2 + X + 2 > 0 Í2rt 2 =2x 2 +2x + 4 - ,, „ , 

=> ‘ _ * ' => 2fl 2 - b 2 = 7. Kết hợp với 

b = \j2x 2 + 2x - 3 > 0 Ị& =2x +2x-3 

írt + ỉ> = 3 írt = 3-ỉ> ía = 2 . ífl = -8 


ífl + ỉ> = 3 

II 

U) 

1 

cr 

ífl = 2 í 

í , «• 


hoăc 

[2a 2 -6 2 =7 

[2.(3-6) 2 -6 2 =7 

V=1 1 


6 = 11 


(loại). 


Với a = 2, suy ra: \Ịx 2 +X + 2 = 2<=>x z +x-2 = 0<=>x = l hoặc X = -2. 
Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = —2, X = 1. 

BT 169. Giải phương trình: ỷ /3 - 2x.(2\ 3.V - 2 +1) = 3(4x - 3). (xen) 

2 

rấ- Lời giải . Điều kiện: 3x-2>0<=>x>^- 

(2v ; 3x 2 +1) • (2ự3x-2 -1) 

(2\ 3x 2 t 1) 


(*)«V3-2x = 
(**) 


< > v3-2x = 2y3x-2 -1 
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Đặt 


n \3 2.V ịa 3 = 3-2x Í3rt 3 = 9-6x , , 

. _=H tỉ n " =>3fl 3 +2Ỉ> 2 = 5. 

b = ^3x-2>0 [b = 3x-2 [2b 2 =6x-4 


Kết hợp với (**) được hệ: 


Í3a 3 + 2b 2 = 5 Í6a 3 +(2bf =10 
\a = 2b-l ^{2b = a + l 


_ [ 6a 3 +a 2 + 2a-9 = 0 \(a-l)-(6a 2 +7a + 9) = 0 ffl = l 
^p = a + l <=> Ị2b = fl + l ^[6 = 1’ 


Với a = 1, suy ra: v 3 2x = 1<=>3-2x = 1<=>x = 1. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 1. 

BT170. Giải phương trình: 3\/3x - 2.(7 + \ỊAx - 3) = 26 - 2x. (x e r ) 


<•&» Lời giải . Điều kiện: 4x-3>0<=>x>^- 


(*)<=>3.^3x-2 = i- 


1 c W4x-3M7-ự4x-3) etg ; = 7 .^ 
7 + V 4x — 3 


Đặt 


<? = v3.v - 2 


rt 3 = 3x - 2 4a 3 = 12x-8 


Ịb = ^4x-3 > 0 |?r = 4x -3 [3b 2 =12x-9 

Í4fl 3 -3Ỉ> 2 =1 ífc = 7-6rt 


4a 3 -3Í> 2 =1. 


Kết hợp với (**) được hệ: 


b = 7-6a 


• 


[6fl = 7-ỉ> 
ffl = l 


<=> • 


fl 3 -27rt 2 + 63rt-37 = 0 


- _ __ _ <=> < 

(fl -1) • (a 2 - 26a + 37) = 0 [b = l 


hoặc 


I a = 13 ± 

|&<0 


(loại). 


Với a = 1, suy ra: y3x -2=l<=>3x-2 = l<=>x = l. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là x = l. 

8-5x 


BT171, Giải phương trình: y 4-3x = 


2. + J5x — 4 


(*) (xeO) 


/ê* Lời giải . Điều kiện: 5x-4>0<=>x>^- 


(*)^4-3x = (2 + ^ 5x 4) / (2 ^ 5x 4) =2-ự5x-4 (**) 

2 + sJ5x - 4 


a = %Ị 4-3x 


™ fl 3 =4-3x 5fl 3 =20-15x 

Đặt -Ị 2. _=> \ <=>•< ** 

ịb = 'j5x--4 > 0 [b 2 =5x-4 [3b 2 =15x-12 

'5a 3 + 3b 2 =8 [b = 2-a 

a = 2-b 

K 

a = -2 


5a 3 + 3b 2 = 8. 


<=> • 


5fl 3 +3rt 2 -12fl + 4 = 0 


Kết hợp với (**) được hệ: 

ịa = l w [ữ = -2 u 5 1 

<=> j ^ (nhận) hoặc j 4 (nhận) hoặc a = ị => < 0 (loại). 


(**) 
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Với a = \, suy ra: V4--3.V = 1<=>4-3x = 1<=>x = 1. 

Với a = -2, suy ra: \ 4 3x = -2 <=> 4 - 3x = -8 <=> X = 4. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phuơng trình là X = 1, X = 4. 

BT172. Giải phuơng trình: V3x i 1 + iỊếx + 1 = 2\fx + ĩ (*) (xen) 


<•&» Lời giải . Điều kiện: X > - -ị • Ta có: (*)<=>. 


3x + l , 4x + l 

—— - 1 - 4 1 —_____ 

1 x + 1 V 1 + 1 


|(x + l) + 2x |(x + l) + 3x 


= 2»íl + -^ + íl + -^- = 2 (**) 


a = ỉl + ——— > 0 a 4 = 1 + 2 • - 


ỈJ = 4 1 + 2"L>0 b 4 =1+3- 


3a 4 = 3 + 6- — 


2b 4 = 1 + 6 • - 


3a 4 -2b 4 = 2. 


Kết hợp với (**) đuợc hệ: 


b = 2-a 


a + b = 2 


b = 2-a 


3a - 2b = 2 a + 16a - 48rt + 64fl - 33 = 0 


(rt-l)-(rt 3 + 17fl 2 -31fl + 33) = 0 [b = 1 


<=> -T , suy ra: M + —— = 1 <=> X = 0. 


Do ta luôn có: a 3 +17 a 2 - 31a + 33 = a + 17 . rt - 72: + ~~ >0, Vrt > 0 


31f 1283 


44 ) 68 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phuong trình là X = 0. 

BT173. Giải phuong trình: iÌ9x + 4 + \Ỉ3x-2 = 2i]l + 6x (*) (x 6 □) 


Lời giải . Điều kiện: X > -^ • 


(*)<=>. 


J9x + 4 J3x-2 

> V6x + 1 + V6x + l 

a = > 0 

ì 6x +1 


= 2 <=> ỉ 4 - 


15x í 15x 
6x + 1 \ 6x +1 


- 2=2 (**) 


U 4 =4 — 


, (0 < a;b <2)-. 


6x + l 


-2 > 0 


6x + l 
6x 4-1 


=> a 4 +b 4 =2. 


Suy ra hệ: 


a + b = 2 Ịa 2 +b 2 +2ab = 4 ịa 2 +b 2 =4-2ab 

a 4 + b 4 =2^ \(a 2 +b 2 ) 2 - 2 a 2 b 2 =2^1(4- 2ab) 2 - 2 a 2 b 2 = 2 


a + b = 2 


a 2 b 2 -8ab + 7 = 0 \a + b = 2 


ab = l 


ab = 7 
a + b = 2 


(loại do ab < 4) 


Với ab = 1, suy ra: 


~~~ ■ \h—7 = 1« (9x + 4)(3x - 2) = (6x +1) 2 o X = -1. 
í 6x +1 V 6x +1 
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Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phưong trình là x = —l. 

BT174. Giải phương trình: t/x 2 + 12x + 3 = %/x 2 -3x + 3 + yfx (*) (x e □ ) 


/ấ" Lời giải . Điều kiện: X > 0. Do X = 0 không là nghiệm nên xét X > 0. 
Chia 2 vế cho X > 0, thì (*) <=> «|l2 + x + — = ^Ịx + — - 3 +1 (**) 

Đặt t = x + — > 2y3. Khi đó: (**)<=> ịỊ12 + t = yỊt -3 +1 (***) 

X 


Đặt: 


|fl = V12 + f >0 Jrt 4 = 12 + f 

\b = tIT3>0 ^\b 4 =t-3 


rt 4 - ỉ> 4 = 15. Kết hợp với (* * *) được 


ịa = b +1 ịa = b +1 ịa = b +1 

hệ phương tình |" 4 : 15 «|;; + 1)t _, 15 « 3 ; 1+ĩb _ 7 __ 0 


=>b = 1. 


Suy ra: yf-3=l<=>í = 4=>x + — = 4<=>x 2 -4x + 3 = 0<=> 

X 


X = 1 
X = 3 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 1, X = 3. 

BT175. Giải phương trình: \ 7.v' i 2.V I 13 = ị/x + 3 + \j3x-x 2 +8 (*) 

íx + 3>0 


✓â” Lời giải . Điều kiện: 


, _ , „V2ếLơ<ỉ±2ếĨ. 

[8 + 3x-x 2 >0 2 2 


Với điều kiện đã cho thì X + 3 > 0, nên chia 2 vế cho lượng X + 3, được: 
(*) <=> í 


7x 2 + 2x + 13 Í8 + 3X-X 2 1 x 2 +l x 2 +l_ 1 

= l + ỉl - <=>ỉ!7-—— + 2-4(3-—— = ! (**) 


Đặt t = 


X 2 +1 


X + 3 


X + 3 V X + 3 V X + 3 

>0 thì (**) <=> -ự7f + 2 -^/3-7 = 1 


X + 3 


Đặt 


a = ịỊ7t + 2 > 0 =7f + 2 fl 4 =7f + 2 


& = V3 - í >0 


fc 4 =3-í 


<=>< 


7Ỉ> 4 =21-7í 


rt 4 + 7Ỉ> 4 =23. 


Kết hợp với (* * *) được hệ phương trình 

= l Ja = ỉ> + 1 

jrt 4 + 7fc 4 = 23 ^ [(& +1) 4 + 7b 4 = 23 

Ja = b + 1 Jfl = ỉ> + 1 Ịa = 2 

^ [4fl 4 + 2& 3 + 3Ỉ> 2 + 2b -11 = 0 ^ \(b - 1)(4 b 3 + 6b 2 +% + !!) = 0^\b = ĩ 
Với a = 2, thì \ 7/ I 2 = 2 <=> í = 2, suy ra: X 2 +1 = 2(x + 3) <=> X = 1 ± \ 6. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 1 ± \ 6. 

BT176. Giải phương trình: ịfx -4x 3 + 6 + \jx-x 3 +3 = 2sfx + 2 (*) (x e □ ) 
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Lời giải . Điều kiện: 

(*) <=> 4 ' 


IX - 4x 3 + 6 > 0 
I X - X 3 + 3 > 0 


Do X = -2 không là nghiệm nên: 


X - 4x 3 +6 , X - X 3 + 3 


X + 2 


+ 


X + 2 


= 2 (**). 


Đặt a = ỈỊ 


x-4x 3 +6 Jx-x 3 + 3 

/ b = ế 


X + 2 


X + 2 


T, A. „4 ,,4 _ x-4x 3 +6 4.(x-X 3 + 3) -3x-6 _ 

Với a > 0, b > 0. Ta có: a. - 4 b = -——-——— -- = ———- = -3. 

x+2 x+2 x+2 

, ịa + b = 2 \a = 2-b 

Kết hợp với (**), suy ra hệ: 1 , , <=>< , 

ì fl 4 - 4Ỉ> 4 = -3 )(2 -ỉ>) 4 -4Ỉ> 4 +3 = 0 


<=> • 


<=> 


a = 2-b ịa = 2-b 

3 b* + 8 b 3 - 24 b 2 + 32b-19 = 0^\(b - 1)(3 b 3 +11 b 2 - 13 b + 19) = 0 



a = b = 1 



a = b = 1 

3b 3 +llb 2 -13b +19 = 0 

0 = 3b 3 +11. 

13 ^ 

2 667 n 0 l 
+ ——>0 



l 22, 

44 1 


a = 1 


Suy ra: 


X - 4x + 6 
X + 2 


= 1 <=> X - 4x 3 + 6 = x + 2<^>x 3 =l<tí>x = l. 


Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm của phuong trình cần tìm là X = 1 
DT177. Giải phuong trình: 4 


X +4x + 17 


X -x + 7 


= 1 + , 4 I 


4x - 5x + 26 


X - X + 7 


(*) (xeO) 


Lời giải . Tập xác định: D = □ . 
(*) <=> 4 < 


(x — X + 7) 4- 5x 4- 10 


X -x + 7 


= 1 + ỈI 


4.(x -x + 7)-(x + 2) 


X -X + 7 


<=> ỉ 1 + 5 • - 


X 4- 2 
X 2 - x + 7 


■ = l + ỉ 4- 


X + 2 
X 2 - x + 7 


(**) 


Đặt a = ị l + 5 


X 4- 2 
X 2 - X + 7 


>0, b = ị 4- 


X 4- 2 
X 2 - X + 7 


>0. Suy ra: a 4 +5Ỉ> 4 =21. 
\a = l + b 


T _ , ,. , ^ , \a = l + b fl = 14- Ỉ7 

Kết hợp vói (**) đuợc hệ phuong trình: < , , __<=><., _ , 

Ịrt 4 +5Ỉ> 4 =21 Ị(l + Ỉ>) +5Ỉ> =21 


Giải hệ này, suy ra a, b. Từ đó tìm đuợc X. 

BT178. Giải phuong trình: 5 ■ ịf (3 - x) 2 - 2.\ỊỘ - X 2 - 7 ■ ịj(x + 3) 2 = 0 (*) 

/&■ Lời giải . Điều kiện: -3 < X < 3. Đặt: a = SỈ3-X > 0, b = \j3 + x > 0. 

(*) <=> Sa 2 - 2 ab - 7b 2 = 0 <=>(« + b)(5a - 7b) = 0 <=> a = -b (loại) hoặc 5a = 7b. 
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Suy ra: 5ị/3-x = 7Ệ3 + x 625.(3 -x) = 2401.(3 + x) X = - 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phuơng trình là X = - 


2664 
1513 
2664 


1513 


BT179. Giải phuơng trình: ^Ị(x + 2) 2 + 3 ỷỊ(x- 2) 2 = 4 \Jx 2 -4 (*) (x e□ ) 


Lời giải . Tập xác định: D = r . Đặt: 


' = $Ịx + 2 


suy ra 


: ab = \Ịx 2 -4. 


[b = $lx- 2 ' 

(*) <=> a 2 + 3 a 2 = ấab <=> (« - 3Ỉ>) • (a - b) = 0 <=> a = b hoặc a = 3 b. 

Với a = b, suy ra: \Jx + 2 = \fx-2 <=>x + 2 = x- 2 : vô nghiệm. 

Với a = 3b, suy ra: \Jx + 2 = 3ịỊx-2 <=> X + 2 = 27(x -2) <=> X = ^ • 

28 

Kết luận: Phuong trình có nghiệm duy nhất x = (g- 

BT180. Giải phuong trình: 4%J(2x +1 ) 2 + 3ỷj(l - 2x) 2 = (S\ 4.v -1 (*) (x eI ) 

, íff = %/ 2x~+ĩ 3 —- 

✓â” Lời giai . Tập xác định: D = □. Đặt: < __, suy ra: ab = y4x -1. 


/- v2.v 1 


(*) <=> 4a 2 + 3Ỉ7 2 = 8ab <=> (2« - b) ■ (2 a - 3b) = 0 <=> 2« = b hoặc 2a = 3b. 
Với 2 a = b, suy ra: 2 \ 2 x ! 1 = \ 2 .V - 1 <=> 8.(2x + 1 ) = 2 x -1 <=> X = • 


Với 2 a = 3 b, suy ra: 2\ 2.V t 1 = 3v2x 1 <=> 8.(2x +1) = 27.(2x -1) <=> X = ^ • 

9 35 

Kết luận: Phuong trình có 2 nghiệm là X = , X = — ■ 

6 5 14 38 

BT181. Giải phuong trình: \Jx 2 + 6 x + 9 - 4\ 6 x - X 2 - 9 + 5v9 x ’ =0 (*) 

<•&» Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) «. 3/(x + 3 ) 2 + 4Ậx - 3 ) 2 = 5.x/x 2 - 9 (**). 

Đặt =>ab = ỈỊx -9. 

[b = yx-3 

(**) <=> ữ 2 + 4 Ỉ 7 2 = 5«fc <=>(«-&)•(«- 4i>) = 0 <=> = t> hoặc a = 4 b. 

Do ta luôn có: X + 3 > X — 3 hay ĩfx + 3 > lỊx - 3 <=> a > b nên sẽ loại a = b. 
Với a = 4 b, suy ra: ịjx + 3 = 4.%/x-3 <=> X + 3 = 64.(x - 3) <=> X = ^ • 

, 65 

Kết luận: Phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất x = g- 
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BT182. Giải phương trình: 2ự(3x-l) +3u(4x-l) =5\/12x -7x + l (*) 


Lời giải . Tập xác định: D =r . Đặt 


a = \Ị3x -1 

b = ĩỊĨx-Ĩ 


■ ab = \jl2x 2 - 7x +1. 


(**) <=> la 2 + 3 b 2 = 5ab <=>(«- 6 ) • (2 a - 36) = 0 <=> ữ = 6 hoặc 2 a = 3b. 

Với a = b, suy ra: x/3x-l = \Ịĩx-ĩ <=> 3x -1 = 4x-1 <=>X = 0. 

Với 2 a = 3b, suy ra: 2ự3*-l = 3^/4x-l <=> 8.(3x -1) = 27.(4* -1) <=> X = ^ • 

84 

19 

Kêt luận: Phương trình có 2 nghiệm là x = 0, X = ^ • 

BT 183. Giải phương trình: \jl-x + v'l + X + 3v 1 -X 2 =5 (*) (x e ) 


<•&» Lời giải . Tập xác định: D = m. Đặt: 


a = Ụl-x \a = 1-x 


b = yl + x \b =l + x 


Kết hợp 


với (*) suy ra hệ: 


a + b + 3ab = 5 3 ab = 5-(a + b) 


a J + b ỏ =2 


(a + b) - 3ab.(a + b)~ 2 = 0 


\3ab = 5-(a + b) [a + b = 2 ịa = 1 

<=><7 ' <=> <! <=><" 7 =>x = 0 . 

{(a + b) 3 +(a + b) 2 -5(a + b)-2 = 0 \ab = 1 [6 = 1 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 0. 

BT184. Giải phương trình: 3\Ỉ3x - 2 + 4\ 4x 3 = 7x/l2x 2 -17x + 6 (*) 


Lời giải . Điều kiện: X > -ị • 


(*) <=> 3y3x - 2 + 4y4x - 3 = 7V3x - 2.ị]4x - 3 (**). Đặt 


a = y 3x - 2 > 0 
b = ịhx-3 >0 


(**)<=> 3« 2 + 46 2 = 7«6<=>(a-6)(3a-46) = 0<=>a = ỉ> hoặc 3a = 46. 

Với ữ = 6 , suy ra: ịỊỉx-2= x/Ix-3 <=> 3x - 2 = 4x - 3 <=> X = 1. 

Với 3fl = 46, suy ra: 3^3x-2 = 4^4x-3 o27.(3x-2) = 256.(4x-3)«x = ^' 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 1, X = . 

BT185. Giai PT: \ 1 I \ l-x~- Ậl + xf -a/(1-x) 3 - 2 i X 1 X 2 (*) 


/&” Lời giải . Điều kiện: -1<X<1. Đặt 


a = Ạ-X jíỉ 2 +ỉ> 2 = 2 
b = Ậ +X Ị(a 3 - b 3 )\/l + ab = 2 + ab 
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(do 2 + ab > 0 ) 


(*) 
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Ja 2 +b 2 =2 _ ịa 2 +b 2 = l 

Ị[(fl - b){a 2 +b 2 + ab)~ị Ạ + ab =2 + ab Ị(rt - />)\ 17 ab = 1 

ị(a-b) 2 +2ab = 2 N J2 

\(a-b)JĨ+ãb=l 2 

R 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = -y 1 • 

BT186. Giải phương trình: 2 \/l-x + 2\JĨ -X 2 = 5.ịj(x + ĩ)(x-ĩ) 2 
Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 1. 

(*) 2-Ẹ^x + 2 V 1 -X 2 = 5.ịfĩ-~x.\fĩ - X 2 (**) 

Đặt a = ịỊĩ^x > 0, b = íjl-x 2 >0. Khi đó: (*) o 2a 2 + 2b 2 = 5ab 
(2 a - b)(a-2b) = 0<^>2a = b hoặc a = 2b. 

Với 2 a = b, suy ra: 2^/1-X = t/l-x 2 <=> 16.(1 - x) = 1 - X 2 <=> X = 1. 

Với a = 2b, suy ra: -\/l - X = 2^1 - X 2 ol-x = 16.(l-x 2 )ox = l hoặc x = -^- 

, 15 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có 2 nghiệm X = 1, X = - 22- • 

16 

BT187. Giải phương trình: ĩỊẸx 2 ) ; ' I ậ 11 - 3x ) 2 + Ệ3x - 2)(3x - 11 ) = 3 (*) 

ịa = \j3x-2 


✓â” Lời giải . Tập xác định: D = r . Đặt: 


■a 3 +b 3 =9. 


Kết hợp với (*) được hệ: 


[b = yll-3x 
'2 , 1.2 


fl +ỉ> -ab = 3 \a +b - ab = 3 

\a 3 +b 3 = 9 


<=> ■ 


a + b = 3 \b = 3-a 

<=> 

a 2 +(3-rt ) 2 -a(3-a) = 3 rt 2 -3rt + 2 = 0 


(a + b)(a + b -ab) = 9 
<=> 


a = 1 _ ,_ 10 

=>x = l V x = —• 
a = 2 3 


10 

Kêt luận: Phương trình đã cho có 2 nghiệm là X = 1, X = 


BT 188. Giải phương trình: 


1 1 1 

—F + 7-4= = ~ẽ=F (*) (*eũ) 

1 — V 1 X 1 • V 1 • X VI -X 


<•&» Lời giải . Điều kiện: X e (-1; 1) \ |o| • Đặt: a = yỊl-x > 0, b = yỊĨ+x > 0. 
Suy ra: a 2 = 1 - X, b 2 = 1 + X => a 2 + b 2 = 2. Kết hợp (*) được hệ phương trình 

v+fc2 = 2 7 s 

1 1 1 và giải hệ này tìm được a, b. Suy ra: X = -2- • 

—— h ———— = —— 2 

1-a 1 + b ab 


r \ ‘SL Ỡ 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 2^- • 
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BT189. Giải phương trình: ụ3x - 2 + - 3x = —J 


í(3x - 2)(4 - 3x) 


(*) (leũ) 


Lời giải . Điều kiện: X ^ —, X ^ —. Đặt a = ĩị3x-2, b = v'4 3x. 


Suy ra hệ: 


a3+ỉ)3 2 ị(a + bý -3ab(a + b) = 2 ị(a + b) 3 = 8 ịa + b = 2 

a + b = -^~ \ab(a + a) = 2 \ab(a + b) = 2 \ab = l 

ab 


<=> J • Suy ra: %j3x - 2 = 1 <=> X = 1. 

[b = 1 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 1. 

BT190. Giải phương trình: 3(x 2 -1) + 4x = 4xý4x - 3 (*) (x G □ ) 


Điều kiện: 4x-3>0<=>x> — • 

4 


â* Lời giải 1 . Ta có: (*) <^> 3x 2 + (4x - 3) - 4x.y4x - 3 = 0 (1) 


Đặt y = v4x - 3 > 0 thì (1) <^> 3x 2 - 4x1/ + y 2 = 0 <=> (x - y){3x - y) = 0 


x = y 
3x = y 


Với X = y, suy ra: \ÌAx-3 = X <=> 


X > 0 


X - 4x + 3 = 0 




Với 3x = y, suy ra: y4x - 3 = 3x <=> • 


|x>0 

19x 2 - 4x + 3 = 0 


X = 1 
X = 3 

: vô nghiệm. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 1, X = 3. 

<•&» Lời giải 2 . Ta có: (*) <=>4x 2 - 4x%/4x-3 + 4x-3 = x 2 <=> (2x -\/4x -3) 2 =: 




2x - \Ịếx - 3 = X 

1 

u> 

II 

X 

<^> 


2x - %/4x - 3 = -X 

yỊếx -3 = 3x 


X = 1 

X = 3 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 1, X = 3. 


Lời giải 3 . Do X > ^ => (3x 2 + 4x - 3).x > 0 nên lũy thừa, ta được: 


(*) 9x 4 + 24x 3 - 2x 2 - 24x + 9 = 16x 2 (4x - 3) <=> 9x 4 - 40x 3 + 46x 2 - 24x + 9 = 0 

<=> (x - l)(x - 3)(9x 2 - 4x + 3) = 0 <=> X = 1 hoặc X = 3. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 1, X = 3. 

Lời giải 4 . Sử dụng kỹ thuật liên hợp. 

(*) <=> 4x.(x- v4x 3) = X 2 -4x + 3 <=> ^ x '( x -4x4^3) = x 2 _ 4 X + 3 

X + V 4x - 3 
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»(x 2 -4x + 3)' 


í 4x ^ 


-/ -1 

= 0 » 

v X + v4x — 3 y 



x-4x + 3 = 0<=>x = l V x = 3 


J4x 3 3.V : VN„ 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phưong trình là X = 1, X = 3. 

BT191. Giải phương trình: 3x 2 - 13x + 37 = 8(x - 3)4X + 2 (*) (x e □ ) 

✓5” Lời giải . Điều kiện: X > 3. 

(*) <=> 3.(x — 3) + 5.(x + 2) — 8.(x — 3)4x + 2 = 0 3 • 


(X 3) xJ^ + 5 = 0 


X + 2 


x-3 . , y x-3 5 

<=> 7 = 1 hoặc 7 = — <=> 


yjx + 2. 


\[x + 2 3 


4x+2=x-3 
5\ix + 2 = 3(x-3) 


<=> 


44+2 

7 + 4. 


X = - 


X = - 


2 
79 + 


18 


,I £ Q , . +;' A , ;A 1; A ' A - IA 7 + V 2 T 79 + 5v205 

Kêt luận: So với điêu kiện, nghiệm cân tìm là X = ———, X =-—- 

6 2 18 

Nhận xét. Ta có thể giải theo các cách khác như câu trên đối với bài tập này và 

các bài tập tiếp theo sau. 

BT192. Giải phương trình: 7X 2 + X + 2 = 7xs/x 2 + X + 2 (*) (x e □ ) 


✓â” Lời giải . Điều kiện: X > 0 do 7x 2 + x + 2>0, X 2 + X + 2 > 0, VxeC. 
(*) X 2 + X + 2 - 7.x.4x 2 + X + 2 + 6x 2 = 0 » 


X 2 + X + 2 _ 4x 2 + X + 2 . n 

--- 7 ■— -1-6 = 0 


X 


X 


yx 2 + X + 2 „ 4x 2 +X + 2 

<=>--—-= 1 V --—- = 6<=> 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 


4x 2 +X + 2 = X 1 + yỊ 

_ <=> X = 

vx + X + 2 = 6x 
1 + - 


70 


70 


BT193. Giải phương trình: 3(x + l)vx' +12 = 9x 2 + 20x - 2 (*) 

/ê* Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) » 10.(x +1) 2 - 3.(x + V).\Ịx 2 +12 - (x 2 +12) = 0 


(x eũ ) 


»10 


(x + 1) 2 
X 2 +12 


-3- 


X +1 


X + 1 


X + 1 


, -1 = 0» =— hoặc . 

4 x 2 +12 4 x 2 +12 2 ' 44 +12 


<=> 


4x 2 +12 = 2.(x + l) 2vK) 4 , v -25-V 

, _ <=> X =-—-hoặc X =-— 

4x 2 +12 = -5.(x + l) 3 24 


Kết luận: Các nghiệm của phương trình là X = 


-4 -25-4313 

' 24 
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BT194. Giải phương trình: 15x 2 + 12x +12 = 10(2x + 1)4X 2 + 3 (*) (xen) 


Sà- Lời giải . Điều kiện: 2x +1 > 0 <=> X > “ • 


(*) 3.(2x +l) 2 - 10.(2x + l).Vx 2 + 3 + 3.(x 2 + 3) = 0 


<»3 


(2x +1) 2 
X + 3 


- 10 - 


2x +1 
\Ịx~ + 3 


+ 3 = 0 <=> 


2x 4-1 
%/x 2 +3 


= 3 hoặc 


2x + l 1 

4x 2 +3 3 


<=> 


3%/x 2 + 3 = 2x +1 
\/x 2 + 3 = 6x + 3 


<=> X = ■ 


-18 


35 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 


a/ĨĨ 4-18 
35 


BT195. Giải phương trình: 3x 2 + 2x + 7 = 3(x + l)4x 2 + 3 (*) (xen) 

Lời giải . Điều kiện: X > -1, do 3x 2 + 2x + 7 > 0, X 2 + 3 > 0, Vx e □ . 

(*) o(x + 1) 2 - 3.(x + l).^/x 2 +3 + 2.(x 2 + 3) = 0 

«.ÊLỈ^. 3 .^Ị + 2.0«-SL = lhoặc^iL = 2 

x +3 4x 2 +3 4x 2 + 3 ' vx 2 + 3 

<=> \/x 2 + 3 = X +1 hoặc l^Ịx 2 + 3 = x +1 <=> X = 1. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 1. 

BT196. Giải phương trình: 2(x 2 +18) = 7\/x 5 + 27 (*) (x e □ ) 

✓â” Lời giải . Điều kiện: X 3 + 27 > 0 <=> (x + 3)(x 2 - 3x + 9) > 0 <=> X > -3. 

(*) <=> 6 • (x + 3) - 7 • 4(x + 3)(x 2 -3x + 9) + 2.(x 2 - 3x + 9) = 0 
6.(x + 3) 


<=> 


<=> 


--7 


X 2 - 3x + 9 V X 2 - 3x + 9 


X + 3 


+ 2 = 0 <=> 


X + 3 


2 

= — V 


X — 3x + 9 3 


X + 3 


1 


X 2 - 3x + 9 2 


4x + 3 — 2 sịx 2 — 3x + 9 21 + 3\Ỉ33 „ 7 + \ 61 

<=> X = -:- hoặc X =-rì-• 


2%/x + 3 =4x 2 -3x + 9 


8 


22 I *y + 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = ——- hoặc X = ———- 

• ' o • o n 


BT197. Giải phương trình: 10\Ịx 3 +8 = 3x 2 - 3x + 18 (*) (x e □ ) 

/&■ Lời giải . Điều kiện: X 3 + 8 > 0 <=> (x + 2)(x 2 - 2x + 4) > 0 <=> X > -2. 

(*) <=>3.(x + 2) - 10.4x3^2.4ĩ^-ĩx + 4 + 3.(x 2 -2x + 4) = 0 
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3.(x + 2) x + 2 

<=> " _ ——- 10 . ———-- 

X - 2x + 4 V X - 2x + 4 


■ + 3 = 0 <=> . 


Ịx + 2 — 3^ X — 2x + 4 11 ì Ai 

\Jx + 2 = Jx 2 -2x + 4 2 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 


X 2 - 2x + 4 


x + 2 _1 

X 2 -2x + 4 _ 3 


ll±v 


BT 198. Giải phương trình: X 2 + 5x + 7 = 7\jx' +1 (*) 

ã>” Lời giải . Điều kiện: X 3 +1 > 0 <=> (x + l)(x 2 - X +1) > 0 <=> X > -1. 
(*) <=> 6.(x +1) - 7.\Jx + l.yJx 2 — X +1 + (x 2 - X +1) = 0 


(xeũ) 


x+l _ x+l „ - 

06 - 2 - -7-. - +1 = 00, 

x-x + 1 Vx — X +1 


X 2 - x + 1 


= 1 hoặc 


X +1 1 

X 2 - X +1 _ 6 


/x 2 - X+ 1 = 4 %+1 rx=o, w 37+4 

_ <=> hoăc X = — 

! I f • n 


X • 1 6\ xT 1 L^-2 


Kết luận: So điều kiện, nghiệm phương trình là X = 0, X = 2, X = 


37 ± 4. 


BT199. Giải phương trình: 3x 2 + lOx + 56 = Vx 3 - 64 (*) (xem) 

Sờ” Lời giải . Điều kiện: X 3 - 64 > 0 <=> (x -4)(x 2 + 4x +16) > 0 <=> X > 4. 

(*) <=> -2.(x - 4) - 4x-4.4x 2 +4x + 16 + 3.(x 2 + 4x +16) = 0 


X +4x + 16 V X + 4x +16 


-3 = 0 ^, 


X +4X + 16 


«• X - 4 = X 2 + 4x +16 <íí> X 2 + 3x + 20 = 0: vô nghiệm. 

Kết luận: Phương trình đã cho vô nghiệm X e 0. 

BT 200. Giải phương trình: 5x 2 + llx - 2 = 2\lx' - 4x (*) (x e □ ) 


Sờ” Lời giải . Điều kiện: X 3 - 4x > 0 <=> 


-2 < X < 0 


(*) <=> 5.(x 2 + 2x) - 6 Jx.(x 2 - 4) + (x - 2) = 0 o 5 


X + 2x , X + 2x 


+ 1 = 0 


X + 2x 


Ịx 2 + 2x _ 1 X 2 + 2x = X - 2 

I x-2 = 5^ 25.(x 2 + 2x) = x-2 


-49 ± \ 2201 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 


-49 ±v 
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BT 201. Giải phương trình: 4x +11 = 5\/8x -12x + 6x +7. (x e ) 
rấ* Lời giải . Điều kiện: 8x 3 - 12x 2 + 6x + 7>0<=>x>-^- 
(*) <=> 4 • (2x +1) - 5 • Ậ2x + l)(4x 2 - 8x + 7) + (4x 2 - 8x + 7) = 0 


<=> 4- 


2x +1 


4x - 8x + 7 


-5- 


2x +1 


4x -8x + 7 


+ 1 = 0 ^ 


2x +1 


= 1 


4x -8x + 7 
2x + l 1 
4x 2 -8x + 7 ~ 4 


<=> 


2x +1 — 4x — 8x + 7 3 1 „ 10 + V 

<=> X = 1 hoặc X = +■ hoặc X = —— — 
16.(2x +1) = 4x 2 - 8x + 7 2 2 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm làx = l, x = ị, X = — lu ■ 

b 2 2 

BT 202. Giải phương trình: X 2 + 6x - 7 = 4\/x 3 - X 2 - 7x - 20. (xen). 

Lời giải . Điều kiện: X 3 -X 2 -7x-20 > 0 <=> (x-4)(x 2 +3x + 5) > 0 <=>x >4. 

(*) <^> 3. (x - 4) - 4 • Ặx - 4) • (x 2 + 3x + 5) + (x 2 +3x + 5) = 0 

3.(x-4) 


<=>- 


-4 


x-4 


X 4- 3x 4- 5 

x-4 = x 2 +3x + 5 
2 


+ 1 = 0 <^ 


X 4- 3x 4- 5 

: vô nghiệm. 


x-4 
X + 3x + 5 


= 1 V 


x-4 


1 


X + 3x + 5 3 


9.(x-4) = x +3x + 5 

Kết luận: Phương trình đã cho vô nghiệm X e 0. 

BT 203. Giải phương trình: 2x 2 + 13x = 36 + 7%/x 3 -24x + 32. (x e □ ). 

r - ... ~~ _ _3 . 2 2v3 < X < 2v3 2 

/&* Lời giải. Điêu kiên: X - 24x + 32 > 0 <=> 

|_x > 4 

Do X = 4 không là nghiệm của phương trình nên: 

(*) <=> 2 • (x 2 + 4x - 8) - 7 • Ậx - 4)(x 2 + 4x - 8) + 5 • (x - 4) = 0 

- X 2 + 4x - 8 _ íx 2 + 4x - 8 _ íx 2 + 4x - 8 1 

x-4 V x-4 V x-4 


X 2 + 4x - 8 5 


<=> 


x-4 
X 2 +4x-8 = x-4 


4.(x 2 + 4x - 8) = 25.(x - 4) 


<=> 


X = —4 
X = 1 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = -4, X = 1. 
BT 204. Giải phương trình: 2x 2 - 5x + 2 = 4^2(x 3 - 21x - 20). (x e □ ). 
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, . -4 < X < -1 

Lời giải . Điêu kiện: X 3 - 21x - 20 > 0 <=> 

\_x > 5 

(*)<=> 2 • (x 2 - 4x - 5) - A\ỊỈ • -^/(x + 4) • (x 2 - 4x - 5) + 3 • (x + 4) = 0 


<»2 


X — 4x - 5 
x + 4 


X — 4x - 5 
x + 4 


+ 3 = 0 <=> 


X 2 — 4x — 5 _ 
x + 4 2 

X 4x 5 _\Ỉ2 
x + 4 _ 2 

, „ .. 9±^/Ĩ93 
hoặc X = 


2.(x 2 -4x-5) = 9.(x + 4) 17-3x 73, 9±yĨ93 

<=> „ 7 <=> X = —=— hoặc X = - 

2.(x 2 -4x-5) = x + 4 4 4 

Kết luận: So điều kiện, nghiệm phương trình là X = — -Ỵ^— - ' X = Ỵ —- • 


BT 205. Giải phuong trình: 3(x 2 + 4x + 5) = ÌCK/X 3 + 5x 2 + 9x + 6. (x 6 □ ). 

Lời _ giải . Điều kiện: 

X 3 + 5x 2 + 9x + 6 > 0 <=> (x + 2)(x 2 + 3x + 3) > 0 <=> X > -2. 

(*) 3 • (x + 2) —10 • ^(x + 2) • (x 4- 3x 4- 3) + 3 • (x 4- 3x 4- 3) = 0 

3.(x + 2) 




X + 3x 4- 3 


-10 


X + 2 
X + 3x + 3 


+ 3 = 0 <^> 


X + 2 
X + 3x + 3 


= 3 V 


X + 2 


1 


X + 3x + 3 3 


<^> 


X + 2 — 9.(x + 3x + 3) 
9.(x + 2) = x + 3x + 3 


<^> 


9x + 26x + 25 = 0 
.2 


< > -V 3 • 2\ 6. 

X 2 - 6x -15 = 0 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm của phưong trình là X = 3 ± 2\[ố. 

BT 206. Giải phuong trình: 3x 2 - Xsj2 + 3 = 3x/x 4 + ĩ. (x e □ ). 

<•&» Lời giải . Tập xác định: X e □ . 

(*)< >2(x : ’ A'\ 2 I 1) 3. v (x : ' X\ 2 i l)(.v‘ I X\2 ! 1) I (x 2 I X\2 I 1) 0 


<»2 


X -xy2 +1 


+—-3- 


X 4- xy2 4- 1 


X - XV 2 +1 

Ị X 2 +X\Ỉ2 + 1 


4-1 = 0^ 


Ịx 2 - xx/2 + ĩ 
Ị X 2 + xx/2 +1 


= 1 


<=> 


X — X V 2 4-1 — X 4- A’Y 2 4-1 
4.(x ’ - Xx/2 +1) = X 2 + Xx/2 +1 


<=> X = 0 hoặc X = 


X -xy2 +1 _ 1 
ịx 2 +X\Ỉ2 + 1 2 

5^2±é 


Kết luận: Nghiệm của phuong trình là X = 0, X = 


5^2±y/Ĩ4 


BT207. Giải phương trình: 8x 2 + 20x +1 = \Jố4x 4 +1 (xe ). 
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Lời giải . Tập xác định: X e □ . 

(*) <» 3 • (8x 2 + 4x +1) - 2 • (8x 2 - 4x +1) = Ậ8x 2 + 4x +1) • (8x 2 - 4x +1) 

_ 8x + 4x +1 Ỉ8x + 4x +1 _ „ Isx + 4x +1 ^ „ 

<=> 3- - 7 7 ~a L 7 7 ; -2 = 0^j : ■ 7 ' = 1<^>X = 0. 

8x - 4x +1 V 8x - 4x +1 V 8x 2 - 4x +1 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 0. 

BT 208. Giải phương trình: X 2 + 4x +1 = \lx' +x 2 +1. (x e □ ). 

Sà- Lời giải . Tập xác định: X e □ . 

(*) <^3-(x 2 - X +1) + 2^/(x 2 - X +1) • (x 2 + X +1) - 5 • (x 2 + X +1) = 0 


X +X + 1 


X — X +1 
X 2 + X + 1 


-5 = 0<=> 


X — X + 1 
X 2 + X + 1 


= 1<^>X = 0. 


Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 0. 

BT 209. Giải phương trình: 5x 2 - X + 5 = 5^jx 2 (x 2 +1) + 1. (x e □ ). 


rè>- Lời giải . Tập xác định: X G □ . 

(*) <^2-(x 2 + x + l)-5- Ậx 2 +x + l)(x 2 — X + 1) + 3 • (x 2 — X +1) = 0 

_ X 4* X +1 r IX + X +1 „ „ , X + X +1 - X + X +1 3 

o2- ' -5-, , ' +3 = 0<=>, - =1 V = -2 

x-x + 1 V X - X +1 V X - X +1 X - X +1 2 


X +X + 1 — X — X +1 
4.(x 2 + X +1) = 9.(x 2 - X + 1) 


<=> X = 0 hoặc X 



Kết luận: Nghiệm của phương trình là X = 0, X = 



BT 210. Giải phương trình: sj3(x 2 - 3x +1) = \/x 4 + X 2 + 1. (xen). 


<•&» Lời giải . Điều kiện: x 2 -3x + l>0<=>x< 



hoặc x> 


3 + SỈ5 
2 


(*) <=>2-(x 2 - X +1) + -Ậ= ■ J(x 2 - X + l)(x 2 + X +1) - (x 2 +X + 1) = 0 
sJ3 

_ X 2 - x + l 1 Ịx 2 - X +1 . _ ịx 2 — X +1 'JÕ ... . 

»2—-—- 7 + -==-. -7 ---7 -1 = 0 <=>.—: --- 7 = 77 =>x = l. 

x +x + 1 ự3 V X + X +1 VX + X +1 3 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 1. 

BT 211. Giải phương trình: 20x 2 - 3x + 5 = 5\ 16x ; -X 2 +1. (x e □ ). 

/&* Lời giải . Tập xác định: X e □. 

(*)<=> 3 . (4x 2 - 3x +1) - 5 • Ậấx 2 - 3x +1) • (4x 2 + 3x +1) + 2 • (4x 2 + 3x +1) = 0 

_ _ 4x 2 - 3x +1 _ 4x 2 -3x + l É „ _ 

^3- r, " 7 -5-. 77 " 7 +2 = 0 

4x + 3x + 1 Y 4x + 3x +1 
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<=> 


4x 2 -3x + l 
4x 4- 3x 4-1 


= 1 hoặc 


4x 2 - 3x +1 2 


= - <=> 


4x + 3x +1 3 


x = 0 
39 I V 

X = - 


40 


Kết luận: Nghiệm của phương trình là x = 0, x = 


39 + 4 


40 


BT212. Giải phương trình: yJx H -14x 2 +1 = x 4 — 12x 2 +1 (lEŨ). 

Lời giải . Ta CÓ: X 8 -14x 2 4-l = (x 4 +1) 2 -(4x 2 ) 2 = (x 4 -4x 2 4-l)-(x 4 +4x 2 +1) 
Do đó điều kiện để phương trình có nghiệm là x 4 -4x 2 4- 1 > 0. 

(*) <=> Ậx 4 -4x 2 +l)-(x 4 +4x 2 +1) = X 4 - 12x 2 +1 = 2.(x 4 - 4x 2 +1) - (x 4 + 4x 2 +1) 
|x 4 -4x 2 +1 „ x 4 -4x 2 +1 fx 4 -4x 2 +1 1 _ __ _ 

<=> J-7-7-;-7 =2-—-- 7 ~ 1 <=> - 7-7 - 7 =1<^X = 0. 

vx 4 +4x 2 +l x 4 +4x 2 +1 V* 4 +4x 2 4-1 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 0. 

BT 213. Giải phương trình: \j2x- 
<•&” Lời giải . Tập xác định: X e 


3x 2 + 38 - \Ịx 2 + 5x + 6 = Vx + 4. (xeO). 


1 - 


;-3 


u 


- 2 : 


l + -s/ĨĨ5 


(*) <=> \Ịx 2 +5x + 6 + %/x + 4 = \Jlx-3x 2 + 38 


<=> 2x 2 + 2x -14 + yj(x + 4)(x 2 +5x + 6) = 0 
<=> 2x 2 + 2x -14 + ^(x + 4)(x + 2)(x + 3) = 0 

'w> 2 • (x 4- 6x + 8) — 10 * (x 4- 3) 4- ^(x 4- 3)(x _ 4- 6x 4- 8) = 0 
(do X = -3 không là nghiệm của phương trình) 

„x 2 +6x + 8. x 2 +6x + 8 |x 2 +6x + 8 „ 

<=>2-—7— + J-—7-10 = 0 <=> J-—-— = 2 

X + 3 V X 4- 3 V X 4- 3 

<=> X 2 + 6x' + 8 = 4 • (x + 3) <=> X 2 4-2x-4 = 0<=>x = -l±^. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = \Ỉ5 -1. 

BT214. Giải phương trình: \Ịx 2 + X - 6 + 3 sỊx-ĩ- \ 3.v' 6x t 19 =0. (x e □ ). 

/©* Lời giải . Điều kiện: X > 2. Do X = 2 không là nghiệm nên xét X > 2. 

(*) <=>c/x 2 + X-6 + 3%/x-l = \ị3x 2 -6x4-19 

<=>X 2 + X-6 + 6-Ặx 2 + x-6)(x-l) + 9x-9 = 3x 2 -6x +19 

<=> 3 • Ậx - 2)(x + 3)(x -1) = X 2 - 8x +17 

<=> 3 • yị{x - 2) • (x 2 + 2x - 3) = (x 2 + 2x - 3) -10 • (x - 2) 
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<=> : 


X +2x-3 


X +2x-3 


-10 = 0 <=> 


X +2x-3 


= 5<=>x = 


23±%/341 


x-2 V x-2 V x-2 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 

BT 215. Giải phương trình: \Ịx 2 +2x = sị3x 2 + 4x + l - V 2x 1. 


2 

23 +sỉ 


(xgũ ). 


1 1 ^ , 1 
/&» Lời giải . Điều kiện: x - 2 Do x = 2 không là nghiệm nên xét x> 2 


(*) » sjx 2 + 2x + \ 2x 1 = ^3x 2 +4x + l 

> X 2 + 4x -1 + 2^(x 2 + 2x)-(2x-l) = 3x 2 + 4x +1 
■ Ậx 2 + 2x)(2x-l) = X 2 + 1» Ậx 2 +2x)(2x-l) = (x 2 + 2x) - (2x -1) 

1 + sE 


<=>: 

»- 


<=> - 


X + 2x X + 2x 


2x-l V 2x-l 


■-1 = 0 » 


X -b 2x 1 + 


V 2x-l 


-» X = - 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 


1 + y/E 


BT216. Giải phương trình: \J2x 2 -3x-2 = \Jl3x 1 + 1ÓX-39 - 5sjõc-ĩ. (xen). 
Lời giải . Điều kiện: X > 2. 

(*) <=> 5sjx — 1 + sj2x 2 —3x — 2 = sjl8x 2 + 1ÓX-39 

» 25(x -1) + 2x 2 - 3x - 2 + 10 n/x^Ĩ.^2xTĨ)(x^ 2) = 18x 2 + 16x - 39 
■ 5^(x - l)(2x + l)(x - 2) = 8x 2 - 3x - 6 
■5yj(x-2)(2x 2 - x-1) =4.(2x 2 - x-l) + x-l (**) 


» DsJ{X - I)(2x + I)(x - 2) = 8x -óx-b 
»5^(x-2)(2x 2 -x-1) =4.(2x 2 - x-1)- 

Đặt I” =v .l__ 1 thì (**)<>5iu'- 4/r’ + 

[y = sịx-2 

Với u = V, suy ra sj2x 2 - X -1 = sịx-2 » I 
Với » = 4ơ, suy ra sỊĩx 2 - x-1 = 4^x-2 » 


thì (**) <=> 5 uv = 4 u 2 + V 2 » (« - ơ)(4m - ơ) = 0 » 


u = v 
u = 4v 


X >2 

2x 2 - 2x +1 = 0 
|x>2 

2x 2 -17x + 31 = 0 ' T= 4 


: vô nghiệm. 

17 + 4^3 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 


17 + 4sj3 


BT217. Giải phương trình: sị3x 2 ~^ĩĩx--27 -sỊx 2 — 1 = 3sỊx-2. (x e □ ). 
Lời giải . Điều kiện: X > 2. 

(*) » 3x 2 + llx - 27 = X 2 -1 + 9.(x - 2) + 6.ự(x + l)(x-l)(x-2) 

- 2 + 2.(x -1) = 3-ự(x 2 - X - 2)(x -1) (**) 
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T ^ w . w = \/x 2 -x-2>0 , , , , „ , „ , .. „ . „ 

Đặt ị _ thì (**) <=> 11 + 2v 2 = 3 uv <=> (li - v)(u - 2ơ) = 0 <=> 

[ơ = \Ịx-l >0 

Với u = V, suy ra: \/x 2 -x-2 = \Jx-l <=> X 2 -2x-l = 0<=>x = l± \ỊĨ. 

_ _ ^ _Ị_ 

Với u = 2v, suy ra: \Jx 2 -x-2 = 2>/x-l <=>x 2 -5x + 2 = 0<=>x = — 


u = v 
u = 2v 


_ 5 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 1 + a/2, x = —-- 

BT218. Giải phuơng trình: 2yfx + ĩ + >/3x 2 + 5x -2 = yỊl8^\-18x--5. (xeO). 
/è” Lời giải . Điều kiện: X > T. 

(*) <^>4x + 4 + 3x 2 + 5x - 2 + ấyỊ(x + l)(3x - l)(x + 2) =18x 2 + 18x-5 

<=> 4lẬx + l)(3x - l)(x + 2) = 15x 2 + 9x - 7 

4ự(3x 2 + 2x - l)(x + 2) = 5.(3x 2 + 2x -1) - (x + 2) (**) 

í« = >/3x 2 + 2x-l > 0 - , , . „ 2 2 

Đặt ___ , thì (**) <=> 4»ơ = 5« -V <^>u = v. 

V = yx + 2 > 0 


Với u = V, suy ra: \3x~- 2x 1 = sỊx + 2 ị 


_ 1 

X>-Ị 

3 


3x +x-3 = 0 


>/37-1 


<=> X = 

2 . ^ 6 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuơng trình là X = 


>/37-1 


BT 219. Giải phuong trình: >/l0x 2 - 50x - 3 = V2x 2 

ílOx 2 -50x-3>0 


/ồ* Lời giải . Điều kiện: 


2x 2 - 5x + 2 > 0 <t=> X > 

X —5> 0 


-5x + 2 -3>/x--¥. (xeO). 

25+ >/745 
ĩõ 


rp , /- 2 £- r, 0/7 C— 2x 2 -14x + 47 25 + 2/745 

Ta có: \ 2x - 5x + 2 - 3yx - 5 = , = ==== —— >0, Vx > -— 7 - 

y2x 2 - 5x + 2 + 3yx - 5 1° 

Do đó hai vế của phuong trình (*) đều duong nên sẽ lũy thừa lên đuọc: 

(*) <=> 10x 2 — 50x - 3 = 2x 2 — 5x + 2 + 9x—45 — 6^/(2x — l)(x — 2)(x — 5) 

<=> 4x 2 - 27x + 20 + 3ự(2x - l)(x - 5)(x - 2) = 0 

<^>2.(2x 2 -llx + 5)-5.(x-2) + 3j(2x 2 ^nx + 5)(x^2) =0 (**) 
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ỊJ — Y 2 _ 11 Y 4- ^ > n 

Đặt ị ’ , thì (**) o2u 2 -5v+3uv >0 o(u-v)(2u+5v) = ( 

[ơ = yx-2 >0 

<=>M = Ơ (do có lượng: 2» + 5n>0, v»,ữ>0). 

Với » = ữ, suy ra: \2x' 1 l.v i 5 = sỊx-2 2x 2 - 12x + 7 = 0 <=> X = —— ^ — ■ 

6 + Ự22 

Kết luận: So vơi điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X =-—- 


BT 220. Giải phương trình: ^3(9x 2 -20x + 9) = 2\Jỏx 2 -llx + 3 - \Jx-2. 
Lờ/ giải . Điều kiện: X > 2. Do ta luôn có lượng: 

2vhr' - 1 lx : 3 • v-v 2 


^3(9x 2 -20x + 9) = 2\ ; (\V : ’ - llx + 3 - ựx -2. 

• > 2. Do ta luôn có lượng: 

4(6x 2 - llx + 3) - (x - 2) _ 24x 2 -45x +14 

2\ òx ’ -llx + 3 + \/x-2 2\ 6x ; ' -llx + 3 + \/x-2 

'1 ~ . 1 V. 1 . 4 . . . 


nên cả hai vế đều dương và lũy thừa lên ta được: 

(*) 27x 2 -60x + 27 = 4.(6x 2 - llx + 3) + X - 2 -4ự(2x-3)(3x-l)(x-2) 


3x - 17x +17 + 4 v (3x-l)(x-2).V2x-3=0 

(3x 2 - 7x + 2) - 5.(2x - 3) + 4.(ự3x 2 - 7x + 2).(2x - 3) = 0 (**) 

Đặt ị n + 2 ~ 0 ■ thì (**)<=> a 2 -5ỉ> 2 +4at> = 0<=>(a-ỉ>)(a + 5t>) = 0 

[b = \ 2x 3 > 0 

<=> a = ỉ>, (do ta luôn có lượng a + 5b > 0, Va > 0, b > 0) 

Với a = b, suy ra: vĩxr 7x i 2 = ^2x-3 < > 3x 9x i 5 0 < > X • - — v — 

6 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 9 + N /21 . 

6 6 

BT 22Ĩ. Giải phương trình: ^x(8x -15) = V4x 2 - 5x +1 - 2\Jx-2. (xen). 
/&* Lời giải . Điều kiện: X > 2. 


4x -9x + 9 


;>0, Vx>2. 


Ta có: ^4x 2 -5x + l -2yJx-2 = - - 

v4x 2 - 5x +1 + 2\ịx - 2 
Do đó cả hai vế đều dương nên lũy thừa lên được: 

(*) 8x 2 - 15x > 4x 2 - 5x +1 + 4(x - 2) - 4ự(4x 2 -5x + l)(x-2) 

4x 2 - 14x + 7 + 4ự(x - l)(4x - l)(x - 2) = 0 

■ (4x 2 - 9x + 2) - 5.(x -1) + 4-^(4x 2 - 9x + 2) • (x -1) = 0 (**) 


<=>( 


Đặt 


: = a/4x 2 -9x + 2 > 0 
' = Vx-1 >0 


, thì (**) <=> u 2 + ấuv - 5v 2 = 0 <=>(«- n)(« + 5v) = 0 


>0 
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<^> u = V, (do ta luôn có lượng: u + 5v> 0, Vu > 0, V > 0). 

Với u = V, suy ra: <JÃx* -9x + 2 = *Jx-l <=> 4x 2 - lOx + 3 = 0 <=> X = 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 


5±JŨ 

4 

5 + ^/Ĩ3 


BT 222. Giải phương trình: Vx 3 +2x 2 -7x + 6 - \fx = %/x 3 + (xen). 

r . „.N A , . A [x 3 +2x —7x+6>0 
<•&» Lời giai. Điêu kiên: ! 

[x>0 

(*) <=> \Ịx 3 + 2x 2 - 7x + 6 = vx' I 1 + %/x 

X H“ 2x—7x + 6 = X +1 + X 4- 2Ậ(X +1) 

<=> 2x 2 -8x + 5 = ^x.(x + l).(x 2 — X +1) 

<=> 5 • (x 2 - X +1) - 3 • (x 2 + x) = 2 • Ậx 2 - x + l)-(x 2 + x) 


05-3- =2- 

X — X +1 


X + X 
X — X + 1 


<^> 


X +x . 1 

= 1 <^> X = — • 


X — X + 1 


Kết luận: So vơi điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là x= 2 

BT223. Giải phương trình: \jx 3 +5x 2 -7x-2 = \Ịx 3 +X-2 + \ 2x 1. (x e□ ). 

íx 3 +5x 2 -7x-2 > 0 

<=> • 


Lời giải . Điều kiện: 


X 3 + x-2>0 
2x -1 > 0 


[x 3 +5x 2 -7x-2>0 
|x>l 


(*) <^> X 3 + 5x 2 -7x-2 = x 3 +x-2 + 2x-1 + 2^(x 3 + x-2)(2x-1) 

■ 5x 2 - lOx +1 = 2Ặx - l)(x 2 + X + 2)(2x -1) 

■ 2 • (2x 2 - 3x +1) - (x 2 + X + 2) = 2 • Ậ2x 2 - 3x +1) • (x 2 + X + 2) 


<=>í 

<=>: 


< >2• ~' v , 3 - V J 1 2- 

X +X + 2 


2x - 3x +1 


X +X+2 V X +X+2 


2x - 3x +1 


= 1 


<=>2x 2 -3x + l = x 2 +x + 2<í^x 2 -4x-l = 0<=>x = 2±%/5. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 2 + yỊE. 

BT 224, Giải phương trình: 2 \/x 2 +X + 1 + sỊĨ + 3x 2 = y3(3x ’ +2x + 3). (xen). 
Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <z>4x 2 + 4x + 4 +1 + 3x 2 + 4Ậx 2 +x + l)(l + 3x 2 ) = 15x 2 + 6x + 9 
• 2Ậx 2 + x + l)(l + 3x 2 ) = 4x 2 + X + 2 = (x 2 + X +1) + (1 + 3x 2 ) 
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X + X +1 X + X + 1 


l + 3x 


l + 3x 


+ !<=> 


X + X + 1 „ _ _ 2 

' _ , = 1 <=> 2x - X = 0 <=> 
l + 3x 2 


x = 0 

1 - 
X = - 
2 


Kết luận: Nghiệm cần tìm của phương trình là X = 0, x = 2 

BT225. Giải phương trình: 3^2x 2 -X + 2 + \Ị3x 2 + 2 = 2a/9x 2 ^-3x+ _ 8. (x e□ ). 
Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=> I8x 2 - 9x +18 + 3x 2 + 2 + (2x - X + 2)(3x 2 + 2) = 36x 2 - 12x + 32 

<=> 2 • V (2x — X + 2)(3x _ + 2) = 5x — x + 4 = (2x — x + 2) + (3x +2) 

<=> 2 


2x -x + 2 2x -x + 2 


+ lo 


2x - X + 2 2 

' ' = 1 o X +x = 0o 

3x 2 +2 


X = 0 
X = —1 


3x 4- 2 3x“ 4- 2 

Kết luận: Nghiệm cần tìm của phương trình là X = -1, X = 0. 

BT226. Giải phương trình: V 9x 2 - 29x I 11 = 2vx' -3x + \ix 2 -3x + 2. (xen). 

9x 2 -29x + ll > 0 

✓â” Lời giải . Điều kiện: ^ X 2 - 3x > 0 -tí-1 


X -3x+2>0 


X < 0 

X > 3 


(*) <z> 9x - 29x +11 = 4x - 12x + X - 3x + 2 + 4Ậx - 3x)(x - 3x + 2) 
<=> 4x 2 - 14x + 9 = 4^(x 2 - 3x)(x 2 - 3x + 2) = 4 yjx(x - 3)(x - l)(x - 2) 


Đặt 


•ti>(x 2 -2x) + 3.(x 2 -4x + 3) = 4.^(x 2 -2x).(x 2 -4x + 3) 
a = sỊx 2 - 2x > 0 


(**) 


thì (**) <=>« -4ai> + 3ỉ> =0 <=>(ữ-ỉ>)(ữ-3ỉ>) = 0. 


b = \Ịx 2 - 4x + 3 > 0 
Với a = b, suy ra \Ịx 2 - 2x = \Ịx 2 -4x + 3 <=>2x = 3<=>x = ^- 

Với a = 3b, suy ra ^x 2 - 2x = 3%/x 2 -4x + 3 <=> 8x 2 - 34x + 27 = 0 <=> X = — - ■ 

17 + ^73 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 


8 


BT 227. Giải phương trình: (3x 2 - 8x - 5)slx 2 +1 = (x 2 + 4x + 5)\/x + ĩ. (x e □ ). 
/&■ Lời giải . Điều kiện: X>-1. 

(*) <=> |^-8.(x +1) + 3.(x 2 +1)J • ^/x 2 "+7 = ^4(x + 1) + (x 2 +1)J• yfx + ĩ (**) 

Đặt a = a/x + 1 > 0, b = \jx 2 +1 > 1. Khi đó: 

(**) <^(-8a 2 + 3b 2 )-b = (4a 2 + b 2 ) ■ a 4a 3 + 8a 2 b + ab 2 -3 b 3 
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<=>(2a-b)(2a + 3b)(a + b) = 0<=>2a = b, (do «>0, b> 1) 

Suy ra: 2\[x + ĩ = \Ịx 2 +1 <=> X 2 -4x-3 = 0 <=> X = 2 ± \f7. 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm cần tìm của phuong trình là X = 2 ± \fỹ. 

BT 228. Giải phuong trình: - 3 - = 1 (x e □ ) 

1 + y2(x 2 - 3x + 4) 

Lời giải . Điều kiện: X > 0. Do X = 0 không là nghiệm nên xét X > 0. 
(*) <=>3- X + \fx = 1 + 7^2. (x 2 -3x + 4) <=>2- X - \/x = 7^2. (x 2 -3x + 4) 


«£* Lời giải . Điều kiện: X > 0. Do X = 

(*) <=> 3 - X + \fx = 1 + ^2.(x 2 -3x + 4) < 

<=> 2 - X - \fx = Jz [(2 - x) 2 + x] <-2 

2 /— ,7 4 

Đặt t = —j=-ylx, suy ra: t = — + x-4 
yx X 

(**) J2.(í 2 +1) = t +1 \ \ - 

v [í 2 +2t + l 

Với t = 1, suy ra: -Ậ= -s[x = \<^>2-x = sfx (4x - l)(\/x + 2) = 0 <=> X = 1 

\Ịx 

't 1 n _ 1 _1 I 


x + yx=JL + yz.^x -v)x + ^j <=>z-x-vx = yz.<x - 
x-s[x = ^2.|j2-x) 2 + x] < Chia:x>0 > -^=-7,/ỹ+l= /2 

• í — /Ị. 

Đặt t = —Ị= - V X, suy ra: f 2 = — + X - 4 <=> — + X = t 2 + 4. 

X XX 

Jf >-1 

= 2í 2 +2^ |(f-l) 2 =0 


X H -3 


<=> t = 1. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuong trình là X = 1. 

(xeũ ) 


ỵ 4 - Jỵ 2 4 - 2r — 3 

BT229. Giải phương trình: = 1. 


— 2x 4- 3 


✓â” Lời giải . Điều kiện: 


IX 2 + 2x - 3 > 0 
14x 2 - 2x + 3 > 0 


<=> 


X >1 
X < -3 


(*) <=> X + %/x 2 + 2x - 3 = ^5x- (x 2 + 2x -3) và đặt: y = 'Ịĩ~^2x-3 > 0 

3 . Ịx + y = yỊ5x 2 


Suy ra: 


..2 . .2 
■' -y 




<=> ■ 


[x + y > 0 
fx + y > 0 


IX + y > 0 

[x 2 + y 2 + 2 xy = 5x 2 - y 2 

X + y > 0 

o r 


Với 


Với 


X + y > 0 

, _<=>(, ,. „<=>4 X = I/ 

2x -xy-y =0 \{x-y){2x + y) = ũ 2x + y = 0 

\x + y >0 ịx = \Ịx 2 +2x-3 


<=> 


x = y 


x>0 


x>0 3 

<=> <! _ _<=>*=_ 
2x - 3 = 0 2 


w + y> 0 1 - 2 * = 

[2x + y = 0 Ịx<0 


-2x = sỊx 2 + 2x - 3 _ [z^0 


<=><; „ : vô nghiệm. 

3x 2 - 2x + 3 = 0 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phưong trình là x= 2 


(**) 
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BT 230. Giải phương trình: X + 2 + 4-Jx 2 - x + 2 = 2\ 6.v' -x + 14. (xen) 

>&■ Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=> (x + 2) + ấ\Ịx~ — X + 2 = 2-\J(x + 2) + 5(x - — X + 2) 


x + 2 . . 

7 + 4 — 2 • ^ 

yx 2 - X + 2 


ơx 2 - X + 2 


+ 5 (**). Đặt í = 


/x -x + 2 


(**) <=> 2Ví + 5 = t + 4 <^> 


í>^ 2 

<=> í = 2 hoặc f = ^ • 
3f 2 -8f+ 4 = 0 3 


Với í = 2, suy ra: 2yx 2 - x + 2= x + 2<=> 


X > -2 * - " 

<=> 2 * 
3x 2 -8x + 4 = 0 X = — 


Với t = suy ra: 2yx 2 - x + 2 =3(x + 2) <=> 


x>-2 

5x 2 + 40x + 28 = 0 


2\65 20 


2 2 J65 20 

Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phương trình làx = 2, x = ^,x = —— - - 


BT 231. Giải phương trình: x +l + y2x +1 = v3x 2 +8x +4. (xen) 


Lời giải . Điều kiện: 


(*) <=> (X +1) + %/2x +1 — a/3.(x +1) + (%/2x + 


2x +1 > 0 ^ 1 

X > — . 

3x 2 + 8x + 4 > 0 2 


Đặt a = X +1 > 0, b = V2x +1 > 0. Khi đó: (**)<^>a + b = y3 a + b 
<=> a 2 + 2ab + b 2 = 3a 2 + b 2 <=> a(a - b) = 0 <=> a = b, (do: a > 0) 

1 —-— Íx>-1 

Với a = b, suy ra: y2x + l = x + l<=>( - __ __ <=>x = 0. 

[x +2x + l = 2x + l 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 0. 
BT 232. Giải phương trình: sỊx* - X 2 +1 = 3 sjx 2 -1 + X 2 . (x e □ ) 


BT 232. Giải phương trình: yx - X +1 = 3-yx -1 + X 
/ê* Lời giải . Điều kiện: X<-1 hoặc X>1. 


/„A „11 X 2 -1 _ yx 2 

(*)« > 1 -^ = 3 .^- 

\ X X 


■ + !<=> V 1 / = 3t + 1, với t = - 


ìot +6t =0 


<3>t = 0 : 


- = 0<=>X = ±1. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = ±1. 
BT 233. Giải phương trình: X -1 + \ ; 2x - 3 = \Ỉ5x 2 -12x + 8. (x e □ ) 
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Lời giải . Điều kiện: 


2x - 3 > 0 ^ 3 

,.<=>x>^-- 

5x 2 -12x + 8>0 2 


(*) <=> (x -1) + \j2x - 3 = yj5.(x - 1) 2 - (2x - 3) (**) 

Đặt a = x- 1>0, b = \Ịĩx - 3 > 0. Khi đó: (**) <=> a + b = \l5cr - b 2 
<^a 2 +2ab + b 2 =5a 2 -b 2 <=> (a-b)(2a + b) = 0 <=>fl = 6, (do a> 0, b>0) 

[x >1 


Suy ra: 

ít luận: So với điều kiện, ne 


X -4x+4=0 


<^> X = 2. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phuơng trình cần tìm là X = 2. 
BT 234. Giải phuong trình: 2x + ý2x • 1 = 1 + yix 2 + 2x + 4. (xen) 


12x +1 > 0 ^ 1 

<=>x>--7‘ 
2 


Lời giải. Điều kiên: 

[4x / +2x + 4>0 
(*) (2x -1) + ự2x +1 = Ậ 2x -1) 2 + 3.(2x +1) (**) 

Đặt a = 2x-l, b = v 2x +1 > 0. Khi đó: (**)<=> a + b = \Ja 2 + 3 b 2 

, , ífl+6>0 

jff + ỉ>>0 jfl + ỉ>>0 I 

|ữ 2 + 2ữ6 + ỉ> 2 = ữ 2 + 3Ỉ> 2 [6(6 - ữ) = 0 

|fl+6>0 Í2x-l + ự2x + l>0. 


6 = 0 
a = b 


Với 


Với 


[6 = 0 

[fl+ 6>0 
|fl = 6 


<=> < 


2x +1 = 0 


<=> 


+1 = 2x -1 <=> 


: vô nghiệm. 


2x -1 > 0 3 

; _ „ _ <í=>X = 

2x - 3x = 0 2 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuơng trình là X = 
BT 235. Giải phuong trình: X -1 + V 2x ; 1 = \j2x 2 + 4. (x e □ ) 

/ê* Lời giải . Điều kiện: 


2x +1 > 0 1 

, . „ <=>X>--V 

2x 2 + 4 > 0 2 


(*) <^> (x -1) + ự2x +1 = yj2.(x - 1) 2 + 2.(2* +1) (**) 

Đặt ữ = X — 1, b = \Ị2x + 1 > 0. Khi đó: a + b = yỊĨ a 2 + 2 b 2 

ffl + 6>0 ffl+6>0 

<=> < „ . „ _ . „ __„<=><. „ _<^>a = b. 

\a+b+2ab = 2a+2b [(fl-6) 2 =0 

(—-— Íx-1>0 íx>l 

Suy ra: X -1 = V2x +1 <=> <! __ _ __ <=> { , 

[x - 2x +1 = 2x +1 [x - 4x = 0 

/li- n _ 1 _!•£___ _>£_ « ' 1 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuong trình là X = 4. 
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BT 236. Giải phương trình: \2x ! 14.V • 4 = V 3.V - 2 +X + 2. (xen) 


Lời giải . Điều kiện: 


2x + 14x + 4 > 0 2 

<=> X > — • 

3x - 2 > 0 3 


(*) <=> J 2.(x 2 + 4x + 4) + 2.(3x - 2) = V3x - 2 + X + 2 


o J2.(x + 2) + 2.(3x - 2) = V3x -2 + X + 2 o 2 + 2 


X + 2 X + 2 


Đặt f = - — — > 0 thì phương trình V 2 + 2 P = f + l<^>f 2 -2£ + l = 0 
X + 2 


<=> t = 1 <=> í = — - _ = 1 <=> \Ì3x-2 = X + 2 <=>x 2 +x + 6 = 0: vô nghiệm. 

x + 2 & 

Kết luận: Phương trình đã cho vô nghiệm X e 0. 

BT 237. Giải phương trình: \ 5.V 2 I 8x I 1 = \ 2x -1 + \Ịx 2 +2x. (x e □ ) 

^ 1 
/&” Lời giải . Điều kiện: x - 2 

(*) <=> J5.(x 2 +2x)-(2x-l) = \ 2x 1 + n/x 2 + 2x 


<=> »/5- 


2x -1 _ 2x -1 
X 2 + 2x ỵ X 2 + 2x 


Đặt í = J-y-—- ằ0, thì phương trình <=> \f 5 -t 2 = f + l<=>f 2 +3f-4 = 0<=>f = l. 


X +2x 


Với í = 1, suy ra: 


2x-l 
X 2 + 2x 


= 1 <=> X 2 + 2x = 2x - 1 <=> X 2 = -1: vô nghiệm. 


Kết luận: Phương trình đã cho vô nghiệm X e 0. 

BT238. Giải phương trình: \ 2x - 1 o.v i 1 (1 = vx - 1 + X - 3. (x e □ ) 
/&• Lời giải . Điều kiện: X>1. 


(*) J2.(x - 3) 2 + 2.(x -1) = yỊx -1 + (x - 3) 2 


sỊx-1 


, x-3 

+ 2 = 7 +1 

\Ịx -1 


^ 1 - 

Đặt t = , , thì phương trình Xí> V2f 2 + 2 = t +1 <=> 

slx -1 


í >-1 

f 2 -2f+ 1 = 0 


<=> í = 1. 


Với í = 1, suy ra: =l<=>yx-l=x-3<=> 

vx-1 


X - 7x +10 = 0 


<=> X = 5. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 5. 

BT 239. Giải phương trình: V 3.V - 2 + 2 \lx 2 -2x + 3 = \ 3.v’ 7.V t 13. (x e □ ) 
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Lời giải . Điều kiện: X > ^ • 


(*) <=> \Ỉ3x - 2 + 2\Ịx 2 -2x + 3 = Ậ3x - 2) + 5.(x 2 - 2x + 3) 


<=> 


3x-2 
X 2 -2x +3 


+ 2 = 


3x-2 
X 2 -2x +3 


+ 5. Đặt t = 


3x-2 
X 2 -2x +3 


> 0. Khi đó: 


PT <=>Vf 2 +5=í + 2<»f 2 +5 = í 2 + 4f + 4<íí>f = -=> 


3x-2 


4 ]Ịx 2 -2x + 3 4 

4^3x-2 = yjx 2 -2x + 3 <=>x 2 -50x + 35 = 0<^>x = 25±\ 590. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuơng trình là X = 25 ±^590. 
BT 240. Giải phuơng trình: X -1 + sfx = \l7x 2 -17x + 7. (xen) 

íx>0 


<•&» Lời giải . Điều kiện 


, 2 o0<*<^ho ặ c*>ìỉ±^ĩ. 

7x 2 -17x + 7>0 14 14 


(*) <=> X -1 + %/x = ^7.(x 2 -2x + l)-3.x (**). Đặt a = X - 1, ỉ> = %/x > 0. 

Ị—T —ỹ írt + ỉ>>0 írt + ỉ)>0 

(**)<=> a + b = \Ị7a-3b _<=>•{, ’ " _ • 

Ịa +2ab + b 2 =7a -3b [(a-b)(3a + 2b)>0 


Với 


Với 


ịa + b>0 írt>0; ỉ>>0 X>1 




a = b 

jrt + ỉ>>0 
3rt + 2Ỉ> = 0 


<=> • 


a = b 
{a<0;b>0 


>1 lx>l 

-1 = \[x 1X 2 - 3x +1 = 0 


3 + ^Ỉ5 


0<X<1 


<=> < 


<tí>< 


lx = 3 - 3x 4x = 9x - 18x + 9 


<tí>x = 


<=>x = - 


11 2 \ 10 
9 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 3 , X = —— ĨtỂSL . 

6 2 9 

BT 241. Giải phuong trình: 6 = 3x + yfx + 2\j3x 2 -14x + 12. (xen) 

íx>0 


rờ° Lời giải . Điều kiện: 


„ 2 .. «0<*<^®ho ặ c*>^® 

3x 2 -14x + 12>0 3 3 


(*) <» 3.(2 -x)-s[x = 2.^T(x 2 ^-4x + 4)^Zx <??> 3.(2 -x)~4x= 2.^3.(2-x) 2 -2x. 

Í3a-b>0 


a 2 + 2ab-3b 2 = 0 


y ' Ị N —Y A, J ỵ .yA, TA, ' Í—A, N—T'- \ yv, — z-.-< 

Đặt a = 2 - X, b = 4x> 0. Khi đó: PT o 3a - b = 2^3a 2 -2Lr o I 

[3fl - ỉ> > 0 [3fl - ỉ> > 0 , w Í3fl - ỉ> > 0 

<=>•{. . , hoặc < =>x = l. 

[(rt-ỉ>)(fl + 3ỉ>) = 0 [rt = ỉ> [fl = -3ỉ> 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuong trình là X = 1. 

BT 242. Giải phuong trình: 2 \jx 2 +3x + 3 + X +1 = \/9x 2 +23x + 19. (x e □ ) 

ã* Lời giải . Tập xác định: D = □ . 
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(*) <^> 2>/x 2 + 3x + 3 + (x +1) = ự5(x 2 + 3x + 3) + 4.(x +1 ) 2 (**) 

Đặt a = \Jx 2 + 3x + 3 >0, b = X +1. Khi đó: (**) <^> 2fl + ỉ) = \j5ci 2 + 4 b 2 


2a + b>0 


4fl + 4ab + b =5a + 4 b \a -4ab + 3b =0 


2a + b>0 


Í2a + b>0 Í2a + b> 0 , w í 

> 1. ... ... _ 1 . hoặc 

\(a-b)(a-3b) = 0 [a = b Ị 

Ỉ2a + b>0 fa>0,ỉ>>0 Ịx>-1 


2a + b>0 
a = 3b 


X 2 + 3x + 3 = X 2 + 2x +1 X = -2 


X>-1 


\2a + b> 0 írt > 0; b> 0 


a = 3b 


8x + 15x + 6 = 0 8x + 15x + 6 = 0 


X > -1 


^: vô nghiệm. 
>/33-15 


Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 


>/33-15 


DT 243. Giải phương trình: \fl-x 2 +1 - 2x = 2>/l4x 2 -12x + l. 

^ _ |-1<X<1 

-ộ" Lời giải. Điêu kiên: <1 

[14x 2 -12x + l>0 

(*) Ậ - X 2 + (1 - 2x) = 2^3.(1 - 2x) 2 - 2.(1 - X 2 ) 


(ieO) 


Đặt a = yl - X 2 >0, b = 1 - 2x. Khi đó: (**)■£> a + b = 2sỊ3a 2 - 2b 2 

ịa + b> 0 Jrt + ỉ>>0 Jfl + ỉ>>0 

Ịrt 2 + 2rtỉ> + b 2 = 12a 2 -8Ỉ> 2 Ịllrt 2 -2ab-9b 2 =0 |(rt-ỉ>)(llrt + 9ỉ>) = 0 


a + b> 0 


a + b> 0 

llfl + % = o’ 


ífl+ỉ>>0 

ífl>0,ỉ>>0 

-1 < X < - 

i , <=>< 


2 <»< 

[a = ỉ> 

ịa = b 

1 - X 2 = 4x 2 - 4x + 1 


-1 < X < ^ 

2 <=> X = 0. 


fl + ỉ »>0 
llfl + 9fc = 0 


<=> --fl > 0 <=> a < 0 


lla + 9b = 0 


: vô nghiệm. 


[llfl + 9fc = 0 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 0. 
BT244, Giải phương trình: \Ịx 2 + X - 6 + \fx = >/3x 2 +4x-18. (x G □ ) 
Lời giải . Điều kiện: X > 2. 

(*) <=> >/x 2 +X-6 + \fx = yj3(x 2 +x-6) + x 
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í 6 „ „ ]o | 

r 6 .ì 


X 

[ 

1 

+ 
1—1 

V X V 

X ) 


+ 1 


(**) 


Đặt t = Jx- — + 1 >0, suy ra: t 2 = X- — + 1- Khi đó: (**) <=> V3f 2 +1 = t + l 

X X 

<z>3t 2 + l = t 2 +2t + !<=>t 2 -t = 0 = 0 hoặc t = 1. 


Với í = 0, suy ra: Jx-- + I = 0or + I = 6ox = 2 hoặc X = -3. 

Vói t = 1, suy ra: Jx - — +1 = 1<=>X 2 -6 = 0<=>X = ±Vó. 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm của phưong trình là X = 2, X = Vó. 

DT245. Giải phuong trình: V* + 2.\Ịx 2 +X-2 = \ 5x ; i y.Y- 10. (xen) 

.,. -vv íx >0 

<•&» Lời giải. Điêu kiên: <! „ <=>X>1. 

[x 2 +x-2>0 

(*)<=> V* + 2 Vx 2 + X-2 = V5(x 2 +x-2) + 4x <=> 1 + 2^j x — — 

Đặt t = J x + x — > 0. Khi đó phưong trình <=> Vsí 2 + 4 =: 


> 0. Khi đó phưong trình <=> Vsí 2 + 4 = 2í +1 

<=> 5f 2 + 4 = 4f ■ 2 + 4f +1 <=> f 2 - 1 = 0 <=> í = 1. Suy ra: X 2 = 2 <=> X = ± V 2 . 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = \Ị2. 

BT 246. Giải phưong trình: \ 2x - 1 + Vx 2 + 3x -1 = Vx 2 +9x-4. (x e □ ) 

^ 1 
Lời giải . Điều kiện: x -2 

(*) <=> V2x -1 + V? + 3x -1 = V3.(2x -1) + (x 2 + 3x -1) (**) 

Đặt fl = s/ĩx-ĩ > 0 , b = Vx 2 + 3x -1 > 0 . Khi đó: (**) <^>a + b = V 3 a 2 + ỈT 
<=> ữ 2 + 2ai> + b 2 = 3a 2 + ỉ> 2 <=> fl(fl - b) = 0 <=> a = 0 hoặc a = b. 


-1=0<=>2x-1 = 0<^>x = -V 

2 


Vói a = 0, suy ra: 

Vói a = b, suy ra: V 2.V 1 = \jx 2 + 3x -1 <=> 2x -1 = X 2 + 3x -1 <=> 


x = 0 

X = —1 


Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm của phương trình là x= 2 

BT 247. Giải phương trình: 2\ 2.V — 3 + sỊx 2 + 3x-4 = Vx 2 +19X-28. (xen) 
^ 3 3 

Lời giải . Điều kiện: x ~2 Nhận thấy X = V là một nghiệm. Xét X > 
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(*) <=>2y2x-3 + yx 2 + 3x-4 = J8.(2x-3) + (x 2 +3x-4) 


|x 2 +3x- 4 1 , X 2 + 3x-4 , nSl , |x 2 +3x-4 

<=>2 + J————— = ,18 + ————— (**). Đặt t = J ————-—>0. 

V 2x-3 V 2x-3 V 2x-3 

(**) <=> \ 8 i /•’ = 2 + f<=>f 2 +4f + 4 = 8 + f 2 <=>í = l<tí>x 2 + x = l: VN khi X > ^ • 
Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là x= 2 
BT 248. Giải phương trình: X + \Ịx 3 + X 2 - 2 = ^3x 3 +4x 2 -6. (x G □ ) 


/&” Lời giải . Điều kiện: 


X 3 + x -2>0 
3x 3 + 4x 2 - 6 > 0 


<=> X > 1. 


(*) X + ỵX 3 + X — 2 — \/3(x + x — 2) + X 1 +, 


X 3 + X 2 - 2 L X 3 + X 2 - 2 


Đặt t =, 


X 3 + X 2 - 2 


>0 thì phương trình <=> 1 +1 = 'Ỉ3t 2 +1 <=>f = 0 hoặc 


Với t = 0, suy ra: X 3 +x 2 -2 = 0 <=> X = 1. 

Với t = 1, suy ra: X 3 + X 2 - 2 = X 2 <=> X 3 = 2 <=> X = ±\ỊĨ. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 1, X = n/2 . 
BT 249. Giải phương trình: Vx 3 + 2x - 3 +2x + 2 = \/5x 3 + 4x 2 +18x -11 


Lời giải . Điều kiện: 


X + 2x - 3 > 0 

5x 3 + 4x 2 + 18x -11 > 0 


<=> X > 1. 


(*) yX 3 + 2x — 3 + 2.(x +1) — J5.(x 3 + 2x — 3) + 4.(x + 2x +1) 


X + 2x — 3 
X 2 + 2x +1 


+ 2 = .15 


X + 2x - 3 
X 2 +2x + l 


+ 4 (**). Đặt t = . 


X + 2x - 3 
X 2 + 2x +1 


(**) <=> + 4= f + 2<^5f 2 +4 = í 2 +4f + 4<^>4f 2 -4í = 0<^>f = 0 hoặc í = l. 


Với í = 0, suy ra: 


Với t = 1, suy ra: 


X 3 + 2x - 3 
í X 2 + 2x +1 


= 0or42x-3 = 0«t = l. 


X + 2x — 3 3 2 /I r\ r» 

— :—=-—7- = 1<^>X-X-4 = 0<^>X = 2. 
X 2 + 2x +1 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 1, X = 2. 

BT250. Giải phương trình: 2 \jx 2 + X + 1 + \Ịx 3 +x 2 + X-3 = V6x 3 + 9x 2 + 9x-16 
Lời giải . Điều kiện: X>1. 

(*) 2yịx + X +1 + -\/x + X + X — 3 = J3.(x~ + X +1) + 6.(x + X - + X — 3) (**) 
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Đặt a = 4x 2 +X +1 >0, b = 'Jx 3 +x 2 +X-3 >0. Khi đó: (**) <=> 2a + b = ^3a 2 + 6 b 2 
<^>4« 2 +4 ab + b 2 =3a 2 + 6b 2 <=>(a-b)(a + 5b) = 0 = b, do a >0, b> 0. 

Suy ra: \Ịx 2 +X + 1 = \Ịx 3 + X 2 + X - 3 <=> X 3 = 4 <=> X = \fĩ. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuong trình là X = \ỊĨ. 

BT 251. Giải phuong trình: X + 3 + \fx 3 + 6x + 9 = \Ịx 3 + 3x 2 + 24x + 36. (x e □ ) 

T Am* , u; . í* 3 + 6x + 9 > 0 

Lời giai. Điêu kiên: ị 

[x 3 + 3x 2 + 24x + 36 > 0 

(*) <=> X + 3 + a/x 3 + 6x + 9 = Ậx 3 + 6x + 9) + 3(x + 3) 2 (**) 

Đặt a = X + 3, b = a/x 3 + 6x + 9 > 0. Khi đó: 


(**) <=> a + ỉ> = \f 3 cFTb 2 


<=> a 2 + ỉ> 2 + 2ab = 3a 2 + ỉ> 2 <=> 2rt 2 -2flỉ> = 0 <=> 


a = 0 
a = b 


Với a = 0, suy ra: x + 3 = 0<^x = -3. 

Với a = b, suy ra: sịx 3 + 6x + 9 = x + 3<=>x 3 -x 2 =0<=>x = 0 hoặc X = 1. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuong trình là X = 0, X = 1. 

BT 252. Giải phuong trình: \Ịx 3 + 3x 2 + 2 + \Jx 3 + X 2 + 4 = 2-\ịx 3 +2x 2 +3. 

✓â” Lời giải . Điều kiện: X 3 + 3x 2 + 2 > 0, X 3 + X 2 + 4 > 0, X 3 + 2x 2 + 3 > 0. 

(*) <r> ^/x 3 + 3x 2 + 2 + a/x 3 + X 2 + 4 = \;'2(x ' + 3x 2 + 2) + 2(x 3 + X 2 + 4) (**) 

Đặt a = a/x 3 + 3x 2 + 2 > 0, b = ^/x 3 + X 2 + 4 > 0. Khi đó: 

(**) <=> a + b = \2a : + 2 b 2 <=> « 2 + b 2 + 2aỉ> = 2o 2 + 2t) 2 <=> (a - ỉ)) 2 = 0 <=> a = ỉ>. 

Suy ra: ^/x 3 + 3x 2 + 2 = %/x 3 +x 2 +4 2x 2 = 2 <=> X = +1. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuong trình là X = ±1. 

BT 253. Giải phuong trình: \Ịx 3 - 2x + sỊx 2 -2x + 4 = *\/x 3 +3x 2 -8x + 12. 

/©* Lờ/ giải . Điều kiện: x 3 -2x>0, X 3 +3x 2 -8x + 12 >0. 

(*) <=> *Jx 3 - 2x + 's/x 2 - 2x + 4 = Ậx 3 - 2x) + 3.(x 2 - 2x + 4) (**) 

Đặt a = \Jx 3 -2x > 0, b = \Ịx 2 -2x + 4 > \/3. Khi đó: 

(**) <=> a + ỉ> = \Ịa 2 + 3Ỉ> 2 <=> a 2 + b 2 + 2aỉ? = a 2 + 3Ỉ> 2 <=> 2ỉr - 2aỉ> = 0<=>a = b. 

Suy ra: 4x 3 -2x = \jx 2 -2x + 4 <=>x 3 -x 2 -4 = 0<=>x = 2. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuong trình là X = 2. 

BT 254. Giải phuong trình: X 2 + 3x = (3 - x)v .V +X + 4. (x G □ ). 

/&■ Lời giai . Điêu kiện: -X + X + 4 > 0 —— ị — < X < — -ỳ- 
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(*) <=> (x +l) 2 + (x -1) = (3 - x)J( 3 - x) ■ (x +1) - (x -1) 


a = x +1 

b = J(3 - x) • (x +1) - (x -1) > 0 


, suy ra hệ: 


a 2 = (3-x)-ỉ>-(x-l) 
ỉ> 2 =(3-x)-fl-(x-l) 


rt 2 - ỉ> 2 = (3 - x) • (b - a) <=> (fl - b)(a + b + 3 - x) = 0 <=> 


a+b+ 3-x=0 


Với a = b, suy ra: X +1 = y-x 2 + X + 4 <=> 


X > -1 


2x + X - 3 = 0 


•»x = l. 


Với a+b + 3-x = 0 <=> y-x 2 +X+4 +4 =0: vô nghiệm. 

Kết luận: So với điều kiện, phuơng trình có nghiệm duy nhất X = 1. 

BT255. Giải phuơng trình: X 2 -8x + 26 = (x + 1)\ỊX 2 -6x-6. (x e □ ). 


Lời giải . Điều kiện: 


X - 6x - 6 > 0 1 < X <3 \ 


X + 1>0 ?! 


X > 3 + V’ 


(*) <=> (x - 5) 2 + (2x +1) = (x +1) J(x + l)(x - 5) - (2x +1) 


a = x- 5 

b = J(x + l)(x - 5) - (2x +1) 


, suy ra hệ: 


a 2 =(x + l)-ỉ>-(2x + l) 
b 2 = (x +1) • a - (2x +1) 


a 2 -b 2 = (x +1 )(b-a)<^>(a-b)(a + Ỉ> + X + 1) = 0<^> 


rt + ỉ> + x + l = 0 


Với a = b, suy ra: \jx 2 -6x-6=x-5<^> 


.... 31 

<^> X = • 

-4x + 31 = 0 4 


Với a + b + x +1 = 0, suy ra: yx 2 -6x-6 =4-2x: vô nghiệm. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuơng trình là X = ~Ỵ' 


BT 256. Giải phuong trình: X 2 + X + 6 = (2x + 3)\/2x 2 + lOx + 4. 


(ieO ). 


/©* Lời giải . Điều kiện: 


X 2 + 5x + 2 > 0 _ -5 t vT? 

. < > X >-—-- 

2x + 3 > 0 ?! 2 


(*) <=> (x + 2) 2 -(3x - 2) = (2x + 3) J(2x + 3)(x + 2) + (3x -2) 


fl=x+2>0 


b = J(2x + 3)(x + 2) + (3x - 2) > 0 


suy ra: 


b 2 =(2x + 3)-fl + (3x-2) 
a 2 = (2x + 3)-b + (3x-2) 


b 2 -a 2 = (2x + 3) • (a - b) (b - a) ■ (a + b + 2x + 3) = 0 


CI + b + 2x + 3 — 0 
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Với a = b, suy ra: V 2x 2 + lOx + 4 = X + 2 <=> 


x> -2 
X 2 + 6x = 0 


<tí>x = 0. 


Với a + b + 2x + 3 = 0 V2x 2 + lOx + 4 = -3x - 5 <=> 


—3x — 5 > 0 
7x 2 + 20x + 21 = ũ' 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phuơng trình là X = 0. 

BT 257. Giải phuơng trình: 4x 2 + 9x +1 = (4x - l+Sx 2 - 3x -1. (xen). 

.7. , . A Q 2 Q 1 ^ n , 3 — a/ 41 , „ 3 + "s /41 

Lời giai. Điêu kiên: 8x -3x-l>0<=>x< -—-— hoăc X > —— - 

ở 16 16 

(*) (2x +1) 2 + 5x = (4x -1) J(4x - l)(2x +1) - 5x. 


a = 2x +1 

b = \/8x 2 - 3x -1 > 0 


, suy ra hệ: 


b 2 = (4x -1) • a - 5x 
a 2 =(4x-l)-ỉ>-5x 


b 2 -a 2 =(a-b)- (4x-1) (b-a)■ (a + b + 4x-1) = 0 


rt + ỉ> + 4x-l = 0 


Với a = b, suy ra: y8x 2 -3x-l =2x + l<=> 


2x +1 > 0 1 

- _ _ _<=>x = --vx = 2. 

4x 2 - 7x-2 = 0 4 


Với fl + ỉ> + 4x-l = 0<^> \ 8x’ -3x-1 = -6x 


28x + 3x + 1 — 0 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuơng trình là X = “ , X = 2. 

BT 258. Giải phuong trình: 4x 2 + 19x + 6 = ,V\ 2x -4x + 3. (x e □ ). 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=> (2x + 3) 2 + (7x - 3) = XyỊx ■ (2x + 3) - (7x - 3). 

í= 2x + 3 _ ịb 2 =x-a-Ợx-3) 

Đặt < . - , suy ra hệ: < „ 

\b = Jx- (2x + 3)-(7x- 3) > 0 rt 2 =x-b-(7x-3) 


b = Jx ■ (2x + 3) - (7x - 3) > 0 


, suy ra hệ: 


ỉ> 2 - a 2 - X ■ (a - b) <=> (a - b)(a + b + x) = 0 <=> 


a + b + x = 0 


Với a = b, suy ra: y2x 2 -4x + 3=2x + 3<=> 


Với a + b + x = 0<=> V2x 2 -4x + 3 = -3x- 3<=> 


2x + 3 > 0 
2x 2 +16x + 6 = 0 


<>x-vl3 4. 


•V< 1 11 • \ 79 

„ _<=>x =-- 

7x z + 22x + 6 = 0 7 


Kết luận: Phuong trình đã cho có 2 nghiệm là X = -Jĩ3 - 4, X = - 


ll + v 


BT 259. Giải phuong trình: 4x 2 + 23x + 23 = (x + 2)^2x 2 + 6x +12. (x e □ ). 
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/ấ" Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) (2x + 5) 2 + (3x - 2) = (x -+ 2)Ậx + 2) • (2x + 5) - (3x - 2). 

ịa = 2x + 5 . ịb 2 = (x + 2) • - (3x - 2) 


& = J(x + 2)-(2x + 5)-(3x-2)>0 


, suy ra hệ: 


rt 2 = (x + 2)-ỉ>-(3x-2) 


b 2 - a 2 = (x + 2) • (a - b) <=> (ỉ> - rt) • (a + b + X + 2) = 0 <=> 


Với a = b, suy ra: sỊĩx 2 + 6x +12 = 2x + 5 <=> Ị 


a+b+x+ 2=0 


2x + 5 > 0 >/23-7 

- _ _ <=>x = —2——■ 

2x 2 + 14x +13 = 0 2 


-18 -V 


Với rt + ỉ> + x + 2 = 0<=> V 2x 2 + 6x +12 = -3x - 7 <=> X = 


Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phuơng trình là X = ~~ —— / X = ——' 

BT 260. Giải phuơng trình: 16x 2 - llx +1 = (x + ấ)\jểx 2 +18x-4. (xen). 


.. , __ 9 ị ./97 ./97 _ 9 

Lời giải. Điều kiên: 2x + 9x-2>0<^>x<- -——— hoăc X > —— 

5 4 4 


(*) <=> (4x -1) 2 - 3x = (x + 4) J(x + 4) • (4x -1) + 3x. 


a = 4x -1 

b = J(x + 4) • (4x -1) + 3x > 0 


, suy ra hệ: 


b 2 = (x + 4)-fl + 3x 
a 2 = (x + 4) • ỉ> + 3x 


ỉ> 2 - a 2 = (x + 4)(rt - b) (ỉ> - a) ■ (a + b + X + 4) = 0 


Với a = b, suy ra: ^4x 2 + 18x-4 = 4x -1 <=> I 


rt + ỉ> + x + 4 = 0 


4x -1 > 0 


13 + ^09 


12x 2 - 26x + 5 = 0 


Với rt + ỉ> + x + 4 = 0<^>y4x 2 + 18x-4 = -5x -3<^> 


-5x - 3 > 0 
21x 2 + 12x +13 = 0' 


Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất X = 


13 + ^/ĨÕ9 


BT 261. Giải phuơng trình: 2x 2 + 2x - 3 = (2x + 3)yx 2 + 5x + 7. (xen), 

/ê* Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=> (x +1) 2 + (x 2 - 4) = (2x + 3)>/(2x + 3)-(x + l)-(x 2 -4). 

mJ a = x + 1 „„ Jỉ> 2 =(2x + 3)-fl-(x 2 -4) 

b = J(2x + 3) • (x +1) - (x 2 - 4) > 0 \a =(2x + 3)-b-(x -4) 


, suy ra hệ: 


b = J(2x + 3) • (x +1) - (x - 4) > 0 


b 2 -a 2 =(2x + 3).(a-b)<^(a-b)(a + b + 2x + 3) = 0 


a + b + 2x + 3 — 0 
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Với a = b, suy ra 


: \fx + 5x + 7 — X +1 *Ị 


X > -1 

3x + 6 = 0 


<=>IG0. 


1—- 19 + 

Với a + b + 2x + 3 = 0<^\Jx +5 x + 7 =-3x-4<z> X = 


Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là X = - 


16 

19 + ^ 


16 


BT 262. Giải phương trình: X 2 +4x + 2 = (5x + 3)\|5x 2 + 6x +2. (xeũ). 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=> (x +1) 2 + (2x +1) = (5x + 3) • ^(5x + 3) • (x +1) - (2x +1). 


Đặt 


ị a = X +1 


b = Ậ5x + 3) • (x +1) - (2x +1) > 0 


, suy ra hệ: 


\b 2 =(5x + 3)-fl-(2x + l) 
[fl 2 =(5x + 3)-ỉ>-(2x + l) 



4x + 6x + 2 — 0 


: VN . 


Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phương trình là x = ~2 

BT 263. Giải phương trình: 4x + 5 4—= y^2x 2 +8x + 4. 

x + 1 

Lời giải . Điều kiện: 2x 2 + 8x + 4 > 0. 

(*) <=> 4x 2 + 9x + 8 = (x +1) a/Ìx 2 + 8x + 4 

(2x + 3) (3x + 1) = (x +1 ).^(x + l).(2x + 3) + (3x +1). 


(xeũ ). 


<^> 


Đặt 


\a = 2x + 3 


[6 = ự(x + l).(2x + 3) + (3x + l) > 0 


, suy ra hệ: 


I ỉ> 2 = (x +1) • a + (3x +1) 
Ịrt 2 =(x + l)-ỉ> + (3x + l) 


=> ỉ> 2 - a 2 = (x +1) • (a - ỉ>) <=> (ữ - ỉ>)(a + + X +1) = 0 <=> 
Với a = b, suy ra 


a = b 

rt + ỉ> + x + l = 0 


i: a/Ìx 2 + 8x + 4=2x + 3<=>| 

Với a + fr + x + l = 0<=>%/2x 2 + 8x + 4 = -3x-4<=>ị 
Kết luận: Phương trình đã cho vô nghiệm X e 0. 


2x + 3 > 0 

„ : vô nghiệm. 

2x 2 +4x + 5 = 0 

-3x - 4 > 0 


7x 2 + 16x + 12 = 0 


: vô nghiệm. 
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BT264. Giải phương trình: 5x + 3 = X\ị2x 2 +X + 1. (xe ). 
/ềr Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=> (x + 2) 2 -(x 2 - X +1) = X • Jx-(x + 2) + (x 2 — X +1). 


fl = x + 2 

b = Jx • (x + 2) + (x 2 - X + 1) > 0 


, suy ra hệ: 


b 2 - a 2 = (a - b) ■ X (a - b) ■ (a + b + x) = 0 <^> 


Ịb 2 =x-a + (x 2 -x + 1) 
[a 2 =x-b + (x 2 -x + 1) 

a = b 

a + b + x = 0 


Với a = b, suy ra: y2x 2 + x + l= x + 2<=> 


x>-2 3 • v21 

„ _ _ _ <=í>x =—-5 - 

X - 3x - 3 = 0 2 


Với a + b + x = 0<^>v2x 2 + X +1 = -2x-2o 


X<-1 

2x 2 + 7x + 3 = 0 


<^> X = -3. 


Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phuơng trình là X = -3, X = - 


BT 265. Giải phuơng trình: 9x + 25 = (x - I)y2x 2 + 5x - 5. (x e □ ). 

Lời giải. Điều kiên: 2x 2 +5x-5>0<^>x< + hoăc X > —^-—— • 

ỗ 4 4 

(*)(x + 5) 2 -(x 2 + x) = (x-l).J(x-l).(x + 5) + (x 2 + x). 


a = x + 5 


b = J(x - l).(x + 5) + (x 2 + x) > 0 


, suy ra hệ: 


ỉ> 2 =(x-l)-fl + (x 2 +x) 
ff 2 =(x-l)-ỉ> + (x 2 +x) 


b 2 -a 2 = (x - 1) • (a-b) (a-b)(a + Ỉ> + X-1) = 0<=> 


rt + ỉ> + x-l = 0 


Với a = b, suy ra: \ 2x' i 5x~5 = x I 5< > 


x>-5 5 +Vl 

„ _ __ <^>x = -—G 
X - 5x - 30 = 0 2 


Với a + fr + x-l = 0<=>\/2x 2 + 5x-5 = -2x-4<=> 


x<-2 

2x 2 +llx + 21 = 0 


: vô nghiệm. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuơng trình là X = - 


BT 266. Giải phuơng trình: -= X +1. (x e □ ). 

V2x 2 +7x-9-9 

x + 1 >0 ?! 

Lời giải . Điều kiện: ị 2x 2 + 7x - 9 > 0 


;2r • 7.V 9 9 / 0 
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(*) <=>30 = (x + V)-(\j2x 2 + 7x-9 - 9) <=>9x + 39 = (x + l)%/2x 2 +7x-9 


<=>(x + 5) — (x + X-14) = (x + l)-J(x + l)-(x + 5) + (x +X-14). 


Đặt 


ịa = x + 5 


--- , suy ra: 

+1) ■ (x + 5) + (x 2 + X - 14) > 0 

b 2 - a 2 = (x +1) • (a - b) <=> (rt - b) ■ (a + b + X +1) = 0 <=> 


b 2 = (x 4- 1) • a + (x 2 + X -14) 
a 2 = (x +1) • b + (x 2 + X -14) 
a = b 

a+b+x+ 1=0 


Với a = b, suy ra: 


+ 7x- 9=x + 5<^>- 


jx+5>0 
IX 2 - 3x - 34 = 0 


<íí> X = - 


3 ± 4 


Với rt + ỉ> + x + l = 0<^>V2x + 7x-9 = -2x-6 <=>ị 


|-2x - 6 > 0 
|2x 2 +17x + 45 = 0 


2 

: VN_. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuơng trình là X = 
BT 267. Giải phương trình: x + 10 = (x + 3)%/2x 2 +5x-7 (xeũ). 

7 

Lời giải . Điều kiện: 2x 2 + 5x-7>0<=>x<-^ hoặc X>1. 

(*) <=> (x + 1) 2 - (x 2 + X - 10) = (x + 3)Ậx + 3).(x + l) + x 2 +X-10. 


3 


Đặt 


íỉ = x + l 


, suy ra hệ: 


ỉ> = <J(x + 3).(x + l) + x 2 + X-10 >0 
ỉ> 2 - a 2 = (X + 3) • (a - b) <=> (a - b ) • (a + b + X + 3) = 0 <^> 


Với a = b, suy ra: 


4- 5x — 7 — X 4-1 'w > 1 


Với a + b + x+3 = 0<^>v2x +5x-7 =-2x-4<=> 


ỉ> = (x + 3) • fl + (x + X -10) 
a 2 = (x + 3) • b + (x 2 + X - 10) 

a = b 

ữ4-Ỉ74-x4-3 = 0 

[x>-l v4Ĩ 3 

, „ „<»x = —T- 

[x +3x-8 = 0 2 

x<-2 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 


2x 2 + llx + 23 = 0 
n/ÌĨ-3 


: vô nghiệm. 


BT 268. Giải phương trình: X 3 -2x 2 + 2x - 3 = (1 - 2x).\j3x 2 +5. (xeũ). 
Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=>(x +1) 3 -(5x 2 + X + 4) = (1 -2x).ự(l-2x)(x + l) + 5x 2 +X + 4. 


Đặt 


|a = x + l 

1 b = Èl-2x)(x + l)+5x 2 + X + 4 


, suy ra hệ: 


I rt 3 = (1 - 2x) • b 4- (5x 2 + X + 4) 
[b 3 = (l-2x)-fl4-(5x 2 +X + 4) 
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a 3 - b 3 = (1 - 2x)(b - à) (a - b)(b 2 + ab + a 2 +1 - 2x) = 0 


, ,. (, a Ỵ 3fl 2 +4-8x 

<=>(fl-b)- b + -~ + -—- 

2 4 


( a Ỹ 3x 2 -2 x + 7 

= 0 »(«-&)■ b + ị + — 

2 4 


<z>a = ỉ?=>^/3x 2 + 5 = x + l<^>x 3 + 3x-4 = 0<^>x = l. 

7 (ỊỸ 3x 2 -2x + 7 

Do ta luôn có: ỉ> + ^ Y-> 0, Vrt, ỉ>, X e □ . 

[2) 4 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 

BT 269. Giải phương trình: 8x 3 + 14x 2 + 9x + 2 = (4 - 2x).\j-6x 2 + 3x + 3. 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=> (2x +1) 3 + (2x 2 + 3x +1) = (4 - 2x)ẬA - 2x)(2x +1) - (2x 2 + 3x +1). 

[ a = 2x +1 í fl 3 = (4 - 2x) • b - (2x 2 + 3x +1) 

Đặt < Ị ---, suyra: „ 

& = Ự(4-2x)(2x + l)-(2x 2 +3x + l) [b 3 =(4-2x)-fl-(2x 2 + 3x + l) 


suy ra: 


b = m- 2x)(2x +1) - (2x + 3x +1) 


a -b = (4 - 2x) • (b - à) <=> (a - b) ■ \\b + 7- + —— + 4 - 2x = 0 


flV 3rt 2 


, (, . aỴ . 3fl 2 -8x + 16 
^(b-a)- b + 2- +-^- 


,, . /, aỴ . 3.(2x + 1) 2 -8x + 16 

<=>(Ỉ7-fl)- b + i- +—-—- 

2 4 


rtỴ 12 x 2 +4x + 19 
o(b-a)- b+2- +-- 


= 0 <=> ỉ> = fl, do: 


12x 2 +4x + 19 


>0, Vx. 


Với a = b, suy ra: y-6x 2 + 3x + 3 = 2x +1 <=> 8x 3 + 18x 2 + 3x - 2 = 0 

1 1 

<=>x = -2 hoặc x = --7 hoặc X = — • 

2 4 

Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phương trình là X = -2, X = - T, x = -. 

BT 270. Giải phương trình: X 3 - 5x 2 + 4x - 5 = (1 - 2x).\Jóx 2 - 2x + 7. (xe ũ). 
Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) o (x +1) 3 - (8x 2 - X + 6) = (1 - 2x).ự(l - 2x).(x +1) + (8x 2 - X + 6). 

íữ = x + l írt 3 = (1 - 2x) • b + (8x 2 - X + 6) 

Đặt < Ị ---, suy ra: 1 „ 

|b = h(l-2x).(x + l) + (8x 2 -x + 6) |ỉ> =(l-2x)-fl + (8x -x + 6) 


suy ra: 
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a 3 - b 3 = (1 - 2x) ■ (b - à) (a - b) ■ (a 2 + ab + b 2 +1 - 2x) = 0 


<^>(a-b) 




, , a 
b + -~ 

V 2 y 


3 a 2 - 8x + 4 


= 0 <^>(a-b)- 


b + -~ 

V 2 y 


3x 2 -2x + 7 


= 0 


<^> a = ỉ> => Ụèx 2 -2x+7 = X +1 <=> X 3 -3x 2 +6x-6 = 0<=>x = 2. 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là X = 2. 

BT 271. Giải phương trình: X 2 - X - 3 = (x -1) 2 4x + 2x + 4. (xen). 

rấ* Lời giải . Điều kiện: x 3 +2x+4>0. 

(*) <=> (x + 2f -(5x + 2) = (x- l) 2 .Ậx- l) 2 .(x + 2) + (5x + 2) 

ịa = x + 2 _ ịb 2 = (: 

Đặt < .--- , suy ra hệ: < 

\b = J(x- l) 2 .(x + 2) + (5x + 2)>0 ' \a 2 =(: 


l& = yj(x - 1) 2 .(x + 2) + (5x + 2) > 0 
=> ỉ> 2 - a 2 = (x -1) 2 • (a - b) (a - b) ■ [rt + b + (x -l) 2 ] = 0 <=> 


Với a = b, suy ra: \/x 3 + 2x + 4 = X + 2 <=> ị 


[ X + 2 > 0 


Ịx -X -2x = 0 


b 1 = (x-l) 2 -a + (5x + 2) 
a 2 = (x -1) 2 • b + (5x + 2) 
a = b 

a + b + (x-ĩ) 2 =0 

X = —1 

<=>| x = 0 • 

X = 2 


Với a + b + (x -1) 2 = 0 <=> sjx 3 +2x + 4 + 


' 1^ 
X — — 

V 2y 


15. .... 

= —-: vở nghiệm. 
4 & 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = -1, X = 0, X = 2. 


BT 272. Giải phương trình: 
Lời giải . Điều kiện: I 


-6x - 15x +12 
X 2 -5x 
X 3 + 7x 2 + 15x + 13 = 0 


= \Ịx 3 + 7x 2 + 15x +13. (ieO). 


X - 5x + 0 

(*) <=> -6x 2 - 15x +12 = (x 2 - 5x).\ ; x + 7x 2 + 15x +13 
<^(x + 5f - (7 X 2 + 40x +13) = (x 2 - í 


Đặt 


=> (x + 5) 2 -(7x 2 + 40x +13) = (x 2 - 5x).Ậx 2 -5x).(x + 5) + (7x 2 +4ŨX + 13). 
|fl = x + 5 JV =(x 2 -5x)-fl + (7x 2 + 40x + 13) 

I b = Ậx 2 -5x).(x + 5) + (7x 2 + 40x +13) Ịrt 2 = (x 2 -5x)-fr + (7x 2 + 40x + 13) 

ry ~ ~ T íĩ - 

ỉ> -fl =(x -5x)-(a-b)<=>(a-b).(a + b + x -5x) = 0<=> 

a + b = 5x-x 


Với a = b, suy ra: 'y/x 3 + 7x 2 + 15X + 13 = X + 5 <=> 


íx + 5>0 


X +6x +5x-12 = 0 


a = b 

a + b = 5x-x 2 
1 = 1 

1 

<=> 


x = -4- 
x = -3 
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Với a + b = 5x - X 2 <=> \ix 3 + 7x 2 + 15X + 13 + (x - 2 ) 2 = -1: vô nghiệm. 
Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = -4, X = -3, X = 1. 

2x 4 +x 3 +9x 2 +7x + 4 


BT 273. Giải phương trình: 


X + X + 3 


■ — 3\fx + X + X. 


(reO). 


Lời giải . Điều kiện: X > 0. 

(*) <=> 2x 4 + X 3 + 9x 2 + 7x + 4 = (x 2 +x + 3).v9x’' + 9x 2 + 9x 
•»(x 2 +3x + l) 2 +(x 4 -5x 3 -2x 2 +X + 3) 

= (x 2 + X + 3)^(x 2 +x + 3)(x 2 +3x + l)-(x 4 -5x 3 -2x 2 + X + 3). 
CI = x~ + 3x +1 
b = . 


Đặt 


Suy ra 


- 2 + X + 3)(x 2 + 3x +1) - (x 4 - 5x 3 - 2x 2 + X + 3) > 0 
ịb 2 = (x 2 + X + 3) • a - (x 4 - 5x 3 - 2x 2 + X + 3) 


Ỉ7 - fl = (x + X + 3) • (fl - b) 


[fl 2 =(x 2 +x + 3)-fc-(x 4 -5x 3 -2x 2 + X + 3) 

<^(a-b)-(a + b+x 2 + X + 3) = 0<í^(a-ỉ>).(ỉ> + 2x 2 +4x + 4) = 0 oa = b 


?x + 9x +9x =x +3x + l<=> 


X + 3x + 1^0 


<^>x 


= 3±#. 


[(x 2 - 3x +1) • (x 2 +1) = 0 
Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 3 ± yỊE. 

= Vx 4 + X 3 + 4x 2 + 4x -1. (x e □ ). 


BT 274. Giải phương trình: 
✓â” Lời giải . Điều kiện: 


2x + 3x + 2x + 5 


X + 3 

Jx 4 + X 3 + 4x 2 + 4x -1 > 0 
1X + 3 ^ 0 


(*) <=> 2x 3 + 3x 2 + 2x + 5 = (x + 3) V X 4 + X 3 + 4x 2 + 4x -1 
<=> (x 2 + X +1) 2 - (x 2 - 4) = (x + 

|fl = x 2 + x + l>0 


Đặt 


, suy ra hệ: 


b = Ậx + 3).(x 2 + x + l) + (x 4 -4) >0 
b 2 - a 2 = (x + 3) • (a - b) <=> (b - a)(a + b + X + 3) = 0 <=> 


+ 3).(x 2 + x + l) + (x 4 -4). 

b 2 =(x + 3)-fl + (x 4 -4) 
a 2 =(x + 3)-b + (x 4 -4) 

a = b 

CI4-b ~\~ X 3- 3 = 0 


Với a = b=>\Ịx i +x 3 +4x 2 +4x-l=x 2 +x + l<^>x 3 -x 2 -2x + 2= 0<íí> 

Với a + b + X + 3 = 0 <=> b + X 2 + 2x + 4 = 0 <=> b + (x +1) 2 = -3: vô nghiệm. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có các nghiệm là X = 1; X = + >12. 

BT 275. Giải phương trình: -2x 2 + X +1 = (x 4 -2x + 1)Vx 5 + X 2 -1. (x e □ ). 


X = 1 

X =±\ỊĨ 
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& Lời giải . Điều kiện: X 5 + X 2 -1 > 0. 

(*) <=> X 2 - (3x 2 - X -1) = (x 4 - 2x + l).^(x 4 — 2x + l).x + (3x 2 — X — 1). 

« = * jb 2 =(x 4 -2x + l)-rt + (3x 2 -x-1) 

ỉ> = ij(x 4 -2x + l).x + (3x 2 - X -1) > 0 Ịfl 2 =(x 4 -2x + l)-ỉ> + (3x 2 -x-1) 


Đặt 


=> b 2 -a 2 =(x 4 -2x + l)-(ữ-ỉ>) <=>(«- ỉ>)-(fl + ỉ> + x 4 -2x + l) = 0 

<^>(rt-ỉ))-(ỉ) + x 4 -x + l) = 0<^>(rt-ỉ>)-| í> + | X 2 -- I +1 X-- I 1 = 0 



í 2 lì 

2 


1^1 

2 

ỉ> + 

X - — 

+ 

X- 

— 



l 2j 


V 

2j 



Ị— --—— íx>0 

oa = b=>\lx + x-1 = x<x>{ c _<=>x = l. 

Ịx 5 = 1 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 1. 

BT 276. Giải phuơng trình: X 2 + 4x = \lx + 6. (xen) 

-ộ” Lời giải . Điều kiện: X > -6. 

_ „ í -- , „ íi/ 2 +4i/ + 4 = x + 6 íi/ 2 +4i/-x-2 = 0 

Đặt y + 2 = yx + 6, suy rahệ: ị <=>< 

Ịx +4x = y + 2 [x +4x-y-2 = 0 

=> y 2 - X 2 + 5.(y -x) = 0<=> (y - x) ■ (x + y + 5) = 0 
Với y = x, suy ra: yịx + 6 = X + 2 <=> < 


Ị/ = x 
y = -X - 5 


1 


íx> 2 yl7 3 

X = ——--—-• 

x 2 +3x-2 = 0 2 


Với y = -x- 5, suy ra: \Ịx + 6 = -X - 3 <=> 


[x<-3 -5- 

< „ _ 'w' X = ———- 

X + 5x + 3 = 0 2 


DT 277. Giải phuơng trình: 2x 2 - 6x -1 = \/4x + 5. (x e □ ) 


/&• Lời giải . Điều kiện: X > - ^ • 


„ „ r. -“ , „ 4y 2 -12i/+ 9 = 4x + 5 \y 2 -3i/-x + l = 0 

Đặt 2y-3 = V4x + 5, suyrahệ: ỷ' . . . _ <=>r, 

[2x 2 - 6x -1 = 2y - 3 Ịx 2 -3x-y + l = 0 

=> y 2 - X 2 - 2(y - x) = 0 <=> (y - x)(x + y - 2) = 0 <=> 


y = x 
y = 2-x 


Với y = x, suy ra: vĩx + 5 = 2x - 3 <=> 


,>1 

2 

X 2 -4x + l = 0 


<=> X 


= 2 + S. 
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ị 1 

Với y = 2-X, suy ra: y[ĩx + 5 = l-2x<z>< 2 

x 2 -2 


• 1 \ 2 . 


X -2x-l = 0 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 1 - \J2, X = 2 + \Ỉ3. 

BT 278. Giải phuơng trình: X 2 -4x - 3 = \Jx + 5. (x G □ ) 

Lời giải . Điều kiện: X > -5. 

„ /-— , „ íy 2 -4i/ + 4 = x + 5 íi/ 2 -4i/-x-l = 0 

Đặt y-2 = yx + 5, suy ra hệ: ị <=>G„ 

[x 2 - 4x - 3 = y - 2 [x 2 - 4x - 1 / -1 = 0 


y 2 - X 2 - 3(y - x) = 0 <=> (y - x)(x + y - 3) = 0 <^> 


Ị/ = x 
y = 3-X 


, Ị—— n \x2 

Với y=x, suy ra: yx + 5 = x-2<=>< 2 

Ị X 5x 1 

Tr „ Ị—— „ [x<l 

Với y = 3-x, suy ra: n/x + 5=1-x<=>< 

[x -3x 


5 + V 

<^> X = —— 1 

- 5x -1 = 0 2 


X -3x-4 = 0 


<=>x = -l. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = -1, X = 


5 + ^29 


BT 279. Giải phuong trình: 2x 2 + 4x = 



(ieO) 


✓â” Lời giải . Điều kiện: X > -3. 

_, -1 x + 3 

Đặt y + l = J ——, suy ra hệ: <' 


2y + 4y + 2 — X + 3 J2y +4y —X —1 —0 
2x 2 + 4x = y +1 Ị 2x 2 +5x-y-l = 0 


2-(i/ 2 -X 2 ) + 5.(}/-x) = 0 <=> (}/-x)(2}/ + 2x + 5) = 0 <=> 1 • 

y = -U2x+5) 



= x + l <=> 


Với y = x, suy ra: 


Với y = -y2* + 5), suy ra: Jy=y x » 2 


x> 1 V17 3 

0 . „ X = ’ ■ 

2x + 3x -1 = 0 2 


x+3 3 x<-- 


-5-Ậ3 


4x +10x + 3 = 0 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = —^, X = ——— 

& 2 4 

BT 280. Giải phuong trình: X 2 - 2x = 2\ 2x 1. (x G □ ) 
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/â” Lời giải . Điều kiện: x -2 


/- , A í(y-l) 2 =2x-l íy 2 -2y-2x + 2 = 0 

Đặt y-l = y2x-l, suy ra hệ: ị _ <=>< _ 

Ịx 2 -2x = 2.(y-l) [X 2 - 2x - 2y + 2 = 0 

=> y 2 -x 2 = 0<tí>(y-x).(y + x) = 0<^>x = y hoặc x = -y. 


<>x 2 ! \ 2. 


=> y 2 -x 2 = 0<tí>(y-x).(y + x) = 0<^>x = y hoặc x = -y. 

Vói X = V, suy ra: \j2x - 1 = X -1 <=> J , _ <=>x = 2 + 

[x 2 -4x + 2 = 0 

Vói y = -x, suy ra: sỊĩx -ĩ = -X-1: vô nghiệm khi 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 2 + v2. 

BT 28L Giải phuong trình: 4x 2 + 4x - 3 = \ 2x I 3. (x e □ ) 


Lờ/ giải . Điều kiện: x>-~ 


w 1 —-_ ^ Í4i/ +4i/ + l-2x + 5 [ 2y + 2i/ —X —2 —0 

Đặt 2y + l = y2x + 5, suy ra hệ: { - _ _ <=><*" _ 

[4x 2 +4x-3 = 2ị/ + 1 [2x 2 +2x-y-2 = 0 


2.(y 2 -x 2 ) + 3.(y-x) = 0<=>(y-x)-(2y + 2x + 3) = 0<=> 3 


_1 

Vói y = X, suy ra: ^2x + 5 =2x+ !<=>< 2 


<=> X = - 


2x + X - 2 = 0 


o /y-— |X< 1 3 • \ 13 

Vói 1 / = -— -X, suy ra: \/2x + 5 =-2i-2o „ _<=>x =-—- 

2 J [4x 2 +6x-1 = 0 4 

n rj -Ị 3 -Ị- 3 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm cần tìm là X = —— , X = --- 

& 4 4 

BT 282. Giải phuong trình: 9x 2 - 6x - 5 = \ 3x i 3. (x G □ ) 

^ 5 

/ê* Lời giải . Điều kiện: x>-^- 

^ /--— , Í9y 2 -6y + l = 3x + 5 Í9y 2 -6y-3x-4 = 0 

Đặt 3V — 1 = y3x + 5, suy ra hệ: ị _ 7 _ _<=><__ J 

[9x 2 -6x-5 = 3y-l [9x 2 -6x-3y-4 = 0 


3.(y 2 - X 2 ) - 3.(y - x) = 0 <=> (y - x).(3x + 3y -1) = 0 <=> 1 - 3x ■ 

V 
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Với y = X, suy ra: -J3x +"5 = 3x-1<=> 


_ 1 

x> 2- 
3 


4 

<=>x = -- 
9x 2 - 9x - 4 = 0 3 


l-3x /--— 

Với y = , suy ra: \Ị3x + 5 = -3x <=> 


|x<0 1 V 2Ĩ 

19x 2 - 3x - 5 = 0 6 


-vv ^ 4 1-U 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là: x = 2-,x = -—2- 

3 6 


BT 283. Giải phuơng trình: 18x + 6x - 29 = yl2x + 61 

61 

Lời giải. Điều kiên: X > -—• 
ỗ 12 


(iẽO) 


_ /—-— , 36y +12y + l = 12x + 61 3y 2 + y-x = 5 

Đặt 6y +1 = yl2x + 61, suy ra hệ: ị \ J _ _ <=><_„ 3 

|l8x 2 + 6x - 29 = 6y + 1 [3x 2 + x-y = 5 

y = x 


3.(y - x) + 2(y - x) = 0 <=> (y - x)(3x + 3y + 2) = 0 <=> 


I/ = -—-X 

3 


Với y = x, suy ra: %/l2x + 61 = 6x +1 <=> 


1 

x> -- 
6 

36x 2 - 60 = 0 


<=>x = 


\ỊĨ5 


Với y = -X => yl2x + 61 = -3- 6x <=> 


1 

X < -2- 

2 <=> X = — 

36x 2 + 24x - 52 = 0 


1 + 


1+v 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = —— X = - 

3 3 

BT284. Giải phuong trình: 9x 2 + 12x -2 = \Ị. 3x + 8. (x G□ ) 


<•&» Lời giải . Điều kiện: 3x + 8>0<=>x>-^- 


Đặt 3 y + 2 — \3x + 8, 


y*-i 

3 


, suy ra hệ: 


19y 2 + 12y - 3x - 4 = 0 
19x 2 + 12x - 3y - 4 = 0 


=> 9(y 2 -x 2 ) + 15.(y-x) = 0 (i/-x)(9y + 9x + 15) = 0 <=> 

Với y = X, suy ra: ^/3x+~8 = 3x + 2 <=> < 


y = x 

15 • 

v = —T 1 - X 

9 


2 

X>-T 1 

3 <^> X = — ■ 

9x 2 +9x-4 = 0 
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15 


Với y = -^Ệ-x, suy ra: v3x + 8 =-3-3xo 


Ịx<-1 __ 5 - \ 21 

19x 2 + 15x + 1 = 0 6 


ị _^_^ 2 '] 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là x = j-, X = --- 

3 6 


BT 285. Giải phuơng trình: X 2 -X = 2004. (yl +16032x+ 1). (xen) 

1 


rờ- Lời giải . Điều kiện: 1 +16032 > 0 <=> X > - 
Đặt 2 y -1 = >/l + 16032x, y > ^ j, suy ra hệ: I 


16032 

y 2 - y- 4008x = 0 
X 2 - X - 4008}/ = 0 


y 2 - X 2 + 4007.(}/ - x) = 0 (y - x).(y + X + 4007) = 0 <^> 


x>\ 

2 


}/ = X 

y = -4007 - X 
<=> X = 4009. 


Với y = x, suy ra: y l + 16032x = 2x-l<^>< 

[4x 2 - 16036x = 0 

Với y = -4007 - X, suy ra: \ỊĨ +16032x = -8015 - 2x : vô nghiệm. 
Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 4009. 

BT 286. Giải phuong trình: X 2 - X -1 ŨOŨ. Vl + 8000X = 1000. (xen) 


Lời giải . Điều kiện: 1 + 8000 > 0 <=> X > - 


1 




Đặt 2}/ -1 = yl + 8000x, ỵy>^ỳ suy ra hệ: 


8000 

Ịy 2 - y- 2000.X = 0 
ì X 2 - X - 2000}/ = 0 


(y -x)(y + X +1999) = 0<=>y = X, do y>\, x >-=>}/ + X +1999>0. 

3 3 2 8000 


Suy ra: \ỊĨ + 8000.X = 2x - 1 <=> 


2 

4x 2 - 8004.X = 0 


<=> X = 2001. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuong trình là X = 2001. 


2 r. 


37 


BT 287. Giải phuong trình: V yỊịỵ +1 - 9x 2 + 26x - ^- = 0. (xen) 


Lời giải . Điều kiện: 4x +1 > 0 <=> X > --ị • 


' 4 ^ 


Đặt 3}/ - 4 = \/4x + ĩ, y > 2- , suy ra hệ: 

V 


[(3}/-4) 2 =4x + l 
[(3x-4) 2 = 2x + 2}/ +1 
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(y - x).(9x + 9y - 22) = 0 <=> y = X hoặc y = -Ệ- x - 


Với y = X, suy ra: (3x - 4) 2 = 4x +1 <^> 9x 2 - 28x +15 = 0 <=> X = 


14 ± J 


Với y = -f-x=> 3- -4 = 4x + l<=>9x -24x + -f = 0ox = 

J n n n 


12 • \Õ3 


, A Q ,. ,. A _1. A A u 14 + Vól 12 - %/53 

Kêt luận: So với điêu kiện, nghiệm cân tìm là X =-—, X = -— - 

6 9 9 

BT288. Giải phưong trình: X 3 + 3x 2 -3\3x + 5 = 1 - 3x. (xen) 

<&• Lời giải . Tập xác định: D = □ . Ta có: (*)<=> (x +1) 3 = 3\- 3.v + 5 + 2. 

[— -— í(i/ +1) 3 = 3x + 5 


Đặt y +1 = ^/3x + 5, suy ra hệ phương trình: 


(x 4-1) — 3i/ 4- 5 


/ X + 1 3. .-2 o r\ 

=> (y-x)- 1/4-14-—— +^-(x + l) +3 = 0<=>y = x. 

V 2)4 

Vói y = x, suy ra: (x + 1) 3 =3x + 5<=>x 3 +3x 2 -4 = 0<=>x = -2 hoặc x = l. 
Kết luận: Phuong trình đã cho có các nghiệm là X = -2, X = 1. 

BT289. Giải phuong trình: yịx-2 = 8x 3 -60x 2 + 151x-128. (x G□ ) 

rằ» Lời giải . Tập xác định: D = □ . Ta có: (*)<=> yỊx-2 = (2x - 5) 3 + X - 3. 

„ ,1.. .í(2y-5) 3 =x-2 

Đặt 2y-5 = sỊx-2, suy ra hệ phuong trình: 1 ' 

Ị 5Ị X 2 

V . 2x-5? 3 „ 


(y-x)- 2y - 5 + 


+ -Ị ■ (2x - 5) +1 = 0 <=> y = X. 


Suy ra: (2x - 5) 3 = X - 2 <=> 8x 3 - 60x 2 + 149x -123 = 0 <=> X = 3. 
Kết luận: Phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 3. 


BT 290. Giải phuong trình: 


^ = — - 3x 2 + 9x - 7. 


(ieO) 


/ê* Lời giải . Tập xác định: D = □ . Ta có: (*)<=> sỊx-9 = (x-3) 3 + 6. 

_ WI „ ,/—— í(y-3) 3 = x-9 

Đặt y-3 = sỊx-9, suy ra hệ phuong trình: ‘ ' 

[(x —3) =y — 9 

=> (y-x){(y-3) 2 + (y-3)(x-3) + (x-3) 2 + l] = 0 
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Ị/ -3 + 


x-3 


V 


+ Í.(x-3) 2 + 1 


= 0 <=> y = X. 


Với y = x, suy ra: (x-3) 3 =x-9 <=>x 3 -9x 2 + 2ÓX-18 =0 <=>x = l. 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là X = 1. 

BT 291. Giải phương trình: 27x 3 - 23x +1 = v26x- 1. (x G □ ) 

Lời giải . Tập xác định: D=D . 

„ ,1—-- 1A í27ự 3 = 26x-1 í 27y 3 = 26x -1 

Đặt 3y = v26x-l, suy ra hệ: ’ 

[27x 3 - 23x + 1 = 3y |27x 3 = 23x + 3y -1 

=> 27y 3 -27x 3 = 3x-3y<^>27.(y-x).(x 2 + xy + y 2 ) = 3.(x-y) 


<=>(y-*)‘ 


^ 1/ A 
x + ị- 

V 2 y 


3,1 

+ -7 y + 2- 

4' 9 


= 0<=>y = x, do 


^ y^ 
x + ị- 

V 2, 


3,1. 
+ — y + — > 0 . 
4^ 9 


Suy ra: 27x 3 - 26x +1 = 0 <=> (x + l).(27x 2 - 27x +1) = 0 <=> 


Kết luận: Phương trình đã cho có các nghiệm là X = - 1 , X = 


X = —1 

9 ±sl 

X = - 


18 


9± V 


18 


BT 292. Giải phương trình: ^3x + 4 = X 3 + 3x 2 + X - 2. (x e □ ) 

ãr Lời giải . Tập xác định: D = □. Ta có: (*) <=> (x +1) 3 = \Ỉ3x + 4 + 2x + 3. 

. r~ “ ^ í (x + 1) — 2x + 1 /+ 4 

Đặt y + l = V3x + 4, suy ra hệ phương trình: <' ' 

[(y H"1) — 3x + 4 

=> (*+i) 3 -(y+i) 3 =y-*^(*-y){(*+i) 2 +(*+i)(y+i)+(y+i) 2 ] = y-* 


<=>(*-y)- 


X +1 + 


y + 1 


+ f (y + l) 2 +l 


= 0 <=> X = y. 


Với X = y, suy ra: y3x + 4 = X + 1 <=> X 3 + 3x 2 -4 = 0<=>x = -2 hoặc X = 1. 
Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phương trình là X = -2, X = 1. 

BT 293. Giải phương trình: 1 - 6x - 2x 2 = \ 8x ’ + X 3 . (x e □ ) 

Lời giải. Điều kiên: 3-'JĨĨ < x <_ 1 hoăc 0 < X < ^ + • 

ở 2 8 2 


Do X = 0 không là nghiệm nên chỉ xét X e 


3 + *M ' 1 
2 ; 8 


u 


0 ; 


-3 + V 
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Trường hơp 1 . Nếu X e 


3 + 


thì (*)^Ả-6---2 = -]8 + - (1) 

X X 


2 8 

Đặt í = — < 0• Khi đó: (l)^>f 2 -6f-2 = -^/f + 8. 

X 

„ r —— , „ \y 2 -6i/ + 9 = f + 8 fi/ 2 -6i/-f+ 1 = 0 

Đặt 3- u = Ví + 8, suy ra hệ: ự _<=><, 

[í 2 - 6í-2 = i/-3 [f 2 -6í-y + l = 0 

r„-f 


y -í — 5.(y-f) = 0<=>(y — í)■ (y + í — 5) = 0<=> 


y = t 
}/ = 5-t 


Với y = t, suy ra: yf + 8 = 3- f<=> 


Íí < 0 


t 2 -7t +1 = 0 


: vô nghiệm. 


Với y = 5-1, suy ra: sỊt + 8 =t-2: vô nghiệm khi í < 0. 

^ 3 + 1 

Do đó phương trình đã cho vô nghiệm khi X e I-—— — 


Trường hơp 2 . Nếu X e 


0 ; 


-3 + V 


thì(*)^-6-ỉ-2 = Js + - (2) 

X X 


-1 ; _ 

Đặt t = ->0. Khi đó: (2) f 2 - 6f - 2 = yfĩ+8. 

X 

^ „ r —— , „ íi/ 2 -6ự + 9 = í+ 8 í ý 1 -6y -t + 1 = 0 

Đặt y-3 = \ịt + 8, suy ra hệ: < 2 <=><+' 

[f 2 - 6f-2 = y-3 |p-6f-y + l = 0 


y 2 -t 2 -5.(y-t) = 0o(y-t)-(y + t-5) = 0o 


y = t 
y = 5-t 


Với y = t => \ / í 8 = t - 3 <=> 


Với y = 5-t => \Jt + 8 = 2-t o ị 


í / > 3 7 + 3 n/5 .. 7-3-n/5 

[f 2 -7f + l = 0 2 2 

ío < í < 2 


r - 5í - 4 = 0 


: vô nghiệm. 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm X = 

BT 294. Giải phương trình: 3x 2 + 2x -1 + \ị3x 4 + x 3 = 0 

Lời giải . Ta có: (*) <=> sỊĩx 4 + X 3 = -3x 2 -2x +1 

_ ị 3x 4 + X 3 > 0 „ 1, „ _ 1 

Điêu kiện: < , <=>-l<x <--7 hoặc 0<x<4' 

-3x 2 - 2x +1 > 0 3 3 


7-3yfE 

2 

(*) 
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Do X = 0 không là nghiệm nên chỉ xét X e 


„ 1 


f n ĩ 

-1;-- 

u 


3 


l 3j 


Trường hơp 1 . Nếu X e 


-H 


thì (**)o-ị-2'--3 = -j3+- 


( 1 ) 


Đặt f = — < 0. Khi đó: (1 )<=>í 2 -2í-3 = - 


_ „ r— I/ 2 -2i/ +1 = í + 3 I/ 2 -2y-t = 2 

Đặt 1-1/ = ví + 3, suy ra hệ: -P - <=>< „ 

|f 2 -2í-3 = y-l lp-2í-y = 2 


y 2 -í 2 -(y-í) = 0<^(y-0-(y + í-l)=0<^> 


y = t 

y = l-t 
3 vi 


1— „ , fí <0 

Với i/ = f =>yf+3 = i-f <=>< _ <=>í = 

[f 2 - 3f - 2 = 0 2 

So vói điều kiện, phưong trình vô nghiệm khi X e 


• X = - 


3 vĨ7 


-'4 


Truồnghop 2 . Nếu xe 


4 


Khiđó: (**)o-l _2 ‘- -3 = J 3 + - (2) 


Đặt t = — > 0. Khi đó: (2) <=>r -2t-3 = yỊt + 3. 


_ „ r— , „ I/ 2 - 2 i/ +1 = í + 3 I/ 2 -2y-t = 2 

Đặt 1/-1 = ví + 3, suy ra hệ: 4' ' <=> < 

[í 2 -2í-3 = y-l [í 2 -2t-y = 2 

=> y 2 -í 2 -(y-í) = 0<=>(i/-í)-(i/ + í-l) = 0<=>i/ = í hoặc y = ĩ-t. 


Với y = t=> \jt + 3 = í -1 <=> I 


. , 3 • V17 ^ _ ýl7 3 

„ _ _ _<=>f =—— ! —=>x = ^—- 

í 2 - 3í-2 = 0 2 4 


Vói y = 1 - í => sfĩ+ 3 = -í: vô nghiệm khi t > 0. 

Kết luận: So vói điều kiện, phưong trình có nghiệm duy nhất X = 


-3 


X + 3 


BT295. Giải phưong trình: \jx + 2\[x^l + \Ịx-2-Jx-ĩ = " ■ (x e□ ) 


<•&» Lời giải . Điều kiện: X>1. 


(*) < > J(4x^ĩ) 2 +2 .4x-í +1+J(^/x^I) 2 - 2.4T4+1 = 


X + 3 


^Mx-1+iy +MX-1-IỴ = 


X + 3 


■<=> 


a/x — 1 + 1 + %/x —-1 — 1 


X + 3 


(1) 
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Nếu X e[l; 2 ], thì (1) <=> \lx -1 +1 +1 - sỊx-ĩ = X+ ^~ > <=> X = 1. 

Nếu x>2, thì (1)<^> yịx-1 +1 + \Ịx-l -1 = - 4\/x 1 = x + 3<=>x = 5. 
Kết luận: So với điều kiện, phương trình có 2 nghiệm là X = 1, X = 5. 

BT296. Giải phuơng trình: yịx-2\fx-l + a/x + 3-Wx- 1 =1. (x e□ ) 

Lời giải . Điều kiện: X>1. Đặt t = Vx-1 >0, suy ra: x = f 2 +l. 

(*) <=>^/f 2 - 2f +1 + sjt 2 - 4f + 4 = 1 <=> ^(f -1) 2 +Ật-2f =1 
<=>|f-l| + |f-2| = l (1) 

• Truờnghơp 1 . Nếu í e [ũ; 1 ) => \/x -1 e [ũ; 1) <=> X e |[l; 2 )• Khi đó: 
(l)<tí>-f + 2 + l- f = l<^>f = l=> y/x-1 = 1 o X = 0 : loại. 

• Truờnghop 2 . Nếu í e[l;2]=> yịx-1 e[l;2]<=> xe[2;5]|- Khi đó: 
(1 )<=>-í + 2 + í- 1 = 1<^>0 = 0: luôn đúng nên X e [2; 5 ] • 

Kết luận: Nghiệm của phuong trình là tất cả các giá trị X e [2; 5 ] • 

BT297. Giải phuong trình: \jx + 5-4\Ịx + l + \Ịx + 2 - 2\lx +1 =1. (xen) 
/â” Lời giải . Điều kiện: X > -1. Đặt í = yịx + ĩ > 0, suy ra: X = í 2 -1. 

(*) <^> ^f 2 - 4f + 4 + 2 - 2f +1 = 1 <=> |f - 2| + |f -1| = 1 (1) 

• Truờng hop 1 . Nếu í < 1 => \/x +1 < 1 <=> X < 0 thì khi đó: 

(l)<=>-f + 2- f + l = l<=>f = l <=>sỊx + 1 = 1 <=> X = 0 (nhận). 

• Truờng hop 2 . Nếu 1<Í<2<=>1< %/x + l < 2 <=> 0 < x< 3 thì khi đó: 
(1 )<=>-í + 2 + í- 1 = 1<=>1 = 1: luôn đúng nên X e (0; 3 ] • 

• Trường hop 3 . Nếu í > 2 => -v/x + 1 > 2 <=> X > 3 thì khi đó: 

(1)<=>í-2 + í-1 = 1<=>2í = 4<=>í = 2 =>\fx + ĩ = 2<=>x = 3 (loại). 

Kết luận: Nghiệm của phương trình là tất cả các giá trị X e ( 0; 3 ] • 


BT 298. Giải phương trình: yj 
/&■ Lời giải . Điều kiện: X > 


2x — 4 + 2^2x — 5 + v2.v ! 4 i 6\2.v 0 = 14. 
^ • Đặt t = \ 2x 3 > 0, suy ra: 2X = í 2 + 5. 


(*)^>ựf 2 +2f + l Wf 2 + 6f + 9 =14<=>|f + l| + |f + 3| = 14 

<=>f + l + f + 3 = 14<=>f = 5=> v2.v 5 = 5 <=> X = 15. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 15. 
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<=> X = : thỏa mãn điều kiện. 

5 

, 3 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = -2 • 


BT 300. Giải phương trình: 10x 2 - 9x - 8x\J2x 2 - 3x +1 + 3 = 0. (x G u ) 

1 

✓â” Lời giải . Điều kiện: 2x 2 -3x + l>0<=>x<Ỷ hoặc X > 1. 

Đặt t = \Ịlx 2 -3x + l > 0. Suy ra: f 2 = 2x 2 - 3x +1. 

(*) <=>3.(2x 2 -3x +1) - Sx.sỊlx 1 - 3x +1 + 4x 2 = 0 => 3f 2 - 8x.í + 4x 2 =0. 

t = \TP 3.V • 1 = 2x 2 3 X 

Có: Á' = 4x 2 => ,— - 9 <=> X = 2- hoặc X = 3 hoặc x = 4- 

Í = ự2x 2 -3x + l = ịx 2 7 3 

L 3 

Kết luận: So với điều kiện, các nghiệm cần tìm là X = 2-, X = 3 , X = 2- • 

2 7 3 


616 



khangvietbook.com.vn - ĐT: (08) 3910 3821 - 0903 906 848 


BT 301. Giải phương trình: X 2 + x(3 - \jx 2 + 2) = 1 + 2\lx 2 + 2 (*) (xe ) 
Lời giải . Điều kiện: D = □ . 

(*) <=> (x 2 + 2) - (x + 2 ).\Jx 2 +2 + 3x - 3 = 0. 

Đặt t = \Ịx 2 + 2 > v2. Khi đó phương trình <=> f 2 -(x + 2)i + 3x-3 = 0 


A f =(x + 2) 2 -4.(3x-3) = (x-4) 2 . Suy ra: 


í = VX +2 = 3 X = V 7 

t = \Ịx 2 +2 = X -1 X = —v/ỹ 


Kết luận: Phương trình đã cho có 2 nghiệm là X = - X = 

BT 302. Giải phương trình: 2%/2x + 4 + 4\ị2-x = ^9x 2 +16 (*) (xen) 

Lời giải . Điều kiện: -2 < X < 2. 

(*) 4.(2x + 4) +16.(2-x) + 16 v 2.(4 x ; ) = 9x 2 +16 

<=> 4.[2(4 - X 2 )] + uẠ-iấ-x 2 ) - X 2 - 8x = 0. 

Đặt t = ^2.(4 -X 2 ) > 0. Khi đó phương trình <^> 4f 2 + 16f - X 2 - 8x = 0. 

Ta có: A' = 64 - 4.(-x 2 - 8x) = 4x 2 + 32x + 64 = (2x + 8) 2 . 


Suy ra: 


f = ự2.(4-x 2 )=| 

f = 72.(4-x 2 ) =-^-4<0,Vxe[-l;l] (L) 


9x = 32 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = -Ệ- ■ 

BT303. Giải phương trình: X 3 + 6x 2 -2x + 3-(5x-1 )\jx 3 + 3=0 (*) (xeũ) 

/&• Lời giải . Điều kiện: x 3 +3>0<=>x> -y3. 

(*) <=> (x 3 + 3) - (5x - 1).Vx 3 + 3 + (6x 2 - 2x) = 0. 

Đặt t = Vx 3 + 3 > 0. Khi đó phương trình <=> í 2 - (5x - l)i + (6x 2 - 2x) = 0. 

Ta có: A =(5x-l) 2 -4.(6x 2 -2x) = x 2 -2x + l = (x-l) 2 . 


t = Tx 3 + 3 = 2x |x -4x +3 = 0 
Suy ra: —_ <=> r 

í = ^x 3 + 3 =3x-l Í3x-1>0 


1 -9x 2 + 6x + 2 = 0 x = 4 + 


Kết luận: So điều kiện, nghiệm phương trình là X = 1, X = ———, X = 4 + 3\/ĩ. 
BT 304. Giải phương trình: (x + 4)\ỉx 3 + 9 = X 3 + X +12 (*) (x e □ ) 
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& Lời giải . Điều kiện: x 3 +9>0<=>x> -yỊẸ. 

(*) <^> (x 3 + 9) - (x + 4).y/x 3 + 9 + (x + 3) = 0. 

Đặt t = \/x 3 + 9 > 0. Khi đó phương trình <=> f 2 - (x + 4)i + (x + 3) = 0. 

Ta có: A t =(x + 4) 2 -4.(x + 3) = x 2 -4x + 4 = (x-2) 2 . 

ịx > -1 

Ịx 3 -x 2 -2x + 8 = 0<=>x = 0. 

X 3 =0 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất là X = 0. 

BT 305. Giải phương trình: 2x + ——- = ,11- — + 3.X- — (*) (xen) 

X V X V X 

Lời giải . Điều kiện: -1<X<0 hoặc X>1. 

(*) <=> 2x + Ĩ—}l = ị^niỉ + 3 f(x+ ĩ) • —- (**) và đặt a = - > 0 => ^ = a 2 . 

X V X V X V X X 

(**) <=> a 2 - (1 + 3 -Jx +1) • a + 2x = 0 và có A a = (y/x + l +3) 2 , nên phương 


Suy ra: 


t = \Ịx 3 +9 = X +1 
t = \Jx 3 +9 =3 


trình có 2 nghiệm là 


a = %/xTT-l 
a = 2.(Vx+ĩ + l) 


suy ra: 


X — 1 


V 


= %/x + l -1 


(1) 


X — 1 


= 2.(yx + l + 1) (2) 


Nhận thấy rằng, nếu X e [-1;0 j thì (1) và (2) vô nghiệm, nên xét X > 1: 

(1) <=> \Jx — 1 + yfx = ựx.(x + l) <=> 2x - 1 + 2\ x ' .V = X 2 + X 

<=> (x 2 - x) - 2.%/x 2 -X +1 = 0 <=> (y/x 2 -X - 1) 2 = 0 <=> X = • 

(2) <=> ^1-— = 2y x i 1 + 2: vô nghiệm do 1-— < 1 mà 2\[x + ĩ + 2 > 2. 

1 + -J5 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = —y— • 


BT 3Ỡ6. Giải phương trình: X — 3 = %/l + x — 2\JĨ — X — 3x/l — X 2 (*) (x e □ ) 

<£* Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 1. Đặt a = y/l + x > 0, b = yịl-x > 0. 

(*) <=> 3.\/l — X 2 + 2\ 1 X = vTTx + (1 + x) + 2.(1 - x) 

^>3ab + 2b = a + a 2 + 2b 2 <=> a 2 +(l-3b) + 2b 2 -2b = 0 <=>(«-2Ỉ7).(fl + l-b) = 0 
<=>a = 2i> hoặc a + l = b. 
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Với a = 2b, suy ra: V 1 í .V = 2yl -V <=> 1 + X = 4.(1 - x) <=> X = ^ • 

5 

/3 

Với a + l = b, suy ra: y/l + x +1 = y/l-x <Í5> 2\ 1 ị -V = -1 - 2x <=> X = -• 

>/ 3 ^ 3 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = —2-, X = 2; • 

2 5 

BT 307. Giải phương trình: X + 6 = 4>/l -X - 5y/l + x + 3-y/l - X 2 (*) (xen) 
Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 1. Đặt a = sỊl + x > 0, b = y/l-x > 0. 

(*) <=> 3.\Ịĩ-x 2 = 5.sỊĨ+x - 4.Vl-x + 2.(x +1) + (1 -x) + 3 

■=>3ab = 5a-4b + 2a 2 +b 2 + 3<^b 2 ~(ấ + 3a).b + 2a 2 +5a + 3 = 0 
<3>(b-2a-3).(b-a-l) = 0<í>b = 2a + 3 hoặc b = a + 1. 

Với b = 2a + 3, suy ra: \Ịl - X = 2\Ịx +1 + 3 <=> 12-y/x +T = -12 - 5x: vô nghiệm. 

/3 

Với b = « +1, suy ra: y/l-x = y/l + x +1 <=> 2\ 1 t X = -1 - 2x <=> X = --2- • 

., _ .. s 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuơng trình là X = - 22- • 

BT 308. Giải phuong trình: (4- sỊĨ x)\ 1 + X = 1 + 3x + 2sfĩ- X (*) (xen) 
Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 1. Đặt a = y/l + x > 0, b = y/l-x > 0. 

(*) <=> 4.\ X ! 1 = 2.(1 + x) - (1 - x) + 2.yịl-x + \Ịl-x 2 . 

=> 4fl = 2 a 2 - b 2 + 2b + ab o 2a 2 - (4 - bịa + 2b - b 2 = 0 <=> (2fl - b).(a + b - 2) = 0 
<=> ỉ> = 2a hoặc b = 2-a. 

Với b = 2a, suy ra: 2y/x + l = y/l-x <=>4.(x + l) = l-x<=>x = -^- 

5 

Với b = 2-a, suy ra: s/x + 1 + \Ịl-x = 2 <=> 2 + 2-Ặ -X 2 = 4 <=> X = 0. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuơng trình là X = - 2, X = 0. 

5 

BT309. Giải: -ựx 2 - 7x + 8 + y/x 2 - 6x + 7 - ^2x 2 - 13x -12 = 3 (*) (xen) 

/©* Lời giải . Tập xác định: D = □ . 


a = yx -7x + 8 


fl 3 = X 2 - 7x + 8 


Đặt < Ỉ7 = VX 2 -6x + 7 <z>< b 3 =x 2 -6x + 7 => 

c v2.v’ 13.V 12 c 3 =-2x 2 +13x + 12 


a 3 +& 3 +c 3 =27 
a+b+c=3 
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Ta có hằng đẳng thức: (a + b + c) 3 =a 3 + b 3 + c 3 +3.(a + b).(b + c).(c+a) (2) 
Thế (1) vào (2), ta được: 27 = 27 + 3.(a + b)(b + c)(c+a) <t>(a + b)(b + c)(c + a) = 0 

2x 2 -13x + 15 = 0 
X 2 - 7 X- 19 = 0 
X 2 - 6x - 20 = 0 



a + b = 0 

\jx 2 - 7x + 8 = -\Jx 2 -6x + 7 

<=> 

ỉ> + c = 0 <=> 

ĩịx 2 -6X + 7 = 3 42x 2 - 13x -12» 


c + ữ = 0 

%/2x 2 - 13x -12 = \Ịx 2 - 7x + 8 


(x eU ) 


a = 8x + 5 
b 3 = 9x-x 2 +15 : 
c 3 =x 2 -1 7x + 7 


\a 3 +b 3 + c 3 = 27 
I a + b + c = 3 


( 1 ) 


L 

<*x = ị hoặc X = 5 hoặc X = 7 hoặc X 3 i \29. 

2 2 

Kết luận: Các nghiệm cần tìm làx = ậ,x = 5, x = -—— , X = 3 ± 
t. V 2 2 

BT310. Giải: ^/8x + 5 +^9x-x 2 +15 + n/x 2 -17x + 7 =3 (*) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 
ữ = 8x + 5 

Đặt ' Ỉ7 = \9x X • 15 <=> 1 . 
c = ĩịx 2 -17X+ 7 

Ta có hằng đẳng thức: (a + ỉ> + c) 3 = fl 3 +ỉ> 3 +c 3 + 3.(ữ + ỉ>).(t’ + c).(c + ữ) (2) 
Thế (1) vào (2), ta được: 27 = 27 + 3.(a + b)(b +c)(c +à) <^(a + b)(b + c)(c + á) = 0 

X 2 -17x-20 = 0 
8 x = 22 

x 2 -9x + 12 = 0 

'í*' v 1 ' ^ L 

17 ±3%/ĩĩ , _ 11 9±yf33 

<=> X =-— hoặc X = — hoặc X = —-7 - 

2 4 2 

Kết luận: Các nghiệm cần tìm là X = x = ụ, x = 9± ^' 

• o • 2 ' A ' o 



ữ + b = 0 

1 

II 

l ^ 

y/8x + 5 = -sj9x - X 2 +15 

<=> 

b + c = 0 <=> 

b = -co 

%Ỉ9x - X 2 +15 = -\Jx 2 -17X+ 7 <=> 


c + ữ = 0 

c = -a 

\Ịx 2 -17X+ 7 = -%j8x + 5 


BT311. Giải: 


Ụ3x 2 -X + 2013 - Ụ3x 2 -7x + 2014 


4 2 

>/6*-2015 = \ 2014 (*) 


<•&» Lời giải . Tập xác định: D = □ . 



a = \j3x 2 - x + 2013 

Đặt 

b = -ị/3x 2 - 7x + 2014 <=> < 


c = -tỊ 6X-2015 

(1) 



a 3 = 3x 2 - x + 2013 
b 3 =-(3x 2 -7x + 2014): 
c 3 =-(6x-2015) 


[rt 3 +fc 3 +c 3 =2014 
I a + b + c = 3 ^' 


Ta có hằng đẳng thức: (a + b + c) 3 =a 3 +b 3 +c 3 +3.(a + b).(b+c).(c+a) (2) 

Thế (1) vào (2), được: 2014 = 2014 + 3(a + b)(b + c)(c + a)<^(a + b)(b + c)(c + a) = 0 
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~a + b = 0 ~a = —b 'l^x 2 - X + 2013 = \j3x 2 — 7X + 2014 
<=> ỉ> + c = 0 <=> b = -c <=> -sẸx 2 - 7x + 2014 = ^6*-2015 
c + fl = 0 c = -fl _^6x - 2015 = -x + 2013 


6x = 1 

1 

<=> 3x 2 - X - 1 = 0 <=> X = - hoặc X = 

^ 2 2 , 4 " 6 

3x 2 -7x +4028=0 


1±>/Ĩ3 


1 2 + a/13 

Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phương trình là X = -J, x = — —— ■ 

6 6 

BT312. Giải: sjx 2 + 4x + 3 + ựềx 2 - 9x - 3 = %Ỉ3x 2 - 2x + 2 + sjlx 2 - 3x - 2 (*) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 


a = Ụx 2 + 4x + 3 
Đặt < ỉ> = \Jểx 2 -9x-3 => 


c = -y 3x 2 -2x + 2 


a +b +c = 2x -3x-2 
a + b + c = sỊlx 2 - 3x - 2 


Ta có hằng đẳng thức: (a + ỉ> + c) 3 = fl 3 + ỉ> 3 +c 3 +3.(« + ỉ’).(h + c )-( c + ữ ) (2) 

Thế(1) vào (2), được: 2x 2 - 3x-2 = 2x 2 -3x-2 + 3.(« + fr)-(fr + c )-( c + ữ ) 

= 0 a = — 

<=>(fl + fr).(ỉ> + c).(c + fl) = 0<=> fr + c = 0<=> b = —c 

c + a = 0 c = -ữ 

^x 2 + 4x + 3 = -sỊĩx 2 -9x -3 r5x 2 -5x = 0 x = 7-^69 

<=> sfÃ''x 2 ~^9x^3 = sf3^-2x + 2 x 2 -7x -5 = 0 <=> x = 0vx = l- 

^3x 2 -2x + 2 = ^/x 2 + 4x + 3 2x 2 -6x-1 = 0 __ 3±a/ĨĨ 


Kết luận: Các nghiệm cần tìm là X = 0, X = 1. X = -, X = ^ + _ — 

b V 2 2 

BT313. Giải: X 2 -6x + 29 + 2\3x : ' + lOx + 3 = (10-2x)(\/x + 3 + V 3x t 1) 

^ 1 

Lời giải . Điều kiện: X > - T • Khi đó phương trình đã cho: 

(x — 5)” + (x + 3) + (3x +1) + 2a/(x + 3)(3x +1) + 2(x — 5)4x + 3 + 2(x — 5) \Ỉ3x +1 = 0 


fl = y X + 3 > 0 


Đặt ] & = >/3x + l > 0. Khi đó phương trình <=> cr + b 2 + c 2 + 2(ab + bc + ca) = 0 


c = x-5 
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<=> (ữ + ỈH- c) 2 = 0<=>CÍ + Ỉ> + C = 0, suy ra: \Ịx + 3 + V 3x ! 1 + X - 5 = 0 
<=> (yỊx + 3 - 2) + (\/3x +1 - 2) + (x -1) = 0 

— I - 1 — / - ——h (x — 1) = 0 


x-1 3.(x-l) 

\l X + 3 + 2 ^3x + 1 + 2 

f 1 

<=>(x —1)- Ị — H 7 = 

. I ■> I o .kí. 


Do ta luôn có luợng: 


\fx 4- 3 + 2 \/3x 4-1 4- 2 

1 


+ 1 


- + - 


= 0<^>X = 1. 
3 


1 


- , - - +1>0, VX>-2- 

Y.v ỉ 3 ỉ 2 v3x ĩ 1 • 2 3 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuong trình là X = 1. 


BT314. Giải: 


X — 1 


Lời giải . Điều kiện: X > 1 
Đặt a = 


/—r , y/x-1 _ x-1 1 X 2 , 

-V X ýx 1 ýx 1 

1 • _ . . . -1 


x , b = y/x-1, c = 7 - , suy ra: a.b.c = 1. Khi đó: 


X — 1 


X 


111, ab + bc + ca , , 

(*)<k>a + b + c = —+ ^- + — <k>a + b + c = - -T- - = ab + bc + ca 

a b c abc 

<^a + b + c-ab-bc-ca = ữ<^a + b + c-ab-bc-ca + abc -1 = 0 
<=>(a-l).(fc-l).(c-l) =0 <k>a = l hoặc b = 1 hoặc c = l. 

x 2 

Với a = 1, suy ra: —— = 1<=>X 2 -X + 1 = 0: vô nghiệm. 

X — 1 


Với b = l, suy ra: y/x-ĩ = 1 <=> X = 2. 


Với c = 1, suy ra: 


a/x-1 


= 1<=>x 4 -X4-1 = 0: vô nghiệm khi X > 1. 


Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất X = 2. 

BT 315. Giải: X = \ 5 x.\6 X + \6 X.v7 X + yj7 -X.yj5-X (x e □ ) 


/©* Lời giải . Điều kiện: 0 < X < 5. 



a - võ X > 0 

a 2 = 5 - X 

X = 5 - a 2 = ab + bc + ca 

Đặt < 

b = \Ị 6 - X > 0 => < 

b 2 = 6 - X <=> < 

X = 6 -b 2 = ab + bc + ca 


c v7-x>0 

o 

II 

V] 

1 

* 

X = 7 - c 2 = ab + bc + ca 



a 2 + ab + bc +ca = 5 

a.(a + b) + c.(a + b) = 5 

(fl + ỉ>).(rt + c) = 5 

(1) 

<=> < 

b 2 + ab + bc + ca = 6 <=> < 

b.(a + b) + c.(a + b) = 6 <=> < 

(fl + b).(b + c) = 6 

(2) 


c 2 + ab + bc + ca = 7 

c.(b + c) + a.(b + c) = 7 

(ỉ> + c).(fl + c) = 7 

(3) 


Lấy (1) nhân (2) nhân (3), suy ra: (a + b) 2 (b + c) 2 (a + c) 2 =210 

o(a + b)(b + c)(a + c) = -j2ĨỖ (4) 
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\b + c = - 


Lậptísố:^, í|UL + c = >ẹ°o. 


= - 


(1) (2) (3) 


ữ + fr = 


fl + ỉ> = 


V2ĨÕ 


<=>ỉ> = 


, 37 V 2 ĨÕ _ — 37\ 2ỈÕ .. 3671 

với b = — 777 —, suy ra: y6 -X = — 777 — X = 77 — • 

420 J 420 840 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuơng trình là X = - 


BT316. Giải: 2x = \Ị2-X V 10-4x + V5-2xV6-2x • 2v3 X\2 X ■ 1 (*) 

^ 1 

Lời giải . Điều kiện: ^ < X < 2. 

(*) <=> 2x -1 = >/4 —2x.^5 —2x + võ 2x.\6 2x + \6 2x.\4 2x. 

= sỊĨ-2x >0 a 2 = 4- 2x 3-a 2 =2x-l = ab + bc + ca 

Đặt < & = \/5-2x > 0 => < b 2 = 5 - 2x < 4- b 2 = 2x -1 = ab + bc + ca 

c = \6 2x >0 c 2 = 6 - 2x 5 - c 2 = 2x -1 = ab + bc + ca 

a 2 + ab + bc + ca = 3 a.(a + b) + c.(a + b) = 3 (ữ + fr).(ữ + c) = 3 (1) 

<=> j ỉ> 2 + ab + bc + ca = 4 <=> ị bịa + b) + c.(a + b) = 4 <=> ị(a + b).(b + c) = 4 (2) 

c 2 +ab + bc + ca = 5 [c.(b + c) + a.(b + c) = 5 [(b + c).(a + c) = 5 (3) 

Lây (1) nhân (2) nhân (3), suy ra: (a + b) 2 (b + c) 2 (a + c) 2 = 60 

<=>(a + &)(& + c)(a + c) = 2>/Ĩ5 (4) 


\b + c = 


LápHsõ^, „ + c = : 

F (1) (2) (3) 

a + b = 


\b-a = 


\a + b = : 


<=>& = 


, 17yỊĨ5 c—T- 17\ 15 , , _ 289 911 

Với b = — 77—, suy ra: V5-2x = — 77 — <=> 5-2x = —77 <=> X = ——• 

60 y 60 240 480 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuong trình là X = ^ • 

BT 317. Giải phuong trình: (x + 3)V -X 2 - 8x + 48 = 28 - X. (x 6 □ ) 

Lời giải . Điều kiện: -X 2 - 8x + 48 > 0 -12 < X < 4. 
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a = x + 3 


a 2 = X 1 + 6x + 9 \a 2 + b 2 = -2x + 57 


b = J-x 2 - 8x + 48 >0 b 2 = -X 2 - 8x + 48 2 ab = 56-2x 


a 2 +b 2 -2ab = 1 <=> (a-b) 2 = 1 <=> 


a-b = 1 
a-b =-1 


Với a-b = l, suy ra: 4~x 2 -8x + 48=x + 2<=>| 
Với a-b = - 1, suy ra: \Ị-x 2 - 8x + 48 = X + 4 o j 


X > -2 

X 2 +6x-22 = 0 


< > x V 31 — 3. 


x> -4 

X 2 + 8x-16 = 0 


<->.Y 4\2 4. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = V 3 1 - 3, X = 4 \ 2 - 4. 

BT318. Giải phương trình: (x -l)\/-x 2 -4x + 5 = 3x + ^ • (xeũ) 

<•&» Lời giải . Điều kiện: -X 2 -4x + 5>0<=>-5<x<l. 

(*) <=> 2.(x - Ĩ).\Ị-X 2 -4x + 5 = 6x + 3. 


= X - 2x +1 + \a 2 +b 2 = -6x + 6 


= X — 1 


b = J-x 2 -4x + 5 >0 \b = -X -4x + 5 2ab = 6x + 3 


=> {a + bý = 9 = 3 2 <^>a + b = 3 hoặc a + b = - 3. 

Vói a + b = 3, suy ra: y/-x 2 - 4x + 5 = 4 - X <=> i ’ ” 

[2x 


2x -4x + ll = 0 


: vô nghiệm. 


Vói a + b = - 3, suy ra: y-x 2 -4x + 5 = -x-2<=> 


x<-2 
2x 2 + 8x = 1 


<?5>x = -- 


Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm cần tìm của phuong trình X = - 


4 + 3%/2 


BT 319. Giải phuong trình: 2(x - 5)4 -X 2 + 5x - 4 = 5x - 20 (xen) 

/ê* Lời giải . Điều kiện: -X 2 +5x-4 >0 <=>1< x<4. 

ífl = x-5 írt 2 =x 2 - lOx + 25 + \a 2 +b 2 =-5x + 21 

[ỉ> = y-x 2 +5x-4 >0 [b =-x + 5x-4 [2flỉ> = 5x-20 

=> (a + b) 2 =l<^>a + b = l hoặc a + b = -1. 

Vói a + ỉ> = l, suy ra: 4~x 2 + 5x-4 = 6- x<=> 2x 2 - 17x + 40 = 0: vô nghiệm. 


Vói a + = -1, suy ra: y-x 2 + 5x-4=4-x<=> 


2x 2 -13x + 20 = 0^ x = - 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là x= 2 ' x = 4- 
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BT 320. Giải phương trình: (x + 2 ).a/-x 2 -2x + 3= x + 3 (xen) 

Lời giải . Điều kiện: -3 < X < 1. 


a 2 = X 2 + 4x + 4 + \a 2 + b 2 = 2x + 7 


a = x + 2 


b = sỊ-x 2 -2x + 3 >0 \b = -X -2x + 3 2 ab = 2x + 6 


=> (ữ-ỉ>) 2 =l<^rt-ỉ> = l hoặc a-b = -1. 
Với «-ỉ> = l, suy ra: %/-x 2 -2x + 3= x + l<=> 


Với a-b = -1, suy ra: \j-x 2 -2x + 3= x + 3<=> 


X > -1 

X +2x-l = 0 
Jx>-3 

1X 2 + 4x + 3 = 0 


v2 1. 


<=>x = -l. 


Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm cần tìm là X = sfĩ -ĩ, X = -1. 

BT 321. Giải phuong trình: 5x 2 + 4(x - 2)^x 2 + X +1 =1 (x e □ ) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

ífl = x-2 ịa 2 =x 2 -4x + 4 - \a 2 +4b 2 = 5x 2 +8 

b = V X 2 + X + 1 > 0 4ỉr = 4x + 4x + 4 ấab = 1 - 5x 


(a + 2b) 2 = 9 = 3 2 <^>a + 2b = 3 hoặc a+2b = -3. 


TT ,. „ f—;-- _ íx<5 -7 + 4^7 

Vói « + 2ơ = 3, suyra: 2yx +x + l = 5-x<=>( _ „ _ <p>x = _ • 

(3x 2 + 14x-21 = 0 3 

r-r-- fx<-l 

Với a + 2b = -3, suy ra: 2yx +X + 1 = -x-l <=>-<_ „ _ _ : vô nghiệm. 

|3x 2 +2x + 3 = 0 

^ x ? -7 ±4^7 

Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phuong trình là X = — 

BT 322. Giải phuong trình: 2x 2 - 4x - 21 = 2(1 - x)\Ịx 2 - 2x + 3 (x e u ) 

<•&» Lời giải . Tập xác định: D = □ . 


fl 2 =x 2 -2x + l rt 2 +b 2 =2x 2 -4x + 4 


a = l-x 


b = \Ịx 2 -2x + 3>0 \b = X -2x + 3 2 ab = 2x - 4x - 21 


=> (a-b) 2 = 25 oa-b = 5 hoặc a-b = — 5. 
Vói a-b = 5, suy ra: \/x 2 -2x + 3 = 6 -X <=> 


X < 6 33 

<^> X = ^7- 

lOx = 33 20 


Vói a — b = -5, suy ra: y X 2 -2x + 3=-x-4<=> 


X < -4 13 

<=>x = --jci- 

lOx = -13 10 


? 13 33 

Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phuung trình là X = - —, X = — ■ 

& V ỵ 6 10 20 
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BT 323. Giải phương trình: 2x 2 - 6x + 3 + 2(x - 2)4X 2 - 2x = 0 (xen) 
Lời giải . Điều kiện: X > 2 hoặc X < 0. 


Đặt 


ị a = X - 2 


b = \jx 2 -2x >0 ì fr 2 = X 2 - 2x 12 ab = —2x 2 + 6x - 3 


rt 2 = X 2 - 4x + 4 fl 2 + b 1 = 2x 2 - 6x + 4 


=> (rt + b) 2 =l<tí>rt + b = l hoặc a + b = -l. 
Vói a + b = 1, suy ra: \Ịx 2 -2x = 3 - X <=> I 

Vói a + b = -1, suy ra: yỊx 2 -2x = 1 - X <=> I 


X <3 

X 2 - 2x = X 2 - 6x + 9 
x< 1 


9 

-w> X = -- • 

4 


X 2 - 2x = X 2 - 2x +1 


: vô nghiệm. 


Kết luận: So vói điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất X = — • 


BT 324. Giải phuong trình: 5x - 20x +12 + 4(x - 2)yx -4x + 5= 0 (xeũ) 
Lời giải . Tập xác định: D = □ . 


Đặt 


\a = x-2 


4ữ 2 =4x 2 -lỏx + 16 


b = \Ịx 2 -4x + 5 >0 Ịỉh=x 2 -4x + 5 

=> (2a + b) 2 =9 <^2a + b = 3 hoặc 2a + b = -3. 
Vói 2a + b = 3=> \Ịx 2 - 4x + 5 = 7-2x0 


[4ữ 2 + fr 2 = 5x 2 - 20x + 21 
4ab = -5x 2 + 20x -12 


7 - 2x > 0 


3x - 24x + 44 = 0 


ox = - 


12- 2y3 


Vói 2a + b = -3 => \/x 2 -4x + 5 = 1 -2x <tí> 


íl-2x > 0 2-S 

OX = -T-- 

3x 2 = 4 3 


12 2 v3 2 a/3 

Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phuong trình là X =- , X =-— • 


BT 325. Giải phuong trình: X 2 - 2x - 4 = (x -1).%/X 2 - 2x (x e u ) 

/ê* Lời giải . Điều kiện: X < 0 hoặc X > 2. 


Đặt 


rt = x-l 


b = \/x 2 - 2x >0 Ịỉ> 2 = X 2 - 2x \2ab = 2x 2 - 4x - 8 
(a - b) 2 = 9 <=> a - b = 3 hoặc a-b = - 3. 

x>4 


rt 2 = X 2 - 2x +1 rt 2 + b 2 = 2x 2 - 4x +1 


Vói a-b = 

Vói a-b = -3 


ỉ> = 3=>^/x 2 -2x =x-4<^>| 
's/x 2 -2x =x + 2 <=> j 


: vô nghiệm. 


3x = 8 

X > -2 2 

_ X = —— • 

6x + 4 = 0 3 
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Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = - -2 • 


BT 326. Giải phương trình: f + x + = = 8 

ự5-2x ự5 + 2x 

^ 5 5 

rê* Lời giải . Điều kiện: ~2 <x< 2 


(x eU ) 


Ịa = \Ì5-2x > 0 ịa 2 = 5-2x 
\b = sj5 + 2x>0 \b 2 =5 + 2x 


^2x = 5-a 2 =b 2 - 5. 


a 2 +b 2 = 10 


Suy ra: 15-b 2 

——— + ——— = 16 15 

a b 


(a + b) 2 -2nb = 10 
a+b , „ 


■ = a + b +16 


=>15.(fl + fr) = (fl + fr + 16)- (fl + ^ 2 10 -Đặt t = a + b> 0, thì: 

PT <=> 30f = (f +16) • (f 2 -10) <=> f 3 + 16f 2 - 40f -160 = 0 <=> (f - 2)(f 2 + 20f + 40) = 0 

<=> í = 4 => \Ị5-2x + \j5 + 2x \25 4x' = 3 <=> X = ±2. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = ±2. 

1 1 3 

BT 327. Giải phương trình: — =2— (x e □) 

yio - X yio + X 2x 

rề* Lời giải . Điều kiện: -10 < X < 10 và X ^ 0. 


(x eU ) 


\b = yio + X >0 [x = 10-fl =b -10 

, , _ 10-fl 2 ỉr -10 3 10 10 3 , , n , , ,, , _-ị , 

(*) <=> ——--—— = 2 <^> — + 221 = r. + a + Ị) <=> 20.(ữ + b) = \ 2 .(a + b) + 3 • ab 

a b 2 a b 2 L J 


i? - \ 10 X > 0 fl +6 = 20 


120.(fl + b) = [2.(fl + b) + 3] • ab ị 20 .(a + b) = [2.(fl + b) + 3] • ab 

Ịrt 2 + ỉ> 2 = 20 \(a + bf =2ab +20 

=> 40(a + ỉ>) = [2(a + ỉ>) + 3 ] ị(a + ỉ>) 2 - 20 J <=> 2f 3 + 3f 2 - 80í = 60, với í = « + fc 

<=> í = 6 => a/10 — X + V 10 + X = 6 <=> -y/ĩõõ — X 2 = 8 <=> X = ±6. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = ±6. 


BT 328. Giải phương trình: 


1 + x + 1 — X 

17-4x Jl7 + 4x 


(xeU ) 


^ .. 17 17 

rê* Lời ợỉải. Điều kiện: <x< — • 

5 4 4 


i? - \ 17 4x > 0 rt 2 = 17-4x fl 2 + ỉ> 2 = 34 


/)- V 17 • 4x >0 = 17 + 4x 4x = 17-fl =ỉ> -17 
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1 + 


17 -a 2 


1- 


b 2 -17 


(*)<=>- 


■ = -<=>- 
5 


21 -a 2 21 -b 2 16 21 21 


- + - 


16 


a 


=> < 

'21 21 , 16 
a b 5 

<=> < 

a + b , 16 

21 ■—— = a + b + — 
ab 5 <=>< 


a 2 +b 2 =34 


{a + bf -2ab = 34 


• 5.(a + bý + 16.(fl + b) 2 - 380.(fl + b) - 544 = 0 => • 


= -z-<^ — + ^ L = a + b + -zr 

5 a b 5 


a + b ,16 

42 --—2- = a + b + ^r 
2ab 5 


2ab = {a + bf -34 
a + b = 8 
ab = 15 


(17-4x)-(17 + 4x) =15 <=>x 2 =1<=>x = ±1. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = ±1. 

BT 329. Giải phương trình: 2 + X _|_ 2 X 

V 20 -X \ 20 • X 

Lời giải . Điều kiện: -20 < X < 20. 

[fl 2 = 20 - X 

\b 2 = 20 + X 


_ 20 

= =+ (*) 
3 


(x eU ) 


Đặt 


a = V 20 - X > 0 


<^> < 


b = \ 20 + X > 0 


\a 2 + b 2 =40 
X = 20 - fl 2 =b 2 - 20 


. . 2 + 20-a 2 . 2-(b 2 - 20) 20 22 . 22 , 20 

(*) <=> ———-+-———- = ^-<=> — + ^p = rt + ỉ> + ^-- 

a b 3 a b 3 



ff 2 + ỉ> 2 = 40 

{a + b) 2 -2ab = 40 

Suy ra: < 

22 22 , 20 <=>< 
a b 3 

-- a + b . 20 

22 • —— = a + b + — 
ab 3 


2rtb = (fl + b) 2 -40 

.. a + ỉ> , 20 

44 • 2—2 = a + & + 22 

2fffc 3 


•3 .(a + bf + 20 .{a + b) 2 - 252 .(a + b)-800 = 0oa + b = 8=>ab = 12. 
) - x) ■ (20 + x) = 12 <=> 400 - X 2 = 144 <=> X 2 = 256 <=> X = ±16. 


(x eũ ) 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = +16. 

1 1 7 

BT 330. Giải phương trình: 

■X' 

I -3 < X < 2 
I 2x * -1 


Jl jl 

2 - v • 1 2\ 6 X . 

T ... 1 [6 -X-X 2 >0 Ị - 

<•&» Lời giai. Điêu kiên: <1 <1 

[2x + l*0 [2 


Đặt 


\a = 2x +1 


ỉ> = 2\ 6 - X - X 2 >0 


<=>< 


[rt 2 =4x 2 +4x + l 
I b 2 = —4x 2 — 4x + 24" 


a 2 +b 2 = 25 
11 _ 7 _ 
a + b~Ũ 




|(rt + fc) 2 -2rtfc = 25 Ị2ab = (a + b) 2 -25 

[12 -(a + b) = 7ab ** [24-(fl + b) = 7-[(a + b) 2 -25] 
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hab = {a + bf-25 [a + b = 7 , w 

• < „ <=>1 _ hoặc 

[7 • (fl + b) 2 - 24 • (rt + ỉ>) -175 = 0 [ab = 12 


„ , , _ 25 
a + b = --£- 
7 


a+b=7 rt>0 


fl = 3 2x +1 = 3 


=> < _ _ _ <=> . => _ <=> 3 • 

aỉ> = 12 Ịfl.(7-fl) = 12 L« = 4 |_2x + l = 4 x = | 


a + b = -^- a> 0 

7 _ 


flfr = - 


o nn ^í„2 , 25 300_ n ^« = 

300 a + - 7 - ■ ữ - — 7 - = 0 

”77” l 7 49 


5^73-25 , .. 5sỊt3-39 

-—-=> X = ———- 

14 28 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 1, x = ị, x = 5 . 

ờ 2 28 


CT 331 __,, , 4x 2 + 4x + ll 9-4x-4x 2 

nr 331. Giai phưong trình: , + 

2J(x + 3)(2-x) y4x 2 + 4x + 26 


= 32 (*) (reD) 


Lời giải . Điều kiện: -3 < X < 2. 
( , )o Ị0 + (2x + l ) 2 , 10-(2x + l ) 2 
j25-(2x + l ) 2 J25 + (2x + l ) 2 


= 32^42^4^ = 32 . 

J25-1/ J25 + y 


TT ,. _ í a = J25 - 1 / > 0 írt 2 +ỉ> 2 =50 

Vói y = 2x + l 2 . Đặt v - 

Ịb = ự257ỹ>0 [}/= 25-rt 2 = b -25 

a 2 +b 2 = 50 Í2flb = (a + b) 2 -50 

” 35 • íLiiỉ = a + b + 32 170 • (fl + b) = (fl + b + 32) • [(fl + ỉ>) 2 - 50 ] 

ab 1 L J 

') 3 + 32 • (rt + ỉ>) 2 -120 -(a + b )-1600 = 0 <=> 4 + ^ 8 => fl = 1. 

[flỉ> = 7 


Suy ra: 4 a + ỉ, 

35 • —— = a 
ab 


■ (a + ỉ>) 3 + 32 • (fl + ỉ>) 2 -120 -(a + b)- 1600 = 0 <=> 


Vói rz = 1 => 1 / = 24 <=^> (2x +1 ) 2 = 24 <=> X = ■ 


Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm cần tìm của phuong trình là X = 


BT 332. Giải phuong trình: —--h , = — (x e □ ) 

7x • 1 . (7x • 11)-(9 7x) 24 


^ 11 9 1 

/&■ Lời giải. Điều kiên: ~ — <x<— và X*-—- 
d 7 7 7 


fl = 7x + l 


fl 2 + fc 2 =100 


b = Ậ7x + ll)-(9-7x)>0 => '- + \ = 7 ^ L24.(fl + fe) = 7fl& 


(a + b) 2 -2ab = 100 


629 



Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


<=> 


ị2ab = (a + b ) 2 -100 ịa + b = 14 

Ì48.(fl + b) = 7 .[(fl + bf - 100 ] ° \ab = 48 


V < 


50 

a + b = --£- 
7 


ab = ~ 


1200 

— 49 - 




a> 0 

a 2 -14« + 48 
a < 0 


<=> 


2 , 50 a 1200 n 
a + = 0 

7 49 


a = 6 

-25- 
a = ——— 


<=> 


a = 8 


5 

X = 3 

7 

X = 1 

-32- 

X = ■ 


49 


, ^ 5 -32- 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là x = —_, X = 1. X = — 

6 7 49 

BT 333. Giải phương trình: X 4 - 2x 2 ^3 + X + 3- \Ỉ3 = 0 (*) (xen) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=>3-(2x 2 +l)-yj3 +(x 4 +x) = 0 và ta xem đây là phương trình bậc hai 
với ẩn là \Í3, khi đó: = (2x 2 +1) 2 -4.(x 4 +x) = 4x 2 -4x + l = (2x + l) 2 . 

1 „ 



x/s = 

Suy ra: 

s= 

<tí>x = 2 

■l±y[: 


2 

1 

ỉ' 


: X 2 +x 


<=> 


X +x-y3 = 0 
x 2 -x + l- \/3=0 


-1 + 




hoặc X = 


Kết luận: Phương trình có các nghiệm là X = 


-3 


—1 ± yjĩ + 


X = - 


—1 ± sfĩj3 — 3 


2 2 
BT334. Giải phương trình: X +1 = (2x + 1)^/2 + \Ịx +1 (xeũ) 

<•&» Lời giải . Điều kiện: X>-1. 


Đặt 


, Giải phương trình: x + l = (2x + l)y2 + yx + l (x 

MÍ giải . Điều kiện: X > -1. 

jfl = ^/xTĨ>0 Ịb 2 -a = 2 |2 = ỉ> 2 -a 

[6 = ự2 + ựí7ĩ > ^ K = (2« 2 -1)2> 0 (2« 2 = (4fl 2 - 2).b 

■2a 2 = (4a 2 -ỉ> 2 +a).b <x>(2a 2 -ab)-b.(4a 2 -b 2 ) = 0 

<=> a(2a -b)- b(2a - b)(2a + ỉ>) = 0 <^> (2rt -b)(a- 2ab -b 2 ) = 0<=> 

a 


Với b = 2a =>2 = (2rt) 2 -a<=>4rt 2 -a-2 = 0<t=>rt = 


b = 2a 
a = 2ab + Ỉ7 2 

1 t V33 v33 15 


8 


• X = - 


32 


Với a = 2ab + b 2 


a-2ab-b 2 =0 b 2 (b- 2) + l = 0 


= ỉ> 2 - 2 


<=> • 


rt = ỉ > 2 -2 


: vô nghiệm. 
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Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 


BT335. Chai: 2x' 2xv2 - v2015 \ 2015.\2 i 4x\2015 - 
w 2 

& Lời giải . Điều kiện: X > - , ■ 

4 V 20 lõ 

2 y -yỊĨ= \ 2 • 4xv201ỡ => \ yl - y ^ị = 

{x ĩ -xsf2=yyf2ữĨ5 

V 2 v./õ v.SnU/sv’ c. s 1 . oiii^Cv 


•v/ 33 -15 


(x eũ ) 


=> X y ầ. —• 


* J — Q 

Suv ra: .V Xv2 .V\/2015 < >.v’ (\2 I v2015)-X-0 < > Ị- 1 - 

X = v2 + \ 201; 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = \Ỉ2 + \2015. 

BT 336. Giải phương trình: yj5 + x + yj2 — x + %/—X 2 - 3x +10 + 1 = 0 (*) 

ịa = ịj5+ X ì a 3 = 5 + X fa 3 + b 3 = 7 
*• tời giải . Đặt: í ' - u Ị 3 _ _ 2 , in 


Lời giải . Đặt: i 


|a = ^p+ X Ịa 

í , r- u ,, 

|b = v2- X |b 

oU _L 1 — n ìn 


= 2- X ĩab=-x - 3x+10 


I a + b + ab + 1 = 0 „ I a + b = - 1- ab 
( M 1 ) 1 * Ịa 3 + b 3 = 7 u ị(a + b) 3 - 3ab(a + b) = 

ìa+b=-l-ab ì a + b = - 

ị(- 1- ab) + 3ab(l+ ab)= 7 |(ab) = 8 

. ịa = - 2 , |a = - 1 . 

ủ 1 “_ . ủ r_ :ũ x= - 6. 

Ib = - 1 |b = - 2 


I a + b = - 1 - ab I a + b = - 3 

Ị(ab) = 8 jab=2 


Kết luận: Vậy phương trình đã cho có nghiệm duy nhất: X = - 6 . 


„ T n .,. , __,, , (34 - x)ĩịx +1 - (x + l)v34 - X 

BT 337. Giải phương trình: -- _ - -= 30. (x e ) 

y34-x-vx + l 


^ 33 

Lời giải . Điều kiện: x ^2 ' 

1 a = ^/34 - X . Ị a 3 = 34 - X 

Đặt: ỉ . (a 1 b) c ! , h 

Ịb= ^/xTT v ; |b = x+ 1 

(*'\ lì ab ~ ab = 30 TÌ nhìn 2 - h 2 ^ = 30Ín - hll 


a 3 + b 3 = 35 


30 ủ ab(a 2 - b 2 )= 30(a - b)ủ ab(a- b)(a+b)= 30(a- b) 


Ũ ab(a + b)= 30 (do : a 1 b)(2) 
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(Ì)f2)ì> Ị a3 + b3 - 35 ũ ị(a+b) 3 - 3ab(a+b) = 35 ữ ị(a + b) 3 = 125 
w ’ w |ab(a+b)=30 |ab(a+b)=30 |ab(a+b)=30 

. ìa+b=5.|a=2 , ìa = 3 

ủ 1 „ Ũ L “ ủ L I. 

1 ab = 6 |b = 3 1 b = 2 

ĩ a = 2 Ị a = Ự 34 - X = 2 ^ 134 - X = 8 ì X = 26 
Vói: “ ỉ* r—- ^ ú ủ 3 x=26. 

fb=3 ị b = \Ịx+ 1 = 3 IX + 1 = 27 jx=26 

„ ìa=3, Ịa = V 34 - X = 3 . í34- X = 27 . ỉx = 7 . 

Với: ỉ, I b I —- Ũ ỉ , „ Ũ Ị ' Ũ x = 7. 

ịb=2 Ịb = -ựx+ 1 = 2 ịx+l=8 ịx=7 



Đặt y = t > 0. Suy ra hệ: 


4 1 / — - 30 + — \jx + 30 
1 4 


' 4 'í 4 ' 1 1 

4x — J30 + — y y + 30 

I ĩ / ' 1 [ -—— í4x = \Zz-T 30 

►4* = J30 + 4v* + 30. Đặt z = 4 v* + 30 => í ^ 

V 4 4 [4- - Ựa- i 30 

1 /——- .. 1 i vTÕ2Ĩ 

IV ra: V = — vx + 30 <=> X =-—- 


■X = IJ. 


■x = z. 


Suy ra: X = ^x + 30 <=> X = - 
7 4 32 


1 + 


32 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 

BT 339. Giải phuơng trình: 2(4 \Ịx + \Jx 2 + 2 - 3) + sỊể(\lx z + 2 - x) = 0. (x e □ ) 
/©* Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Đặt í = X + \Ịx 2 + 2 > 0, suy ra: \jx 2 + 2 - X = y • Khi đó: 

(*)<=> 4 .( 4 ^- 3 )+ 3 /- =0<t> 2.(4yfĩ-3) + Ậ = 0o4$+Ặ -3 = 0 (**) 

Ví w Ví 

Đặt y = sỊt, 1 / >0. Khi đó: (**) o 4i/ 3 -4.-3 = 0 o 4i/ 6 -3y 2 +1 = 0 o y 2 = 4 


1-2 


Suy ra: %/f=-t<=>í = 4 =>x + \fĩc +2 = 4 <=> X = _ 

J 2 2 ^ 2 ' 


13 
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Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là X = 

BT 340. Giải phương trình: 8x 2 - 8x + \ỊĨ - 3x = sỊl + x. 

^ 1 
Lời giải . Điều kiện: -1 < X < ^ • 

(*) <^8x 2 8x I (V 1 - 3x \ 1 ! x) 0 < > 8x 2 -8x— 7- 


<=>4x. 2x-2~- 


— Ỏx + vi + X 


= 0 ^> 


2x-2- 


(xẽO) 


■ n/'1 + X 


— Ổx + V1 + X 


2x-2 = 


— Ỏx + 1 + X 


:VN„, Vx e —1; „ 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 0. 

BT341. Giải phương trình: 2x 2 + 2x-4 + 5\Ịx 2 + 1 = 5%/3-x. (x 6□ ) 


"34L Giải phương trình: 2x 2 + 2x - 4 + 5-v/x 2 - 
✓â” Lời giải . Điều kiện: X < 3. 

(*) <=> 2.(x 2 +1) + 5%/x 2 +1 = 2.(3 - x) + 5^3 - X 

T^\y I _ /' 2 . -I 7- /õ 77 


Đặt 0 = yx^+1 > 0, Ỉ7 = yl3-x > 0. 

(**) <=> 2a 2 + 5a = 2Ỉ7 2 + 5b <=> 2. (a 2 - Ỉ7 2 ) + 5. (fl - b) = 0 (fl - ử).(2fl + 2b + 5) = 0 

<^> ữ = ỉ> => 4x^i = ^3-x <^>x 2 +x-2 = 0<íí>x = 1 hoặc X = -2. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = -2, X = 1. 

BT 342. Giải phương trình: 8x 2 + 2x + 5 = 6v ; 2x ' + X +1 + 3\ 2x - 1. (xen) 


/ê* Lời giải . Điều kiện: x - 2 

(*) «• 4.(2x 2 + X +1) - (2x -1) = (S\ 2x I X I 1 + 3v2x 1 (**) 

Đặt a = \ 2x' i X i 1 >0, b = \/2x-l > 0. 

(**) «■ 4ữ 2 - b 2 = 6« + 31? <=> (-2a) 2 + 3.(-2fl) = b 2 +3b 

<=> (-2a) 2 - ỉ? 2 + 3. (-2«) -3b = 0o [(-2 fl) - 6] • [(-2fl + 6)] + 3. [(-2fl) - b] = 0 
»[(-2fl)-b]-[(-2fl + b) + 3] = 0»2fl = b + 3. 

=> 2\llx 2 + X + 1 = v2x 1 + 3 <=> 4x 2 + X - 2 = 3\/2x -1 

<^>4x 2 ! X 2 3\2x 1 =0 <=>3.\/2x-l.(\/2x-l -l) + 4x 2 - 5x + l = 0 

«- — - + (X - l)(4x -1) = 0 <=> (X -1) • í -— + 4x - lì = 0 

v 2x — 1+1 v y 2.X — 1 + 1 y 
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6 y 2.X — 1 1 

<=> X = 1. Do ta luôn có lượng: ' v — + 4x -1 > 0, Vx > j- ■ 

V 2x -1 + 1 2 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phưong trình là X = 1. 
BT 343. Giải phưong trình: 


3x-2 _ 2.(3x- 
2x-l ~ 


- 1+1 


2 + ự(2x-l) 3 


•(l£Ũ) 


Lời giải . Điều kiện: X > • 


Đặt 


a = sf3x - 2 > 0 a 2a 2 b +1 


I b - V 2x 1>0 6 2 + h 3 

<=> 2fl(l - flỉ> 2 ) = Ỉ>(1 - aỉ> 2 ) <=> (2fl -b)(l-ab 2 ) = 0o 


<^2a + ab 3 = 2a 2 b 2 + b <^2a- 2ab 3 = b-ab 3 


2 a = b 
ab 2 =1 


Với 2 a = b=> 4.(3x - 2) = 2x -1 <=> lOx = 7 <=> X = ■ 

10 

Với ab 2 = l=>a 2 i> 4 = 1<^>(3 x-1).(4x 2 -4x + l) = l<=>x = l. 

, ^ 7 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là x = —~, X = 1. 

6 10 

BT344. Giải phưong trình: (x + 5)-\/x +1 +1 = v3x > 4. 

✓â” Lời giải . Điều kiện: X>-1. 


(iẽO) 


Đặt: 


l = yỊx + l >0 f(fl 2 +4).rt + l = b 


b = V3x + 4 


ử 3 -3rt 2 =1 




[fl 3 +4a-ỉ> = -l 
b 3 - 3fl 2 = 1 


=> a 3 + 3ữ 2 + 4rt + 2 - b 3 - b = 0 <=> (fl +1) 3 + (a +1) = b 3 + b <=> f(a +1) = f(b). 

Xét hàm số f(t) = t 3 + t trên □ có /'(í) = 3f 2 +1 >0, Víeũ, nên f(t) đồng 
biến trên □ . 

Suy ra: f(a +1) = f(b) <=>a + l = ỉ>=>a 3 +4a-(a + l) = -l<=>a = 0=>x = -l. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = —1. 

BT 345. Giải phương trình: X 3 - 15x 2 + 78x -141 = 5\/2x-9. (xen) 

Lời giải 1 . Sử dụng tính đơn điệu hàm số. 

(*) <=>(*-5) 3 + 5(x-5) = (v2x-9) ■ + 5v'2x 9 <=>/(x-5) = 02x-9). 

Xét hàm SỐ /(f) = f 3 + 5f trên □ có f'(t) = 3t 2 +5>0, Vf GŨ, nên /(í) đồng 
biến trên □ . 

: —9) <=>x —5 = n/2x- 9 <=>X 3 - 15x 2 + 73x-116 = 0 

11±V5 


Suy ra: /(x - 5) = r ''- 3 ' 1 

<=>(x-4)(x 2 -11x + 29) = 0<=>x = 4 hoặc x = 


Kết luận: Phương trình đã cho có các nghiệm là X = 4, X = 


ll±yJE 
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Lời giải 2 . Đặt ẩn phụ đưa về hệ gần đối xúng loại II 

, 1 --- \{y-5f=2x-9 

Đặt y - 5 = ylx - 9 => 1_ 

' |x 3 -15x 2 +78x-141 = 5(ị/-5) 

[y 3 -15y 2 + 75y-2x-116 = 0 


1X 3 - 15x 2 + 78x - 5 y -116 = 0 


(y 3 -X 3 )- 15(y 2 -x 2 ) + 80(ự - x) = 0 


(y - x) y 1 + yx + x 2 - 15(y + x) + 80 = 0 


= 0<íí> 


y = x 

y 2 +(x- 15 ).y + X 2 - 15x + 80 = 0 


Với y = x=>x-5 = \Jlx-9 <=> X 3 - 15x 2 + 73x-116 = 0 
<=>(x-4)-(x 2 -llx + 29) = 0 <=>x = 4 hoặc X = ■ 

Vói y 2 + (x - 15)y + X 2 - 15x + 80 = 0 và xem đây là phưong trình bậc 2 vói ẩn 
là y, ta có: A r = -3x 2 + 30x - 95 < 0 nên vô nghiệm. 

'Ị'Ị _|_ / r 

Kết luận: Phưong trình đã cho có các nghiệm là X = 4, X = ~~ 


BT346. Giải phưong trình: X 3 — 6x 2 + 12x — 7 = \j—x 3 + 9x 2 — 19x + 11. (xeO) 

✓â” Lời giải 1 . Dùng đon điệu hàm số. 

(*) ị (x -1) 3 + (x -1) = |(ặ-x 3 +9x 2 -19x + ll) 3 + V -V' i 9.V ’ - 19x • 11 
^ f (x -1) = f(\J-x 3 + 9x 2 - 19x + 11). 

f 3 3 

Xét hàm SỐ f(ị) = — + t trên 0 có /'(í) = ^í 2 +1>0, Ví eữ, nên f(t) đồng 
biến trên □ . 

Suy ra: /(x - 1) = f(yỊ-x 3 + 9x 2 - 19x + 11) <=> X -1 = ĩỊ-x 3 + 9x 2 - 19x + 11 

\x = 1 


<=> (x - 1) 3 = -X 3 + 9x 2 - 19x +11 <=> X 3 -6x 2 + llx - 6 = 0 <=> 


X = 2- 
X = 3 


Kết luận: Phưong trình đã cho có các nghiệm là X = 1, X = 2, X = 3. 
Lời giải 2 . Đặt ẩn phụ kết họp vói sử dụng tính đon điệu. 

,/—T—————-— \y 3 =-x 3 +9x 2 -19x + ll 

Đặt y = y-x + 9x - 19x + 11 =>r „ , 

|y = X 3 - 6x 2 + 12x - 7 

ỊV = -X 3 +9x 2 -19x + ll ® , , „ , 

<=> í „ „ => y 3 +2y = x 3 — 3x +5x —3 


I y =-x + 9x -19x + ll 
\2y = 2x 3 - 12x 2 + 24x-14 
^ y 3 + 2j/= (x -1) 3 + 2(x -1) ^/(y) =/(x -1) => t/ = X -1. 

Suy ra: \Ị-X 3 + 9x 2 - 19x + 11 = x- l<=>x = l, X = 2, X = 3. 

Kết luận: Phưong trình đã cho có các nghiệm là X = 1, X = 2, X = 3. 
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BT 347. Giải phương trình: (5x 2 + 4x + 3).yỊx = (x + 3).^5x 2 + 4x. (xen) 

Lời giải . Điều kiện: X > 0. Đặt a = sfx > 0 và b = sj5x 2 + 4x > 0. 

Suy ra: a.(b 2 +3) = b.(a 2 +3) <=>(a-b).(ab-3) = 0 <=> a ■ 

\_ab = 3 

3 

Với a-b=> 5x 2 +4x = x<=>x.(5x + 3) = 0<=>x = 0 hoặc x = -^- 

Với ab = 3 =>^5x 3 +4x 2 =3<^5x 3 +4x 2 -9 = 0<=>x = l. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 0, X = 1. 

BT 348. Giải phương trình: 2x 2 + yịl - X + 2x\[ì - X 2 = 1. (xen) 


rờ° Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 1. Đặt: X = cos t, t e [ũ; Ti]. 
Suy ra: 


Ỉ2 sin 2 — 

= >£ 

. t 
sin — 

i 2 


2 


- \ 2 sin ị- 
2 . 


\Ịĩ-x 2 = -Ặ - cos 2 1 = sin 1 1 = sin t 


(*) <=> 2cos 2 í + \ỊĨ sin+ 2cosí.sinf = 1 <=> \fĩ sin^- + sin2í = l-2cos 2 1 


. t 


■yỊĨ sin — < > \ỊĨ cos 

M 

= ~JĨ cos 

(t 

— + — 

2 

l rì 

u 2 ) 


<=> 


2 í-y = ị- + ^- + k2n 
4 2 2 

2f-y = “- ^ + kin 
4 2 2 


<=> 


, n kAn 
í = _+—r- 
2 3 

_ 71 + fc47T 

1 — ĨÕ + “T 


, ựeũ). 


Do t e r 0; 7x1 => í = V f = => X = cosí = cos^ = 0 V x = cosf = cos^ 

L J 9 in 9 in 


7ti 


10 


10 


, ^ 7 TỊ 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 0, X = cos -2- • 

5 10 

BT 349. Giải phương trình: X 3 + \ỊĨ - 3x 2 + 3x 4 - X 6 = x^2 - 2x 2 . (x e □ ) 
/©* Lời giải . Điều kiện: -1<X<1. Ta có: (*) <=> X 3 + ^(1 -X 2 ) 3 = x^2(l-X 2 ) (1) 
Đặt: x = cosf, fe[0;7i], suy ra: -s/l - X 2 =\ỊĨ- cos 2 í = |sin tị = sin t. 

(*) <=> cos 3 1 + sin 3 1 = \ỊĨ cos t sin t <=> (sin t + cos t )(1 - sin t cos/) \2sin/ cos t (2) 

a 2 -1 


Đặt: a = sin t + cos í = V 2 sin 


' 7 ^ 
t + — 

V 4 y 


• a = 1 + 2 sin f cos f => sin t cos t = - 


■—. ____ 71 7T 5tc . 7Ĩ . 1 

Do 0 < f < 7Ĩ => — < f + — < — <^> sin— < sin 

í, 7IÌ 
t+- 

1 . 5ti 

< sin — => rt e 


4 4 4 4 

l 4j 

1 4 

2 
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\ a 2 - 1 A 


(2) <=> a 

V 

<^>(a- 
Với a = v2 sin 


1 <>«;■• I 4ĩa 2 -3a \2 0 
+ 2\ 2<ỉ • 1) - 0 < > rt - \ 2 hoặc fl = 1 - 'Jĩ. 


'n' 

t + — 

V 4 y 


= >/2 


<=> sin 


4*^ 

Í+-7 

V 4 y 


= 1 <=> f =-^ + £271, 


Do íe[ũ;Tt] và fceũ, suy ra: t = ^ => X = cosí = cos-^ = -ị- 


Vói a = siní + cosí = 1-V2 và kết họp vói sinfcosí = 


u 2 -1 


- l-v2 


định lý Viét thì sin f; cos í là 2 nghiệm của phưong trình bậc hai: 

1 c2>ựx2 1)(\- • 3) 


X -(1 - \Ị2).X + l-y2=0<=>x = - 


Do sin f > 0 => X = cos i = - 


1 \2 \(\2 -• 1)-(V — i 3) 


Kết luận: Các nghiệm cần tìm là X = —ị, X = 


l-y/ĩ- 


1 2 + 3) 


BT 350. Giải phưong trình: 


2 2 

1-Vl-X 1 + Ạ + X 4l - X 2 


Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 1, X * 0. Đặt X = cos t, t e (ũ; Tí) \ ị ^ 



Suy ra: 


4 l-x 2 = <JĨ - cos 2 1 = 4 sin 2 1 = |sin 11 = sin t 
\Ịl-X = yỊĨ - cos t = ^2 sin 2 ^ = y/ĩ. I ■ ^ 

4l + X = 7l + cos t = Ẳ cos 2 ^ - vĩĩ 


sm — 
2 

__ t 

cos- 

2 


= y 2 sin X • 
2 

= 42 cos 4 
2 


(*)»■ 


1 - V 2 sin 


—— H- 

— 1 + -72 cos - 


t sint 


, 1 + 42 cos ! 1 \ 2 sin— 

1 2 2 

<=> ^ ^ 


/V 1— 1 

1-42 sin [ 1 + 42 cos ĩ - 


2+v; 


<=> 


t t 

cos — - sin — 
2 2 


1 


l + < 


f . í 
cos — - sin — 
2 2 


- . t _ t r, . t t 

- 2 sin c cos c 2 sin — cos — 
2 2 2 2 


( 1 ) 


thì theo 


1 

sin t 
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Đặt a = cos^--sin^- = sỊĨ 
2 2 


cos 


^ t 

w 


t 


=>fl = l-2sin— COS-- 


Do t e (0;tt), suy ra: íìe(-1;1). 

jn , / 1N 2 + \Ỉ2a 1 

Khi đó: (1) <=> 


1 i v2í? (1 ••(?') l-fl : 


<=> 


a-- 




ự2,í ; ' • 4(? • 2 Ự 2 ) ()<>«?.'- 


< >(2 • v2,í)-(l a 2 ) <V-Si2a 0 

>/2 


_ \ /, \ „ í = ^ + fc4jĩ 

Suyra: \/2cos - + ^ = —-<=>cos(- + ^ ) = cos^<=> , (fceũ). 

2 4 2 2 4 3 , 771, , v ’ 

v y v y í = -—- + /c47ĩ 

L 6 

Do í s (0; 71) và k e □ nên t = ^ => X = cos t = cos — = —- • 
v ' 6 6 2 

.. .. M 

Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất X = 2^- ■ 

BT351. Giải phuong trình: Ậ + 'Jĩ-4x 2 = X + \/l + 2\ỊĨ-4x ỉ 1. (xẽO) 
Lời giải. Điều kiên: j ^ - 0<=>0<x<-- Đăt x = -cosí, te 0;— • 

5 [X > 0 ??? 2 2 L 2 


íl-4x 2 > 0 

1 

1 

tc^Ị 

< <=>0<x< 


Đăt X = -cosí, í e 

0;- 

[x > 0 ??? 

2 ’ 

2 

L 2j 


Suy ra: sỊĨ - ị-X = \/l-cos 2 1 = \Ịsin t = |sin íI = sin t. 
(*) <=> -Jĩ+ sin í = C °^ -(l + ^l + 2smt) 


_2 *- •_2 *- 

cos —-sin — 

2 2 


, t . t 
cos — - sin — 
2 2 


<=> 2, cos 4- + sin 4- + 2 sin 4- cos 4- = 
2 2 2 2 


(1 + yl + 2sinf) 


t t 
<=>2, cos^ + sin-4 

V 2 2 


»2 


. t , t 
cos — + sin — 
2 2 


\ r 


. t , . t 
cos 4- + sin 4- 
2 2 


(1 +yl + 2sinf) 


t , t 
cos — + sin — 
2 2 


^4 t . t' 
cos 4- - sin 4- 
2 2 


Ịl + %/l + 2 sin í j 


<t^2 = 

cos — - sin —1 (1 + -v/l + 2 sin t ì 

( 

do:t e 

r nì 

0;- 

1 t . t ) 


l 2 2)\ 1 

V 

. 2 

1 2 2 J 


Đặt a = cos 4 - sin 4- = \Ỉ2 cos -T + 7 T l=>fl 2 = l-2sin-ị-cos^-=> siní = 1-rt 

2 2 ^2 2 J 2 2 

0;^ => fl G [ũ; 1 ) • Khi đó phương trình <=> 2 = a 1 + ^/ 1 + 2(1 -rt 2 ) 
2/ L 


^ t 

— + — 

2 2 


=>ÍZ 2 = l-2sin—cos —=>sinf = l-ữ 2 . 


Do t e 
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<=>ữ^3- 2a 2 = 2-ữ<=>a 2 (3-2a 2 ) = (2-«) 2 o2a 4 -2a 2 -4a + 4 = 0 


( t n) 

ỉ 1 f t 

1 1 

ĩl 


= l<=>COS —+ — 


= cos—<=> 

u 4 J 

1 u 4 y 

' sfĩ 

4 


)tì 1 1 

Do fe 0;7 và fceQ nên f = 0, suy ra: x = £-cosí = 4-' 

2) 2 2 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là x= 2 

BT352. Giải phương trình: \Ịl - yỊĩx- X 2 + \ỊĨ + sỊĩx- X 2 = 7—^—7• (xẽO) 

\x - 1 

rờ° Lời giải . Điều kiện: 2x -X 2 > 0 <=> 0 < X < 2 thì 0 < sỊĩx - X 2 < 1 nên đặt: 
cos t = yỊĩx-X 2 , te 0;^ =>'\/i--n/2x-x 2 =\Ịl- cos t ; \ll + \Ịĩx-x 2 =\Ịl + sin t 
và cos 2 1 = 2x - X 2 = 1 - (x -1) 2 => (x -1) 2 = 1 - cos 2 1 = sin 2 1 <=> |x -1| = sin t. 

2 _ _ ( 2 f 

(*) <=> \Ịl-COSt i \ 1 • cosí <=>(\/l-COS t 7 V 1 i cos / ) = 

sin t 7 sin t J 

Ị -— 4 Ị -— 2 2 

<=> 2 + 2yl - cos 2 1 = —— <=> 1 + Vsin t = <=> 1 + sin í = 

sin t sin t sin t 

, r- 7 „ x = 0 

<=> sin f + sin f - 2 = 0 <=> sin í = 1 <=> cos f = 0 => \Ị2x - X = 0 <=> 

X = 2 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 0, X = 2. 

BT 353. Giải phuơng trình: 4x 3 - 12x 2 +9x-ĩ = \ị2x—X 1 . (xễO) 

/©* Lời giải . Điều kiện: 0 < X < 2. 

(*) 4(x - 1) 3 - 3(x -1) = Ặ - (x -1) 2 (**) 


Do X e[ũ;2] =>(x-l) e[-l;l] nên đặt x-l = cosí, íe[ũ;7t]. 

r . f n 3 

(**) <^>4cos 3 f-3cosf = a/1-cos 2 t <=> cos3f = sin f <^> cos 3f = cos -2-t 

v2 ) 

<=> t = ^ ^ hoặc t = ~ + kn, (keO). 

8 2 4 

Do íeỊ"0;7il / =>í = ^ hoặc í = ^ =>X = 1 + cos^ hoặc X = 1-^Ệ L - 
L J 8 4 8 2 

5tĩ SẼ 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 1 + cos —— , X = 1 - • 

5 8 2 
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BT 354. Giải phương trình: s/l-x 1 = 


4x 3 - 3x 
16x 4 -12x 2 +1 


(ieO) 



<=>sữư|^16.(l-sin 2 í) 2 -12.(l-sin 2 f) + lj = cos3í 

<=> sin t. (16 sin 4 1 - 20 sin 2 í + 5) = cos 3/ <=> 16 sin 5 í - 20 sin 3 f + 5 sin f = cos 3f 

K kn , „ , 71 



cos- 


5tĩ 

16 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = ± 2^2 ; X = cos; X = cos — • 

6 2 16 16 


5r 2 

BT 355. Giải phương trình: . + ——— = 4. (x e □ ) 

vx 2 +l X +1 

Lờ/ giải . Tập xác định: D = I . Đặt x = taní, te 


í n 71^ 


■^/x 2 + 1 = \ tan í + ĩ = ,1 1 = ——- 

Vcos t cos f 


V 2 2 J 


cosí > 0. 


7 1 2 

và x 2 +l =— X—O—X -— = 2cos 2 í. 


2 « .2 . -1 

cos £ X +1 

(*) <^> 5 tan t cos t + 2 cos 2 1 - 4 = 0 <=> 5 sin í + 2(1 - sin 2 1) -4 = 0 


,, 1 
<=> -2 sin t + 5 sin í - 2 = 0 <=> sin f = — <=> 


t = ~r + k2n 
6 

t = ^ + k2n 
6 


, (*eD). 


Do t e 


í 71 _ 7ĩ^ 
V '2% 


và k e □ nên f = y ■ Suy ra: X = tan í = 2^- • 
6 3 


, \/\3 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = -22- • 


BT 356. Giải phương trình: \Jx 2 + 25 = X + - 


50 


\Ịx 2 + 25 

Lờ/ giải . Tập xác định: D=D. Đặt x = 5taní, te 


(igO) 


^ K ' 7^2 
V "2% 


cosí > 0. 


■ \Ịx 2 + 25 = J25.(tan 2 / +1) = 5 =-^-=>- =1- : 

vcos’ / cosf YX 2 +25 


cosí 
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/lA 5 , , ir . . _ 1 sin í 

(*) <=> ——- = 5 tan í +10 cos t ——- = + 2 cos t 

cost cosí cosí 

<=> 2 cos 2 1 + sin í -1 = 0, (do: cos t > 0) <=> 2.(1 - sin 2 í) + sin t -1 = 0 


1 

<=> —2sin 2 1 + sint 4-1 = 0 sinf = 1 hoặc sin t = -d- = sin 


w 7X w 771 , _ ,. Trn 

<=> f = (r + k2n hoặc t = --r + kln hoặc t = —- + fc27t, với k e □. 
2 6 6 

5S 


Do í e 


^ 7T _ TC^ 
V '2% 


và fceũ nên ị = --j, suy ra: x = 5tanf = - 

6 3 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phuơng trình là X = - 


5 s 


BT 357. Giải phuong trình: \jx 2 +1 = 


(x 2 +l) 3 


6x 5 - 20x 3 + 6x 


(lEŨ) 


Lời giải . Điều kiện: X (6x - 20x + 6j^0<^>x^ 

Đặt: x = tanf, te -T-; ^ \Ịo; ±^; ±^Ị=>COSÍ>0 thì: 

l 2 2 JT 3 6] 

=>^/x 2 ^-ĩ = ^/tãn 2 T+T = , í - = - =>-pj= 

Vcos 2 í cosí ựx 2 +l 

\ 2x 

=> ——— = cos 2 1 => ——— = 2 tan t. cos 2 í = 2 sin t co 
1 + x 1 + x 


n/Õ , 


Lời giải . Điều kiện: X Ịóx 4 - 20x + 6)^0<^>x^0, x^± và Xí ±>/ 3 . 


= cos í. 

= 2 tan í. cos 2 í = 2 sin í cosí = sin2í. 


(*) cost = 3 sin 2f - 4 sin 3 2í <=> sin 


i-t 

2 


= sin 6 1 <=> 


_ n + k2n 

~ũ — 

, n k2n 
t = é-z + —ĩr- 
10 5 


, (keũ). 


n n 


Do t e 
Suy ra: X e Ịtan 
Kết luận: xeịtan 


n , n 


2 ' 2 ^' 0; ± ' e 


J 5ĩt 

3jv 

n 

Tí Tí Tí 3ĩl 

5tc1 


“Ĩ4 ; 

~ĨÕ' 

~Ĩ4 ; Ĩ8 ; Ĩ4 ; Ĩ4 / 

Ĩ4j 


" + 5t0 

Ị; tan 

7371 ' 

;tan 

Í--Ì 

;tan 

Í + JL| 

i wj 


14 J 


l 10 J 


14 J 


" + 5t0 

;tan 

( 37x1 

+— 

;tan 

r K ^ 

;tan 

7-ì 

l 14 J 


14 J 


l"ĩõj 


1 14 J 


■ r i3xv^-\- 
18 r 


;tan — 
18 


BT 358. Giải phuong trình: X 2 


1 + 


\íx 2 - ] 


= 4(x 2 -1). 


(lEŨ) 


rờ- Lời giải . Điều kiện: X<-1 hoặc X>1. 


Đặt X = - 




• siní > 0. 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 



íl-cos t _ sin t _ sinf 
cos 2 t Vcos 2 t lcosíl 


• Với:íe 0;-2 => cosí > 0 => yx 2 -1 = 
2 


sin t sin t 
lcosíl cos t 


Khi đó: 


(*)<^>—1 + COS [ = 4 • sm J <^> 1 + cot t = 4sin 2 1, (do:cosí>0) 
cos ty sin t) cos t v 7 

<=> 1 + cotí = -— 4 - <^> (l + cotf)(l + cot 2 1) = 4 
l + cot 2 f v n ’ 

cot 3 f+ cot 2 f+ cotf-3 = 0 <=> cotí = 1 <=> t = ^ + kn, ịk eũ ). 

Do íe 0;^ , k eũ => t = ^ => X = —í— = tỊĨ. 

{ 2) 4 cosí 


• Với:íe -2; 71 => cosí <0 => Vx-1 = 
2 


1 2 1 

7 sứư 

sin í 


/x -] 

L = 1-7 = — 


thì: 


cosí 

cosí 


<=>1- 

cot t = 4sin : 

't, (c 

ỉo: cos 


<=> 1 - cot í = - 


l + cot 2 f 


<=> (l - cot í) (l + cot 2 1 ) = 4 


<^> -cot 3 í + cot 2 1 - cot í - 3 = 0 <=> cot t = -1 <=> X = - ^ + kn, ịke u). 


Do íe -2;Tt ,fce0 =>f = -2=>x = - 




Kết luận: So với điều kiện, phương trình có hai nghiệm: X = -sjĩ, X = %/2. 

BT 359. Giải phương trình: 1 + } = = -p- • (xeO) 

n/x 2 -1 6x 

<•&» Lời giải . Điều kiện: X<-1 hoặc X>1. 

Nếu X < -1 thì vế trái = 1 + > 0 và vế phải = -— < 0 nên (*) vô nghiệm. 

Jx 2 -1 6x 


, . sin t > 0 

Nếu X > 1 thì đặt X = ——- , t e 0,-2 => ^ cos t > 0 • 
cosí 1 2 J 

tan t > 0 


Khi đó: vx 2 - 1 = 



11 - cos t _ I sin f 
cos 2 f ~~ V cos 2 í 


= vtan t = tanf = tan t 


rn cí cosí-1 cosí-1 5 5cos t 

— , 1 =- , - 7 = —. -— và -— = —2— 

tan t cosí.taní sin t 6x 6 
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,, _ . , cosí-1 5cosf _ . , . 5 . . 

(*) «• 1 + —-7—— = —— <=>sint + cos í -1 = - sin t cos t 
sin f 6 6 




2 _ J . . 

Đặt fl = sinf+ cosí=>fl 2 = l + 2sinfcosf =>sinfcosf = ———, ae^l;v2 

(**)<=> <1-1 = |-^^<i>5<i 2 -12íỉ + 7 = 0ofl = l. 

6 2 


7 
5 ' 


í . x 7 

. , 3 

sin t + cos t = - 

sin t = — 

5 

c 

hoăc < 

í a 2 -1 12 

. 4 

sin t. cos t = -= — 

cos t = - 

2 25 

[ 5 l 


. , 4 
sinr = — 
5 . 

,_3' 
cos t = 77 
5 


Với cosí = - => X =-- = -7 và cosf = 77 => X =-- = 7 -• 

5 cosí 4 5 cosí 3 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 2, x= ị 

BT 360. Giải phương trình: \ 4.v 1 + \Ịểx 2 — 1 =1 (*) (x G □ ) 

íâ” Lời giải . Điều kiện: x - 2 ■ Ta có: (*)<=> \4x 1 + sỊĩx 2 - ĩ -1 = 0. 


Xét hàm SỐ f(x) = \4x 1 + >/4x 2 - 1 trên 


1 

— ;+co 

2 


có: 


2; +00 I nên f(x) đồng biến trên 


1 

— ;+oo 

2 


2 4r 

f'(x) = , + >0, Vx e 

v4x--Y ự4x 2 -l 

Do đó phương trình /(x) = 0 có tối đa 1 nghiệm và có /1 2- I = 0, suy ra: 


7^ 


v2y 


1 

X = — • 
2 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x= 2 


BT 361. Giải phương trình: 3sÍ3 - 2x + 


:-2x 3 =6 


-1 


(*) (iẽũ) 


Lời giải . Điều kiện: 


3 - 2x > 0 1 3 

. < > . < X < • 

2x -1 > 0 2 2 


Do x = 2 không là nghiệm của phương trình (*), nên chỉ xét X e 


r \ 32 

v2 ; 2 y 


Xét hàm SỐ /(x) = 3.\/3-2x + , - 2x 3 - 6 trên 

v2x - 1 


13 , , 

có: 

2 2 1 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lời giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. LỄ Văn Đoàn 


f'(x) = - = - -== 

ự(3-2x) 3 Ậlx-l) 3 


- 6x 2 <0, Vx G 


1.3 


A 1 3 a 

v2% 


Nên hàm số f(x) nghịch biến trên 2-;^- I • Do đó phương trình f(x) = 0 có 

12 2 


tối đa 1 nghiệm và ta có: /(1) = 0 <=> X = 1. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 
BT 362. Giải phương trình: \Ịx 2 + 48 = 4x - 13 + 4x 2 + 9 (*) (x G □ ) 


íâ” Lời giải . Do \Ịx 2 + 48 - n/x 2 + 9 > 0 nên cần điều kiện: 4x -13 > 0 <=> X > 


13 


(*) <=> 4x 2 + 48 - 4x 2 + 9 - 4x +13 = 0 

Xét hàm SỐ /(x) = \Ịx 2 +48 - 4x 2 + 9 - 4x +13 trên 


13 




-;+00 


( 1 ) 


co: 




f'(v\ — _ ĩ. _ 


-4 = x- 


Nên hàm số /(x) nghịch biến trên 


vx ; ' • 9 \ix : i 48 
\lx 2 +9.\fx 2 +48 

Do đó phương trình f(x) = 0 


13 

-4<0, Vx>2f. 

4 


^13 ^ 

— ;+oo 


có tối đa 1 nghiệm và có /(4) = 0 <=> X = 4. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 4. 
BT 363. Giải phương trình: ựx + 6 + X 2 = 7 - 47-1 (*) (x G □ ) 

✓â” Lời giải . Điều kiện: X>1. Do X = 1 không là nghiệm nên xét X>1. 

(*) <=> 47+6 + X 2 + 47-ĩ -7 = 0. 

Xét hàm SỐ /(x) = 47+6 + X 2 + 47-ĩ -7 trên (1; +oo) có: 


1 __ 1 _ . 

f'(x) = — . +2x+ >0, Vx > 1, nên /(í) đồng biến trên (l;+°o). 

3y(x • 6)-’ 2vx 1 

Do đó phương trình /(x) = 0 có tối đa 1 nghiệm và có /(2) = 0 <=> X = 2. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 2. 

BT 364. Giải phương trình: X 3 + 2x 2 -1 = 1 5.(47-! - 47- 2) 3 (*) (x G □ ) 


/ê* Lời giải . Điều kiện: X > 2. 

(47 -T - 47-2) ■ (47- T+ 47-2) 


(*) <=> X 3 + 2x -1 = 15 


X 3 + 2x -1 = 15 


4x-1 + 4x-2 


47-1+47-2 


■ (x 3 +2x 2 - 1)(477+477f - 15 =0 
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Xét hàm SỐ dương g(x) = X 3 + 2x 2 -1 trên (2; +oo) có g'(x) = 3x 2 + 4x > 0, Vx > 2 
nên hàm số g(x) luôn đồng biến trên (2;+oo). 

Xét hàm SỐ dương h(x) = (y/x-1 + \Ịx-2) 3 trên (2;+oo) có: 

í 'ị 1 > 

h'(x) = 3• (^/x--T + yx - 2) 2 • 7 == + ^== >0, Vx >2. 

V 2>/x — 1 2. \ X — 2 y 

Do đó hàm số h(x) luôn đồng biến trên (2;+oo). 

Suy ra hàm số f(x) = h(x) ■ g(x) = (x 3 + 2 x 2 -1) • (\Ịx-l + \/x-2) 3 đồng biến 
trên (2;+oo). Do đó /(x) = 0 có tối đa 1 nghiệm và có /(2) = 0 <=> X = 2. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 2. 

BT365. Giải phương trình: (2x-7)• (V3x 2 \ X I 3) 5 0 (*) (xeũ) 


<•&» Lời giải . Điều kiện: X > • 

2 7 

Do X = ^ và X = — không là nghiệm nên xét X e 


2 . 

— ;+00 
3 




(*) <=> \/3x-2 - \Jx + 3 - ——z = 0. Đặt /(x) = \Ỉ3x-2 - ^/xT3 - 


2x-7 

í 

Xét hàm SỐ f(x) trên X e 


2 . 

— ;+00 
3 


Đặt /(x) = y3x - 2 - yx + 3 - 2 y ' 

, Í7Ì , , 3 1 ,10 

[2j 2\f3x-ĩ 2\[x + 3 (2 x-7) 

10 . n (7| 

— + — ——7 >0, Vxe Y;+°° \iYr 
X — 1) (2x-7) 2 1 3 J [2] 


Do đó hàm SỐ đồng biên trên các khoảng 


f2 7^1 


í 7 ì 

—; — 


— ;+00 

\3 2 J 


u J 



Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có 2 nghiệm là X = 1, X = 6. 
BT366. Giải phương trình: 2(x-3)( Yx + 4 + 2\Ị2x-7 ) = 3x-4. (x e□ ) 


.,. 7 7 

Lời giải . Điều kiện: X > - ■ Do X = - không là nghiệm, nên xét X e 


7 . 

— ;+00 

2 


(*) < > vx i 4 • 2\ 2x 7 ^ 4 < > vx í 4 i 2y2x 7 


3x-4 


2x-6 


Xét hàm SỐ f(x) = n/x + 4 + 2\ 2x 7 - ^y trên 


2x-6 


7 , 

— ;+co 

2 


2x-6 
có: 


= 0 . 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


/'(*) = 


JL JL 

3 • ấx + 4) 2 \Ịlx-7 (2x -6 ỹ 


■ >0, Vx > -2 • 


Do đó hàm SỐ f(x) đồng biến trên Ị 2; +coJ và phưong trình f(x) = 0 có tối 

đa 1 nghiệm. Mà /(4) = 0 nên f(x) = 0 có 1 nghiệm là X = 4. 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 4. 

BT 367. Giải phương trình: \fx + 5 + \Ịỏ-x + 12 = X 2 . (x e □ ) 

Lời giải . Điều kiện: -5<x<5. Ta có: (*)<=>X 2 -y/x + 5 -y/5-x -12 = 0. 
Do X = +5 không là nghiệm của (*), nên xét X e (-5; 5). 

Xét hàm SỐ /(x) = X 2 - Vx + 5 - V5 - X -12 trên khoảng (5; 5) có: 
n .. lf 1 1 ì 1 yÍ5^-y/5^ 

f(x)= 2 x 2[jèr-— ì=?r 


= 2x + 2 • 
2 


+ X y/D-x 


= 2x - 2 • - 

2 


• (x/5 + x + \/5-x) 


— x\ 2 + 


•(x/5 + x + x/5-x) 


Cho f'(x) = 0 <=> X = 0, do: 2 H- - — ->0, Vxe(-5;5). 

2y 23 - X 2 • (ự5 + x + ự5-x) 


/(X) ^^^%13-y/ĨÕ 13-y/ĩõg; 

$¥%¥/// 12 2x ; 3 ^ r . ^ 

Dựa vào bảng biến thiên, suy ra phương trình có tối đa 2 nghiệm. 

Mà /(-4) = /(4) = 0 nên có 2 nghiệm là X = -4 và X = 4. 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = ±4. 




BT 368. Giải phương trình: \/Õx - 8 - y/x + 1 = 


2x-ll 


(ieO) 


8 11 8 

<•&» Lời giải . Điều kiện: X > 2 và 2 ' x = 3 không là nghiệm nên ta 

, , 8 11 /T-— /-T 5 


chỉ xét X > - , X * 4— Khi đó: (*) <=> -\/3x - 8 - y/* +1 - --— = 0. 

3 2 2x -11 


Xét hàm SỐ /(x) = \/3x - 8 - \/x +1 - 


2x-ll 


trên — ; +00 \ o có: 


cu ^ _ 3 _ 1 , 10 3yx • 1 v'3x H | 10 

2y.3x 8 2\/xTT + (2x-ll) 2 ” 2ự(3x-8)(x + l) + (2x-ll) 2 


_ 6x + 17 _ 10 

2.(3y/x+ĩ + y/3x - 8). J(3x - 8)(x +1) (2x-ll) 2 


^ 8 _11 
>0, Vx>2 X*21- 

3 2 
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Suy ra hàm số f(x) đồng biến trên I 8 ; +00 j \ I y Ị ■ Từ đó có bảng biến thiên: 


X 

8 11 

—co — - +00 

3 2 

f'(x) 

y//////// 

+ 

+ 

f(x) 


.—-*«■ 

—co 


Mà /(3) = /( 8 ) = 0, suy ra: X = 3, X = 8 . 

Kết luận: So với điều kiện, phuơng trình đã cho có 2 nghiệm là X = 3, X = 8 . 

BT 369. Giải phuong trình: \Ịx + Vx^-7 = 32(x -1) 2 v'2x 2. (xen) 

Lời giải . Điều kiện: X>1. Khi đó: (*)<=> X + \Ịx 2 -1 = 2.(4x - 4) s (**) 


Đặt f=4x-4>0 thì (**)<=> 2 1 - 


5 t + 4 


f t + 4 a 


-1 = 0 <=> 8 f 5 = \Ịt 2 + 8t + t +4 


Do í = 0 không là nghiệm nên xét í > 0 và chia 2 vế cho í 5 > 0, khi đó 

phuong trình o ệ-+ Ậ + Ịị + Ẹ = 8 và xét hàm số /(í) = Ặ + ] Ị^+J-8 

luôn nghịch biến trên ( 0 ; +oo) và có /( 1 ) = 0 oi = l. 

Kết luận: So với điều kiện, phuong trình có nghiệm duy nhất X = 1. 

BT 370. Giải phuong trình: J== + \ • '\j3x + 2 = V3x - 2. (x e □ ) 

v3x -1 4 

2 


Lời giải . Điều kiện: X > — • Khi đó: (*) v'3x I 2.y3x 2 = 8 x-12. 

Với X > ^ thì \/3x + 2 ,\l3x - 2 > 0 nên để phuong trình có nghiệm thì cần 

3 

điều kiện kéo theo là 8 x -12 > 0 <=> X > • 

2 

Đặt t = \/3x-2, t > . p thì phuong trình t.\jt 2 +4 = 

V ' 2 J 

^ 3 'ỉlị + ỉ + ^~ 8 = 0 và hàm số /( í ) = 3 ‘^ + p+■ 


8.(f 2 +2) 


-12 


1 4 20 ... 1 4 20 

<tí>3-3|y + -j +^--8 = 0 và hàm số f(t) = 3-^j + -j + ^Ỷ~8 luôn nghịch 


biến trên 


3 fp- X 

3 

— ;+00 

V • 2 7 


và có /(2) = 0 <=> X = 2. 


Kết luận: So với điều kiện, phuơng trình có nghiệm duy nhất là X = 2. 


BT371. Giải phuong trình: 2x -3x -14x + 16 = (28-4x)y2x -15. (x e 11) 



Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. LỄ Văn Đoàn 


(*) «• 2 x.(x 3 - 7)-3.(x 3 -7)-5 = 4.(7- x 3 )Ạ.(x 3 -7) (**) 

Đặt í = x 3 -7=>x = yỊt + 7 với f - 2 ■ Khi đó: 


(**) +7 — 3t — 5 + 4t.'j2t — 1 =0 và do t = T không là nghiệm nên chỉ 


xét phưong trình trong khoảng điều kiện: t e 


"1 , " 
— ;+00 

v2 , 


Xét hàm SỐ f(t) = 2t.ịft + 7 - 3f - 5 + 4/.y2/ -1 trên 


1 

— ;+GO 

v2 , 


CÓ: 


f\t) = 2ìỊt + 7- 


2t 

3 .#^7) 


_ - 3 + ấsỊĩt +1 + . 4f 
2 \ 2 / 1 


15 


>0, do 2<Jt + 7 >2 > 3 . 


Do đó hàm SỐ f(t) luôn đồng biến trên khoảng 


'1 

— ;+00 

2 


Mà ta có: /(1) = 0 => f = 1 là nghiệm duy nhất của /(í) = 0. Suy ra: X = 8 . 

Kết luận: So với điều kiện, phuơng trình có nghiệm duy nhất là X = 8. 

BT 372. Giải phuong trình: 2-v/ix 2 - X +1 + 2x = 3\/2x 2 -X 3 + y/9x 2 -4x + 4. 

/ằ* Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Nhận thấy rằng X = 0 là một nghiệm của phuơng trình đã cho. 

1 

• Với X > 0: chia hai vế cho X và đặt t = — , ta đuợc: 

X 

(*) <=> 2yịt 2 -7+4 + 2 = 3.\2/ 1 + - 4f + 9 và đặt u = \ 2/ 1 thì phuơng 

trình tuông đuơng: 3w + \ íí" I 8 - sỊu 6 +15 -2 = 0. 

Xét hàm SỐ f(u) = 3 u + 4u 6 +8 - x/ỉí 6 +15-2 và dễ dàng nhận ra rằng nếu u < 0 

3íí 5 3 u 5 

thì f(u) = 0 vô nghiệm nên xét íí>0. Khi đó: /'(«) = 3+ ■ - > 0 , 

\Ịu 6 + 8 yw 6 + 15 


Do đó hàm SỐ f(ụ) đồng biến trên (0; +oo). Mà /(1) = 0<=>W = 1=>X = 1. 
• Với X < 0: ta cũng làm tuông tự, nhung vô nghiệm. 

Kết luận: Phuong trình có 2 nghiệm là X = 0, X = 1. 


BT373. Giải: 4x 2 +X + 1 -y/2x 2 +2x + 1 = —;-- 

(x + X + l)(2x + 2x +1) 


(xẽD) 


/&■> Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=> \Ịx 2 + X + 1 - y/2x 2 +2x + l = - 1 —— - , \ -- 

x 2 +x + l 2 x 2 + 2 x +1 

<=> ^/x 2 + X + 1————- = y/2x 2 + 2x +1 - _ , — -- 

X + X +1 2x + 2x +1 

<=> /(x 2 + X +1) = f(2x 2 +2x + 1), với X 2 + X + 1 > 0 và 2x 2 + 2x + l>0Vxeũ 
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Xét hàm SỐ f(t) = yft~ trên (0; +oo) có: f'(t) = ^-= + \ > 0/ Ví > 0. 

t 2yf t 

Do đó hàm SỐ f(t ) luôn đồng biến trên (0; + oo) 

ỵ — —\ 

Suy ra: /(x 2 + X + 1) = /(2x 2 + 2x + l) X 2 +X + 1 = 2x 2 + 2x + l <=> ’ • 


Kết luận: Phuơng trình đã cho có 2 nghiệm là X = —1, X = 0. 

BT374. Giải phương trình: 4x 3 -7x + ^4x 3 -3x +1 = $1 4x-2 -3. (xẽO) 

Lời giải . Điều kiện: 


Lời giải . Điều kiện: 

(*) <=> 4x 3 - 3x +1 + \jểx 3 - 3x +1 = 4x - 2 + \4x - 2 


<>(v4x -3x +1) 3 + \f4x 3.V I 1 (v4x 2ý I </4x- 


/(v4x' -3x +1) = /(y4x-2). 

Xét hàm số f(t) = t 3 + t trên □ có /'(í)=3í 2 +l>0, VíeD nên f(t) đồng biên trên □ . 


/(\/4x -3x + l) = /(y4x-2)<=>4x -3x + l = 4x-2<=>x = -V V X = 1 V x = 2 

Kết luận: Phưong trình đã cho có các nghiệm là X = - X, X = V, X = 1. 

BT375. Giải phưong trình: 8x 3 -36x 2 + 53x-25 = \Ỉ3x-5. (x e□ ) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <^>(2x-3) 3 + (2x-3) = (v3x 5)' + v3x 5 <^>/(2x-3) = f(ịỊ 3x-5). 

Xét hàm SỐ f(t) = t 3 +t trên □ có /'(f) = 3í 2 +1>0, VÍGŨ, nên /(í) đồng 
biến trên □ . 


Suy ra: /(2x - 3) = /(</3x - 5)«. 2x -3 = Ụ3x -5 <^> (2x - 3) J = 3x - 5 


<=> 8x 3 - 36x 2 + 51x - 22 = 0 <=> (x - 2)(8x 2 - 20x +11) = 0 <=> 5 ±sP 

X 


Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phưong trình là X = 2, X = — 

BT 376. Giải phưong trình: 8x 3 - 12x 2 + 5x = \j3x-2. (x e □ ) 

<•&» Lời giải . Tập xác định: D = ũ . 

(*) <=> (2x -1) 3 + (2x -1) = (v3x 2) ■ + \3x 2 o /(2x -1) = /(v3x 2). 

Xét hàm SỐ f(t) = t 3 +t trên □ có /'(f) = 3f 2 +1>0, Ví G , nên /(í) đồng 
biến trên □. 

o --- r/o,- r/ 3 /o„. T\ . , 3/0 1 . » .- -1 1_M „ 1 T 


Suy ra: /(2x -1) = /(V3x - 2) <=> y 3x -2 = 2x-l<=>x = l hoặc X = - 
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Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phương trình lằ x = l, x = 


1±S 

4 


BT 377. Giải phương trình: 2v2x -1 =27x 3 -27X 2 + 13x -2. (x e r ) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) ^(3x-1) 3 + 2(3x-1) = (V2.V 1)' + v2x 1 <=> /(3x-1) = f(\2x 1). 

Xét hàm SỐ /(í) = t 3 +2t có f'(t) = 3f 2 + 2 > 0, Vf, nên f(t) đồng biến trên □ . 

Suy ra: /(3x -1) = /Ív2x 1) <^> (3x -1) 3 = 2x -1 ^ X = 0. 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 0. 

BT 378. Giải phương trình: X 3 + 3x 2 - 3\Ị3x + 5 = 1 - 3x. (x e □ ) 

Tập xác định: D = □ . 

Lời giải 1 . Sử dụng tính đơn điệu của hàm số. 

(*) ^(x +1) 3 + 3(x +1) = (V3x ì 5)'- + 3v'3x t 3 /(x +1) = /(v3x I 3). 

Xét hàm SỐ f(t ) = t 3 +3t có f\t) = 3í 2 + 3 > 0, Ví, nên f(t) tăng trên □ . 

Suy ra: f(x + l) = f(ịỈ3x +5) <=> x + 1 = %/3x + 5 <=> X 3 +3x 2 -4 = 0 <=> 


Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phương trình là X = -2, X = 1. 


✓â” Lời giải 2 . Đặt ẩn phụ đưa về hệ đối xúng. 

\{y+lf =3x + 5 


Đặt y +1 = y3x + 5 : 


[(x + 1) 3 =3 ị/ + 5 




X +1 + - 


y + lì . 3(y + l) 2 


+ 3 


(y + l) 3 -(x + l) 3 =3(x-y) 


= 0 <=> X = y. 


Với x = y, suy ra: (x 4- 1) 3 = 3x + 5 <=> X 3 4- 3x 2 -4 = 0<=>x = l hoặc X = -2. 
Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phương trình là X = -2, X = 1. 

BT379. Giải phương trình: 7x 2 -13x + 8 = 2x 2 ỉjx(ĩ + 3x-3x 2 ). (xeũ) 

/ê* Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Do X = 0 không là nghiệm nên chia hai vế phương trình cho X 3 ^ 0, ta được: 


7 13 8 113 1 

(*) <=> — - Gị + -4r = 2 3 -y + — - 3 và đặt y = — , y ^ 0 thì phương trình tương 
X X X V X X X 

đương: 8y 3 - 13y 2 + 7y = 2^Ịy 2 +3y-3 

» (2 y - 1) 3 + 2(2y -1) = (ịjy 2 +3y-3) 3 + 2ịỊy 2 + 3y-3. 

Xét hàm SỐ /(í) = t 3 +2t có f'(t) = 3f 2 +2 > 0, Vf, nên /(í) đồng biến trên □ . 

Suy ra: f(2y - 1) = f(ịjy 2 +3y-3) <x>2y-l = ìJy 2 +3y-3 
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Từ đó tìm được các nghiệm là X = 1, X = / X = 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 1, X = 


-5± 


14 14 5 

BT 380. Giải phương trình: 4x 2 + 18x + — + 27 = + —- ■ (x G r ) 

X V X X 

Lời giải . Điều kiện: X + O. 

Nhân 2 vế phương trình cho X, được: (*) 4x 3 + 18x 2 + 27x +14 = ^4x + 5 


<=> ^ (2x + 3) 3 + (2x + 3) = (y4x + 5) 3 + V4x + 5 «. /(2x + 3) = f(44x + 5). 
Xét hàm SỐ /(í) = -^ í 3 + f có /'(í) = ^ f 2 +1 > 0, Ví, nên /(í) tăng trên □ . 


Suy ra: /(2x + 3) = f(Ụ4x + 5) <=> 2x + 3 = y4x + 5 <=> (2x + 3) = 4x + 5 


<=>(x + l ) • (8x 2 + 28x + 22) = 0 X = -1 hoặc X = 


-7 + 4 5 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = -1, X = 


-7±Vỉ 


BT 381. Giải phương trình: 8x 3 + 8x - 4 = \ 4 6x. (x e □ ) 

Tập xác định: D = □ . 

✓â” Lời giải 1 . Sử dụng tính đơn điệu của hàm số. 

(*) <=> (2x) 3 + (2x) = (V 1 6x) ■ + v l 6x o /( 2x) = f(4 4-6x). 

Xét hàm SỐ /(í) = t 3 +t có /' = 3f 2 + 1 > 0, Ví => /(í) đồng biến trên □ . 

1 


Suy ra: f(2x) = /(y4-6x) <=>2x = \/4-6x <^>8x +6x-4 = 0<^x = 4- 


Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là X = 2 

Lời giải 2 . Đặt ẩn phụ đưa về hệ. 

„ , 1 -—— Í8i/ 3 =4-6x Í8i/ 3 +6x-4 = 0 

Đặt: 2i/ = f4-6x => _ , " . <=>1. , . r 

[8x 3 +8x-4 = 2j/ [8x +8x-2}/-4 = 0 

=> 8(y 3 -x 3 ) + 2(y-x) = 0 <^> (y-x)|j4(i/ 2 +xy + X 1 ) + lj = 0 <=> X = y. 

1 

Với y = x=> 8x 3 + 6x-4 = 0<=>x = ^- là nghiệm duy nhất. 


Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là x= 2 
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BT 382. Giải phương trình: \ 6.V I 1 = 8x 3 - 4x - 1. (x £ r ) 

/ềr Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) < > ỉỊẽx + ĩ + {ĩỊẽx + ĩý = (2.V) + (2.v)' < > /(\ 6.V I 1) = /(2x). 

Xét hàm SỐ f(t) = t + t 3 có f'(t) = l + 3t 2 >0, Ví, nên f(t) đồng biến trên □ . 
Suy ra: /( \(r>x • 1) = f(2x) <o \ 6.V í 1 = 2x o> 4x 3 - 3x = ì (**) 


Đặt x = cosw, u e[0;7t]. Khi đó: (**)o4cos 3 u-3cosu = ^ 


<0 cos 3M = — = cos ^ <=> H = ± 
2 3 


n k2n 
9 + ~3~ 


với k G □. 


Do 


ịue [0;tt] 

\keũ 


=>ue 


Ịn '5n .7tiỊ 
[9 ; ~9~ ; ~9j 


=> X e 


n 5n 7 k\ 

{ cos G;cos-4-;cos ---> 
[ 9 9 9 Ị 


Kết luận: Các nghiệm cần tìm của phương trình là 


71 5rc 7 tcÌ 

X e ( cos ; cos -4- ; cos — - > 
[ 9 9 9 Ị 


BT 383. Giải phương trình: %/3x + 4 = X 3 + 3x 2 + X - 2. (xen) 

✓â” Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=> (x +1) 3 + (x +1) = (%/3x + 4) 3 + ịị3x + 4 <=> /(x +1) = /(V 3.V I 4 ). 

Xét hàm SỐ /(í) = t 3 +t có /'(í) = 3í 2 +1 > 0, Ví, nên /(í) đồng biến trên □ . 

Suy ra: /(x +1) = f(yỊ 3x + 4) <o X +1 = V 3x I 4 <o X 3 + 3x 2 =3 (**) 

Đặt x + l = 2cos«, suy ra: x = -l + 2cos u, »e(0;7ĩ). Khi đó: 

(**) <=>(2cos»-l) 3 + 3.(2cos»-l) 2 -3=0 <=>8cos 3 »-6cos» = l 


. 3 _ 1 — 71 , 71 Ả^27T /7 _ V 

<^>4cos I/-3cost/ = — cos 3u = cos ou = ±~z + —, (fceũ). 

r* o 9 3 ' 7 


<=> 4 cos 3 u —3 cos M = _ <=> cos 3íí = cos <=> u = ± 7 

2 3 s 

Do H e[0;7i] =>H =>xe j2cos^-l; 2 

t luận: Các nghiệm X e 1 2 cos —-1; 2 cos —-1; 2 co 
6 1 9 9 


Kết luận: Các nghiệm X e < 2 cos — -1; 2 cos — -1; 2 cos — -1 
6 ’ 9 9 9 

BT 384. Giải phương trình: 9x 2 -28x + 21 = s/x-l. 

Điều kiện: X>1. 

Lời giải 1 . Sử dụng tính đơn điệu của hàm số. 


oosặ-1; 2cos^-l 
9 9 


7n 


• Với X e 

Xét /(í) = t 2 + t trên 


IJL. Sử dụng tính đơn điệu của hàm số. 

1; ị j thì (*) 0(4-3x) 2 + (4-3x) = {4x^ĩ) 2 + 4x-ỉ o/(4-3x) = /(>/x-ĩ) 

r h r 

2 + í trên 1;^ có /'(f) = 2f + l>0 nên f(t) đồng biến trên 1; 

- o . 
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Suy ra: /(4 - 3x) = f(\Ịx-V) <=> \fx ĩ = 4 - 3x <=> X = -4^- • 

8 


3. , 

— ;+00 

2 


• Với X e 


<^>/(3x-5) = /(Vx-l). 


thì (*) <=>(3x-5) 2 + (3x-5) = (%/x--ĩ) 2 +^/x--T 


Xét /(í) = t 2 + t trên 


3., 
-;+00 

2 


S' 


có /'(f) = 2f + l>0 nên /(í) đồng biến trên 


Suy ra: /(3x-5) = f(y/x- 1) <=> 3x - 5 = \[x-ĩ «• 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 2, X = 


x4 

3 

9x 2 -31x + 26 = 0 
25-' 


<=>x = 2. 


8 


Lời giải 2 . Đặt ẩn phụ đưa về hệ. 

„ _ /-— Í9i/ 2 -30i/-x + 26 = 0 

Đặt 3v — 5 = yỊx — l => s _ „ 

■ [9x 2 -28x-3ị/ + 26 = 0 

<=>(j/-x)-(i/ + x-3) = 0<^>i/ = x hoặc y = 3-x. 


(y 2 -X 2 ) - 3(y -x) = 0 


Với y = X => ■n/x — 1 = 3x - 5 <=> 


x4 

3 


<=>x = 2. 


|9x-31x + 26 = 0 
Với y = 3 - X => a/x- 1 = 4 - 3x <=> < 


x4 

3 <=> X = ■ 

9x z -25x + 17 = 0 

25- 


25- 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 2, X = 

o 

BT 385. Giải phưong trình: X 3 - 4x 2 - 5x + 6 = yj7x 2 +9x-4. (x e□ ) 
Tập xác định: D = □ . 

<•&» Lời giải 1 . Sử dụng đơn điệu hàm số 


(*) <íí> (x +1) 3 + (x +1) = (y7x 2 + 9x - 4) 3 + V7x 2 + 9x - 4 
f(x + 1 ) = f(\Ị7x 2 +9x-4). 

Xét hàm số /(í) = t 3 +t có f\t) = 3t 2 + í > 0, Ví, nên /(í) đồng biến trên □ . 
Suy ra: /(x +1) = f(sj7x 2 +9x-4) <=> X +1 = %/7x 2 +9x-4 <íí> X 3 -4x 2 -6x + 5 = 0 

<=> (x - 5) • (x 2 + X -1) = 0 <=> X = 5 hoặc X = - ^ — — 
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Kết luận: Phương trình đã cho có các nghiệm là X = 5, X = 


-1±V5 


Lời giải 2 . Đặt ẩn phụ đưa về hệ. 

\y 3 = 7x 2 + 9x-4 
1 y = x 3 -4x 2 -5x + 6 


Đặt y = \Ị7x + 9x-4=>- 


y 3 +y-(x + Tỹ +(x + 1) 


<=> y 3 -(x + 1) 3 +(y-x-\) = 0 <=>(t/ — — 1) y 2 + y(x + l) + (x + l) 2 + lj = 0 




(y-x-l)- 


y+- 


x + l 


, 3(x +1) 2 | 1 


= 0<=>y = x + l. 


Với j/ = x + l=>x + l = ^7x 2 +9x-4^>(x + l) 3 =7x 2 +9x-4 
<=>x 3 -4x 2 -6x + 5 = 0<^>(x-5)-(x 2 +x-l) = 0<^>x = 5 hoặc X = 


-l±yJE 


Kết luận: Phương trình đã cho có các nghiệm là X = 5, X = 


-I±s 


BT 386. Giải phương trình: 3x 3 - 6x 2 - 3x -17 = 3^9(-3x 2 + 21x + 5). (xen) 
ãr Lời giải . Tập xác định: D = □ . Nhân 9 vào hai vế phương trình, ta được: 

(*)<=> (3x-3) 3 + 27(3x-3) = ^9(-3x 2 + 21x + 5) 3 + 27^9(-3x 2 +21x + 5) 

/(3x - 3) = f{ĩị 9(-3x 2 +21x + 5)). 

Xéthàmsố f(t) = t 3 +27t có /'(f) =3f 2 +27 >0,Vf eũ, nên /(í) đồng biên trên □. 
Suy ra: /(3x - 3) = /(^9(-3x 2 + 21x + 5)) <=> 3x - 3 = (9.( 3x ; ’ I 21x i 3) 


<=> 3x 3 - 6x 2 - 12x - 8 = 0 <=> 4x 3 = (x + 2) 3 <=> n/Ĩ.x = X + 2 <=> X = -=3- 

^4-1 

, 2 

Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất là X = -^=7 - 

BT 387. Giải phương trình: X 3 + xyx = (x + 4)(x + 5). (x e □ ) 

/ê* Lời giải . Điều kiện: X > 0. Khi đó: (*) <=> X 3 + •\/x 3 = X 2 + 9x + 20 
<=> X 3 + ^/x 3 " = (x 2 + 8x + 16) + yj(x + 4) 2 <^>x 3 + ^/x 3 " = (x + 4) 2 + ự(x + 4) 2 
^>/(x 3 ) = /((x + 4) 2 ). 

Vì X = 0 không là nghiệm nên xét hàm số /(í) = t + \ft trên (0; +oo) có 

f'(t) = 1 + —^7= >0, Ví > 0. Do đó hàm số luôn đồng biến trên (0; +oo). 

2 slt 

Suy ra: /(x 3 ) = /((x + 4) 2 ) <^>x 3 =(x+4) 2 <^>(x-4)(x 2 + 3x+4) = 0<^>x = 4. 
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Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 4. 

BT 388. Giải phương trình: 2x 3 + X 2 - 3x +1 = 2(3x - l)\' 3x 1. (x e □ ) 

^ 1 
Lời giải . Điều kiện: X > L. 

(*) <»2x 3 + X 2 = 2(\3x 1) ; + (ự3x-l) 2 <=>/(x) = /(73*-1). 

Xét hàm SỐ f(t) = 2t 3 +t 2 trên [0;+oo) có /'(í) = 6f 2 + 2t >0, Vf> 0. 

Do đó hàm SỐ /(í) luôn đồng biến trên [d;+oo). 


Suy ra: f(x) = f( \3x 1) <=> X = v3x 1 <=>x 2 =3x-l<=>x = —ị 
Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm là X = 


3±s 


BT 389. Giải phương trình: 4x 3 + X - (x + l)\Ỉ2x + 1 = 0. (x e r ) 

Lời giải . Điều kiện: X > - ỉ • Khi đó: (*) <=> 8x 3 + 2x = [(2x +1) +1] \2x I 1 


^ (2x) 3 + (2x) = (V2x +1) 3 + sỊ2x +1 /(2x) = /(V2x + 1). 

Xét hàm SỐ f(t) = t 3 + t có f\ị) =3t 2 +1 >0, Vfeũ. Do đó f(t) đồng biên trên □ . 

c..,,_ _ r/ , T\ _ /ÕT7TT [* — 0 .. „ _ 1 "*■ Ts 


Suy ra: f(2x) = /(7 2x + ĩ) <=> 2x = 72x + l <=> I 


4x - 2x -1 = 0 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình có nghiệm duy nhất X = 


1 + 75 


BT 39Ỡ. Giải phương trình: X 3 + 3x 2 +4x4-2 = (3x + 2) \j3x +1. (x ẹ □ ) 

^ 1 

<•&» Lèn giải . Điều kiện: X > - T • Khi đó: 

(*) <=> (x +1) 3 + X +1 = [(3x +1) +1] 73x +1 

(x +1) 3 + (x +1) = (V 3.V I 1) ; + 73x + l <» /(x +1) = /(73*+ 1). 

Xét hàm SỐ f(t) = t 3 +t có f'(t) =3t 2 +1 >0, Ví. Do đó /(í) đồng biên trên □. 

1 --— _ 1 --— Íx>-1 fx = 0 

Suy ra: /(x+ 1) =/(y3x+ 1) <=> X+ 1 = V3x + 1 <=>< <=> “■ 

[x -x = 0 Ị_x = 1 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 0, X = 1. 
BT 391. Giải phương trình: X 3 + 3x 2 + 5x + 3 = (x 2 + 3)\fx 2 + 1. (x e □ ) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=>x 3 +3x 2 +5x + 3 = (7x 2 + 1) 2 +2 • 7? +1 
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<=> (x +1) 3 + 2(x +1) = (\/x 2 +1) 3 + 2\Ịx 2 +1 <=> f(x +1) = f(\Ịx 2 +1). 
Xét hàm SỐ /(í) = t 3 +2t trên □ có /'(í) = 3f 2 + 2 > 0, Vf e □ . 

Do đó hàm SỐ /(í) luôn đồng biến trên □ Ị 

Suy ra: f(x + 1) = /(\/x 2 +1) <=> X +1 = \Ịx 2 +1 <=> X = 0. 

Kết luận: Phuơng trình đã cho có nghiệm duy nhất là X = 0. 

BT392. Giải phương trình: ^, x + 1 — = —— — 

\ 2x • 1 3 x + 2 

Lời giải . Điều kiện: X^13 và X>-1. 

(*)^>(x + 2)>/x+ĩ-2(x + 2) = ^2x + l-3 

1 \lX +1 = 2x +1 + v 2x I 1 


(ieO ) 


<=> 


Jx + 1) +1 


^(n/x+Ĩ) 3 + n/x+Ĩ = (v2x ! 1)" + v2x ! 1 ^ f(4x + ĩ) = /(v2x ! 1). 

Xét hàm SỐ /(í) = t 3 + t có /'(í) = 3í 2 +1 > 0 Ví e □ , nên /(í) đồng biến trên ũ . 

Suy ra: f(\[x + ĩ) = f(\j2x + ĩ) o 4x + ĩ = ■ 


+ 1 


2x +1 > 0 


2x +1 > 0 


• 


• 


oi 


(Ự77Tr-(v2x 1 1) 

<=>x = 0 hoặc x = 


1 

X > -2- 
2 

x(x 2 — X — 1) = 0 


(x + 1) 3 =(2x + l) 2 

1+s 




12x +1 > 0 

X 3 - X 2 - X = 0 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là X = 0, X = 


1 + VỈ 


BT 393. Giải phương trình: X 3 + (2 + 3\j5-3x)x - 7 Vs - 3x = 0. 


(ieO) 


<•&» Lời giải . Điều kiện: X < — • Khi đó: (*) <=> X 3 + 2x = 7\5 3x - 3x^5 - 3x 
<=> X 3 + 2x = (7 - 3x)\5 3x <=> X 3 + 2x = [2 + (5 - 3x)] yj5- 3x 


<=> X 3 + 2x = (v'3 3x) + 2v3 3x <=>/(x) = /(V3 -3x). 

Xét hàm SỐ /(í) = t 3 +2t trên □ có f\t) = 3t 2 + 2 > 0, Ví e □ . 
Do đó hàm SỐ /(í) luôn đồng biến trên □ . 

Suy ra: /(x) = /(\/5-3x) <=> X = %/5-3x <=> I 2 3 

''ti-*—- r> 1 • _1 • £ _ » 1 


[x +3x-5 = 0 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 


V 29 - 3 
2 

v'29 3 


BT 394. Giải phương trình: 3x(2 I \ 9x' + 3) = (x + l)(2 +\/x 2 + 2x + 4). 
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Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

2 I v (3x)’ I 3 =(* + !)■ 2 + Ậx +1) 2 + 3 


(*)<=> (3x) 


<=>/(3x) = /(x + l). 


Xét hàm SỐ f(t) = t ■ (2 + \Ịf +3) trên □ có f'(t) = 2 + \Ịt 2 +3 + ■ i > 0,v te ũ. 

Ví 2 +3 


Do đó f(t) đồng biến trên □ . Suy ra: /(3x) = /(x + 1)<=>3x = x + 1<=>x = ^- 


Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất x= 2 

BT 395. Giải phương trình: 5x%/25x 2 + 2 + (2x + 3)\/4x 2 + 12x +11 + 7x + 3 = 0. 
Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=> (2x + 3)ự(2x + 3) 2 +2 + (2x + 3) = (-5x)Ậ-5x) 2 +2 + (-5x) 

<=>/(2x + 3) = /(-5x). 

Xét f(t) = tsft r +2 + t trên □ có /'(/) -\/ 2 • 2 i f +1>0 / VíeD. 

Ví 2 +2 

Do đó hàm SỐ f(t) đồng biến trên □ . 

3 

Suy ra: /(2x + 3) = /(-5x) <=> 2x + 3 = -5x <=> X = - ỹ • 


Kết luận: Phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = - X- • 

BT396. Giải phương trình: (8x-6)\/x-l = (2 + \/x-2)(x + 4\/x-2 +3). 
✓â” Lời giải . Điều kiện: X > 2. 

(*) (4x - 3).\4x 4 = (2 + vx 2). r ((ựx-2) 2 + 4ýx 2 + 4) + 1 

s4x 4) +1] ,v4x 4 = (2 + ựx-2). r (ựx-2 + 2) 2 +1 


<^>(ự4x-4) 3 + ự4x-4=(2 + ựx-2) 3 +(2 + ựx-2) 
f{sỊ 4x-4) = /(2 + ựx-2). 

Xét hàm SỐ /(í) = í 3 + í trên □ có /'(f) = 3f 2 +1>0, Vf eẸỊ; nên f(t) đồng 
biến trên Ệ. 

Suy ra: f(^J 4x-4) = /(2 + \Ịx-2) <=> v'4x 4 = 2 + \Ịx-l 

x = 2=>y = 2 


<^>x + 2 + 4a/x-2 = 4x-4<=>4\/x-2 =3x-6 <=> 


34 


34- 


X = —— => 1/ = 

9 ‘ 9 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm hệ là (x; y) = (2; 2); 


34.34 

~9~ ; ~9~ 
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BT 397. Giải phương trình: X 3 + X 2 - 15x + 30 = 4ý27(x +1) (xen) 

Lời giải . Điều kiện: X>-1. 

Ta có: VP M = 4.^3.3.3.(x +1) < 3 + 3 + 3 + x + l = x + 10. 

Mà: VT (t) =x 3 +x 2 -15x + 30 > x + 10 <=>x 3 + x 2 -16x + 20>0 
(x + 5)(x - 2) 2 >0 : luôn đúng với mọi X > — 1. 

Nghiệm của (*) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức xảy ra <=> X = 2. 
Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 2. 
BT 398. Giải phương trình: v2x 3 + V 3 -2x = 3x 2 - 12x + 14 (xen) 


-vv 3 5 

Lời giải . Điều kiện: ^ < X < ^ • 


Ta có: 


• VT W =J 


— + ^Ẹ^l"T ^ + 1 + ^ + 1 =2 

[• VP (t) = 3x 2 - 12x +14 = 3(x - 2) 2 + 2 > 2 


Nghiệm của (*) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức xảy ra <=> X = 1. 
Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 1. 
BT 399. Giải phương trình: \Ỉ7 -X + \jx - 5 = X 2 - 12x + 38 (x e □ ) 

Lời giải . Điều kiện: 5 < X < 7. 


Ta có: ị 


VT W = Ậ7-X). 1 + Ậx-5).1 C T (7 x 2 ) + 1 + = 2 


[. VP (f) = X 2 - 12x + 38 = (x - 6) 2 + 2 > 2 
Nghiệm của (*) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức xảy ra ++ X = 6. 
Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 6. 

BT400. Giải phương trình: sỊĨ- X 2 + \jl + x 2 =2-^— (xen) 


/•ã*> Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 1. 


Tacó: VT (t) = ự(l-x 2 ).l + ự(l + x 2 ).l Ca < hy (1 ệ y+1 + 


1 + 1 


= 2 . 


_ Y 4 

Mặt khác: VP M =2-í-<2. 

(*) 4 


Nghiệm của (*) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức xảy ra ++ X = 0. 
Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 0. 
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BT 401. Giải phương trình: V3x 2 + ÓX + 12 +\l5x 2 + lOx + 9 = 3 - 2x 2 -4x (*) 
>&• Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) -Ẹ(x +1) 2 + 9 + ự5(x +1) 2 + 4 = 5 - 2(x +1) 2 (1) 

_ í- VT m = Mx + 1) 2 + 9 + ự5(x +1) 2 + 4 > y/Ẹ + \/ĩ = 5 


Ta có: 


VT : = 5-2(x + l) 2 <5 


Nghiệm của (1) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức xảy ra <=> X = -1. 
Kết luận: Nghiệm cần tìm của phương trình là X = -1. 


BT402. Giải phương trình: V2-X + ^2 --y =4-1 x + —j (*) (xgũ) 

Lời giải . Điều kiện: —v/ĩ < X < —^ hoặc ~Ỳ < X < \/2. 
f -T- ^ 

(*) <=> (-v/2-X 2 + x) + 2-4 + i =4 (1) 

\ X X 


, Cauchy-Schwarz , , 

• 1 • \2 x' • 1-x < ựl 2 +l 2 -J2-x 2 +x 2 =2 


Ta có: 


I -Ị -1 Cauchy-Schwarz , 

• lj2-4 + l- < ựl 2 +l 2 

V X X 


+ 1 2 ■ \2-X + X = 2 

V X 2 X 2 


1 1 


Cộng lại, suy ra: V 2-X +X + . 2--L- + — <4 nên nghiệm của (1) là các giá 

V X X 


trị làm cho các dấu đẳng thức xảy ra <=> ị I Y ịOX = l 


2-4=^ 

X X 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của phương trình là X = 1. 

BT403. Giải phương trình: X\[x + V 'I 2-x = 2^3(x 2 +1) (*) (x G □ ) 

/ê* Lời giải . Điều kiện: 0 < X < 12. 

Ta có: X• VX i 1 • \ 12-X < yx 2 +1 -yx + 12-x = 2sj3(x 2 +1). 

Do đó nghiệm của phương trình (*) khi các dấu đẳng thức xảy ra 

_ „ ATTT r„..2/ in r* = ° „ n .. 6± *J35 


X v'x < > X' (12 - x) = X <=> 


x - 0 n 6±v> 

„ _ <=> X = 0, X = —- 7 - 

X 2 -12x + l = 0 2 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình là X = 0, X = - ——— ■ 

BT404. Giải phương trình: X i 2\'x i 3 • 4\ 2 X 3v 11 i X 3x (*) (xgũ) 
Lời giải . Điều kiện: -\Ỉ2 < X < \Ỉ2. 
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Cauchy-Schwarz I 

Có: X + 2i/x + 3 + 2y8 -4x 2 < Ạ 2 +2 2 + 2 2 Ạ 2 + (i/x + 3 f • (v<s 4r’ 

Suy ra: X + 2\Ịx + 3 + 4yJĨ - X 2 < 3\fĩl + X - 3x 2 . 

Do đó nghiệm của phương trình (*) khi các dấu đẳng thức xảy ra 

X \[x + 3 \ 8 4.V' 

<»- = ——— = —-— <=>x = l. 


12 2 


Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 1. 
BT405. Giải phương trình: \Ịx 2 + 2x + \2x 1 = \/3x 2 + 4.T +1 (*) (x en ) 


Lời giải . Điều kiện: x - 2 

Ta có: \Ịx 2 +2x + x/2x-l = \fx.\lx + 2 + l.sj2x-l < \Ịx~+ĩ-4x + 2 + 2x -1 
Suy ra: x/x 2 +2x + \2x 1 < x/3x 2 +4x + l. 

Do đó nghiệm của phương trình (*) khi các dấu đẳng thức xảy ra 

\fx 1 / \ 1 + 1 / 5 * 

<5>— f == = — l - <=>x 2x-l =x + 2<^>x = _ • 

ựxTĨ v2x“l y ’ 2 

l + x/5 

Kết luận: So với điều kiện, phương trình đã cho có nghiệm là X = ——— • 


BT 406. Giải phương trình: \/3x 3 + 2x 2 + 2 + x/-3x 3 + X 2 + 2x -1 = 2x 2 + 2x + 2 

TV . _ í3x 3 + 2x 2 + 2>0 

Lời giai. Điêu kiên: ! 

[-3x 3 + X 2 + 2x -1 > 0 

\ IĨẸI7ĨĨ7Ĩ) ? 11(3^12^ + 2) = 3^2^ 

Ta có: < ^ 2 2 . 

/ - - 3 ; 2 ; — Cau * y 1 + (-3x 3 + X 2 + 2x -1) -3x 3 + X 2 + 2x 

ựl.(-3x 3 +x 2 +2x-l) < ---y-- =-y- 

.. r 3 —: 2 “T r—T— r— 7 . 3x í 2x t 3 -3x ' t x ’ t 2x 

Suy ra: V3x + 2x + 2 + \ị-3x + X + 2x -1 <-y-+-y- 

■^x/3x 3 +2x 2 +2 + x/-3x 3 +x 2 +2x-1< 3x 4 ~ 2x + 3 

2 

x/3x 3 + 2x 2 + 2 + x/-3x 3 + X 2 + 2x -1 < + 4x + ~ +1 ) 

2 

'w' \Ị 3 X 2 4- 2x + 2 + V—3x + X + 2x — 1 ^ 2x + 2x + 2 

Do đó nghiệm của phương trình khi các dấu đẳng thức xảy ra X = -1. 

BT 407. Giải phương trình: x/x 2 - 2x + 3 + \Jx 2 + 4x + 6 = x/Ĩ7 (*) (x e □ ) 

/&” Lờ/ giải . Tập xác định: D = □ . 

(*)<>ự(l xỳ I (\ 2) ’ . ytvi 2)’ I (vi) 2 • \T7 (1) 
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Trong mặt phẳng Oxi/, chọn: li = (1 — X)\Ỉ2), V = (x + 2;\Ị2) và u + v = (3}2\Ỉ2). 
Suy ra: u = Ậl-x) 2 I (\ 2)' , V = Ậx + 2) 1 I (\2)’ và u + V = 17. 

Ta có: u + v> u + v <> N (1 x) : ’ I (\2) : ' I v (x I 2) : ’ I (\2) 2 >sỊỸ7 (2) 

Do đó nghiệm của (1) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong (2) xảy ra 

<=> hai vécto ũ, V cùng chiều <=> ——ị = = 1<=>1-X = X + 2<=>X = -^-- 

X • 2 v '2 2 

, 1 
Kết luận: Phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất x = ~2 

BT 408. Giải phuong trình: \ 4.V ! 1 + 2\jx 2 -2x + 2 = V 13 (*) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) «• Ậ2xf + ¥ + Ậ2 - 2 xf +2 2 = -Jĩ3 (1) 

Trong mặt phẳng Oxy, chọn: M = (2x;l), v = (2-2x;2) và u + v = ( 2;3). 

Suy ra: u =Ậ2xý + Ý, V = Ậ2-2xf+2 2 và u ! 0 \2 i 3' - X 13. 

Ta có: u + v> u + V o Ậ2xf +1 2 +Ậ2-2xf+2 2 >y/Ĩ3 (2) 

Do đó nghiệm của (1) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong (2) xảy ra 

- - 2x 2-2x 1 

<=> hai vécto u, V cùng chiều <^> — = —<=>4x = 2-2x<=>x = 2-- 

& 1 2 3 

Kết luận: Phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất là X = T • 

BT 409. Giải phuong trình: \jx 2 + lOx + 74 - Vx 2 - 6x +10 =10 (*) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) «• Ậx + 5) 2 + 7 2 - Ậx - 3) 2 +1 2 = 10 (1) 

Trong mặt phẳng Oxy, chọn: u = (x + 5;7), v = (x-3;l) và u-v = ( 8;6). 

Suy ra: ũ = Ậx + 5) 2 +7 2 , V = yj(x - 3) 2 +1 2 và u-v = 10. 

Ta có: ũ - õ < ũ-ỡ < > x ;(x I 5) 2 I 7 2 -ự(x-3) 2 +l 2 <10 (2) 

Do đó nghiệm của (1) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong (2) xảy ra 

- - x + 5 13 

xx> hai vécto u, V cùng chiều <=> = 7 <=> X = 27- • 

X - 3 3 


Kết luận: Phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất là X = ^- • 

BT 410. Giải phuong trình: 2\Jx 2 - 2x + 2 - \9x' - 6x + 2 = \Jx 2 + 2x + 2 (*) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 
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(*)«. Ậ2x - 2 f + 2 2 - ự(3x - lý + Ý = ự(-x - Tỷ + ĩ (1) 

Trong mặt phẳng Oxy, chọn: u = (2x-2;2), v = (3x-l;l) và u-v = (-x- 1;1). 
Suy ra: u = \ (2.V - 2) 2 + 2 2 , ũ = Ậ3x-1) 2 +1 2 và u — v= Ậ-x - 1) 2 +1 2 . 

Ta có: |u| - |ỡ| < 1« - ữ| <=> Ặ2x - 2) 2 + 2 2 - ^(3x -1) 2 +1 2 < Ậ-x - 1) 2 +1 2 (2) 


Do đó nghiệm của (1) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong (2) xảy ra 
<=> hai vécto u, V cùng chiều <=> - 


3x-l 1 .. _ 

= -<=>x = 0. 


2x-2 2 

Kết luận: Phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất là X = 0. 
BT 411. Giải: Vx 2 - 4x + 8 + sỊÃx 2 +12X + 10 


"411. Giải: \Ịx 2 -4x + 8 + \jểx 2 +12X + 10 + \ 9x ; ’ - 30x + 50 = 10 
<•&» Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*)«. Ậx - 2 ) 2 + 2 2 + ự(2x + 3 ) 2 +1 2 + ự(5 - 3x) 2 + 5 2 = 10 
Chọn: » = (x- 2; 2), u = (2x + 3;l), tf = (5-3x;5) và » + ơ + zc = (6;8). Suy ra: 

= 10 . 


u =Ặx-2f +2 2 , 1 

y = Ậ2x + 3) 2 +1 2 , u 

; = Ặ5 - 3x) 2 + 5 2 và 

U + V + ĨV 

Ta luôn có bất đẳng thưc vécto: 1 

l + V H 

ỈI 

IV 

u + v + w 




ự(x - 2) 2 + 2 2 + Ặ2x + 3) 2 +1 2 + ự(5 - 3x) 2 + 5 2 > 10 (2) 

Do đó nghiệm của (1) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong (2) xảy ra 


<=> hai vécto u, V, w cùng chiều <=> 


x-2 2x + 3 5-3x 


2 1 

Kết luận: Phuong trình đã cho vô nghiệm X e 0. 
BT412. Giải phuong trình: X + s/x-1 = 

/ê* Lời giải . Điều kiện: X>1. 


: hệ vô nghiệm. 


2 -lOx + 16 + 3 (*) (XGŨ) 

JL -1\S t- Lyic-vx myi li ưv 1— JL . 

(*)<=> 1 • 4x^0 +1 ■ (x-3) = ^2x 2 -ĩõx +16 (1) 

Trong mặt phẳng Oxy, chọn: u = (l;l), v = {\Ịx- l;x-3). Suy ra: 

U.V = sỊx-1 + (x - 3) 


■■ẬyỊx-1) 2 +(x-3) 2 =\Ịx 2 -5x + 8, ị 


= \Í2x 2 — lOx +16 


Ta có: u.v < 


o l.-Jx-ĩ + l.(x-3) < ^2x 2 -lOx +16 (2) 

Do đó nghiệm của (1) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong (2) xảy ra 

Ịx > 3 

[x 2 - 7x +10 = 0 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm của phuong trình là X = 5. 


Do đó nghiệm của (1) là các giá trị làm cho dấu đc 
<=> hai vécto u, V cùng chiều <=> \jx-l = X -3 <=> ị 

Ư 

t luận: So vói điều kiện, nghiệm của phuong trình li 


<^>x = 5. 


BT 413. Giải phuong trình: (x - l)yx - 1 + y3 - X = v2.yx - 2x + 2 (*) (x e □ ) 
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Lời giải . Điều kiện: 1 < X < 3. 

Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, chọn: M = (x-l;l), V = (4 X- 1; 43 -x). 

u = Ạx - 1) 2 +1 2 = 4x 2 -2x + 2 ũ.v = (x - 1)4 X -1 + 43 -X 

Suy ra: ị ,—___-__— => ị - - Ị ————— • 

|r \(4x ĩ") • {4ĩ^xY - v2 u-v=4 2 -sỊx -2x + 2 


Ta luôn có: u-v< u -V <=>(x-l)-\[x-ĩ + 43-x < \fĩ ■ v.v’ 2.V i 2 (**) 

Do đó nghiệm của (*) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong (**) xảy ra 


«-■- X — 1 1 1- - 

<=> hai vécto u, V cùng chiều = <=> (x - 1)43 - X 

4x -1 43 - X 


3 - X - vx - 


Jx-1>0 Jx>l X = 1 

j(x-l) 2 (3-x) = x-l |-x 3 +5x 2 -8x + 4 = 0 x = 2 
Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phuung trình là X = 1, X = 2. 

BT 414. Giải phuong trình: (2 - x)4x + 43-2x = 4-x 3 + 7x 2 - 17x +15 (*) 

^ 3 

<•&» Lời giải . Điều kiện: 0 < X < ^ • 

(*)<=>(2-x)• 4x I 1 • V3 2x = 4(3 -x)(x 2 -4x4-5) (1) 

Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, chọn: M = (2-x;l), V = (4x;43-2x). 

u = Ậ2. - x) 2 +1 2 =4x 2 - 4x + 5 M.ũ = (2 - x)4x + 43-2x 

Suy ra: ị _ ,———- — _———— -— • 

V = 4(4xf + (43-2xf =43-x [u-v=4( 3-x)(x -4x + 5) 

Ta luôn có: u-v< u ■ V (2 - x) • 4x +1 • 43 - 2x < s[( 3-x)(x 2 -4x + 5) (2) 
Do đó nghiệm của (1) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong (2) xảy ra 


- - 2-x 

<=> hai vécto u, V cùng chiều <=> — ỵO 

4x 


■ X = 1. 


Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm của phuung trình là X = 1. 

BT415. Giải phuong trình: xa/x + 1 + 43-x = 2 4x 2 + 1 (*) (x G □ ) 

/•&» Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 3. 

Trong mặt phẳng tọa độ Oxy, chọn: M = (x; 1), V (4x I 1; \ 3--x). 


H = vx +: 


Suy ra: 


ỉ/ • V = X\Jx +1 + V 3 - X 


V =4{4x + 1) 2 • (v'3 X) =2 y«|-|u|-2yx 2 +1 

Ta luôn có: M.u <u .V x4x +1 + 43-x < 2 4x 2 + 1 (**) 

Do đó nghiệm của (*) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong (**) xảy ra 
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<=> hai véctơ u, V cùng chiều 


X > 0 


\x > 0 


, = = , ^ <=> X \ 3 -V = ^/x"+ĩ 

\Jx + 1 V 3 — X 


X = 1 
X — 1 4 - 


jx z (3-x) = x + l |x 3 -3x 2 +x + 1 = 0 
Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phuơng trình là X = 1, x = l + \Ịl. 

BT416. Giải: 3x\/5x^6 + \f-ĩx 2 TĨ9x--ĩ2 = n/36x^-2x^2ÕxT6 (*) (xgũ) 
>&• Lời giải . Điều kiện: 2 < X < 4. 

(*) 3x\ 3.V - 6 + ự(4x - 3)(4 - x) = Ậ 4x - 2) • (9x 2 + 4x - 3) (1) 

Trong mặt phẳng tọa độ Oxi/, chọn: M = (3x+4x-3), ũ (\.'3x-6;v4 x). 

r. . f- ,- 



l 

*í =J(3x) 2 +(^4x-3) 2 =^9x 2 +4x-3 

u.v -- 

= 3x^/5x" 

=> ị 


<=> < 




ĩ 

? = Ậ\l5x - 6) 2 + (+ -xf = a/4x - 2 

u. ĩ 

; = ẶÃx 


Ta có: M.U <u .V 3x\f5x - 6 + yjếx - 3.\4 - X < ^/(4x - 2) • (9x 2 + 4x - 3) (2) 

Do đó nghiệm của (1) là các giá trị làm cho dấu đẳng thức trong (2) xảy ra 
<=> hai vécto u, V cùng chiều 
3x Jểx-3 


- 


sị5x - 6 
Í2 < X < 4 




■-X 


k-x =ự(5x-6)(4x-3) 
Í2 < X < 4 


<=>1 ,. . _<=><!, ,_ <=>x = 3. 

[9x 2 (4 - x) = (4x - 3)(5x - 6) [9x 3 -16x 2 -39x + 18 = 0 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phuong trình là X = 3. 

BT 417. Giải phuong trình: ấs[x +1 = X 2 - 5x +14 (*) (x G □ ) 

Lời giải . Điều kiện: X>-1. Có: (*)<=> (x +1 -4%/x +1 + 4) + (x 2 - 6x + 9) = 0 

Ịyfx + ĩ-2 = 0 

|x-3=0 


(\Ịx +1 - 2) 2 + (x - 3) 2 = 0 • 


o x = 3. 


Kết luận: So với điều kiện, phuong trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 3. 
BT 418. Giải phuong trình: X 2 - X + 6 = 4\ 1 - 3x (*) (x G ũ ) 

^ 1 

<•&» Lời giải . Điều kiện: X < T . 


(*)<=> 


+ (x 2 + 2x + l) = 0<^(2-ựl-3x) 2 +(x + l) 2 =0 


4 - 4\/l - 3x + (1 - 3x) 

(2-Vl-3x = 0 
[x + 1 — 0 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phuong trình là X = -1. 


<=> < 


<=> X = —1. 
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BT419. Giải phương trình: X 2 -4\/3x + l + 2 X + 7 = 2xv2 - X (*) (x G □ ) 


Lời giải . Điều kiện: -^<x<2. 


(*) <=> í 


3 

(2-x)~| + p 


X — 2xv 2 — X + (2 — x) + 4 — 4v3x +1 + 


■ (3x + 1) : 


<z>(x-\J2-x) +(2-v3x + l) = 0<tí> 


X - V 2 - X = 0 
2-Ự3X + 1 =0 


<tí>x = 1. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình cần tìm là X = 1. 

BT 420. Giải phương trình: 4x 2 \Jx + 2+ 4\Ì3x - 2=x 4 +7x + 10 (*) ịx e ) 


/ã” Lời giải . Điều kiện: X > ^ • 


(*)<=>" 


X — 2.X .2yx + 2 + 


3 

4(x + 2)~| + 


4 - 2.2. v3x - 2 + (3x - 2) =0 


(3x-2) : 


<=>(x -2Vx + 2) 2 +(2-ự3x-2) z =0» 


X - 2\Ịx + 2=0 
2 v'3-v 2 0 


<=> X = 2. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình cần tìm là X = 2. 

BT421. Giải phương trình: 2x^/x+"3 + \fx = 2x 2 + X + 2 (*) (x G □ ) 

✓â” Lời giải . Điều kiện: x>0. Khi đó: (*) <=> 4xvx + 3 + 2\fx = 4x 2 + 2x + 4 
<=> (x - 2 \fx +1) + (4x 2 - 2.2x\Ịx + 3 + X + 3) = 0 


<=> (yx -1) + (2x - yx + 3) = 0 <=> 


/x -1 = 0 


«• X = 1. 


2x V.v -3 0 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình cần tìm là X = 1. 

BT 422. Giải phương trình: X 4 - 2x 2 \lx 2 - 2x + 16 + 2x 2 - 6x + 20 = 0 (*) 

/&* Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*)<=> X 4 - 2.x 2 .\/x 2 - 2x +16 + (x 2 - 2x +16) +(x 2 -4x + 4) = 0 


<=> (x 2 - vx 2 - 2x +16) 2 + (x - 2) 2 = 0 <=> 


X 2 -yx 2 -2x + 16 =0 
x-2 = 0 


<=>x = 2. 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình cần tìm là X = 2. 

BT 423. Giải phương trình: 4x 2 + \/2x + 3 = 8x +1 (*) (x G □ ) 

^ 3 

Lời giải . Điều kiện: X > -T • 

(*) <=>4x 2 -6x + ^ = (2x + 3)-2-ị-ự2x + 3 + ị<=>Í2x-ịf| =ịsj2x + 3-ị 
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<=> 

2x~- 

= 

*j2x + 3 - — 

<=> 


2 


2 



2x-ị = ^2x + 3-ị 
2 2 


2*-| = ỉ- 
2 2 


<=> 




_ 1 

X > 2- 

2 

2x 2 - 3x -1 = 0 


hoặc 


X < 1 


4x 2 - ĨOx + 1 = 0 


<tí> X = ■ 


+ 3 
3 + sJỸ7 


+ 3 — 2x — 1 


\/2x + 3 2 2.V 


hoặc X = 


5- 


3 Ị Jyy 3_Ị 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm phưong trình là X = -——, X = - 


BT 424. Giải phưong trình: 9x - Ĩ8x = 31 - 12v6x -1 


(*) 


4 

(x eũ ) 


&> Lời giải . Điều kiện: X > -2 • 

(*) <=> 36 - 2.6. \ 6.V 1 + (6x -1) = 9x 2 - 2.3x.2+4^(6- \6.v 1) ’ = (3x - 2 ý 






/ „ 


6 - v 6x -1 = 3x - 2 

6 — y6x — 1 

= |3x — 2| <=> 

,_ <=> 



1 

ƠN 

1 

ƠN 

1 

1—' 

II 

N> 

1 

u> 

H 

1- 


4 6x 1 -8 3x 


5x -1 = 3x + 4 


x>-ị 
3 

9x 2 +18X + 17 = 0 


: vô nghiệm hoặc <=> 


,4 

3 

9x 2 - 54x + 65 = 0 


5 

<=> X = 4 • 

3 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình cần tìm là X = ^ • 

BT 425. Giải phuong trình: (2x + 2)\ 2.v - 1 + X 3 - 9x 2 + 33x - 29 = 0 (*) 


ãr Lời giải . Điều kiện: X > 2- • 

(*) [(2x -1) + 3] \Ị2x -1 + 6x - 2 = (3 - x) 3 

<=> (%/2x - 1) 3 + 3(2x - 1) + 3^2x-1 + 1 = (3 - x) 3 <=> (yỊ2x -1 + 1) 3 =(3-x) 3 

~Jĩx ~ = 2-x<^\ X ~ <^>x = l. 

[x -6x + 5 = 0 

Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm của phuung trình cần tìm là X = 1. 

BT 426. Giải phương trình: 3x\Ị3x + 2 + 14 \ 3.V + 2 = 27x 3 - 162x 2 + 342x -196 

<•&» Lời giải . Điều kiện: X > • Khi đó phuơng trình đã cho: 

(3x + 14)v3x I 2 - 18x - 20 = (3x - 6) 3 
[(3x + 2) +12] ^Í3x + 2 - 18x - 20 = (3x - 6) 3 
^ (ự3x + 2) 3 - 6(3x + 2) + 12ự3x + 2 - 8 = (3x - 6) 3 (ự3x + 2 - 2) 3 = (3x - 6) 3 
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3x - 4 > 0 7 

, _ _ , „<=>X = L-- 

9x 2 -27x + 14 = 0 3 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm của phương trình cần tìm là x = ~ị' 

BT 427. Giải bất phưong trình: (x 2 -4x)^2x 2 -3x-2 >0 (*) (x e ) 

Lời giải. 


2x - 3x - 2 = 0 
(*)<=> Í2x 2 -3x-2>0<=> 
|x 2 -4x>0 


x = -2- V x = 2 I- 

2 X = 2 

, *<“ V X > 2 X < — 2- V X > 4 

2 L 2 

x<0vx>4 


í 2 r 

Kết luận: Tập nghiệm của bất phương trình là X e -co;-2 u |2| u [4; +00) • 

V 2J 


BT 428. Giải bất phương trình: 
Lời giải . 

r —X + X+ 6 — 0 I 


/6 + X - X vỏ + X - X 

2x + 5 X + 4 


(*) (xgD) 


(*)«■ 


-X + X + 6 > 0 
—X — 1 


X = -2 V X = 3 


-2 < X < 3 


.. ->0 x<-4 V -^<X<-1 

L [(x + 4)(2x + 5) Ll 2 

Kết luận: Tập nghiệm của bất phương trình là X e [-2; -l] u |3j ■ 

BT429. Giải bất phương trình: %/2x 2 -lOx +16 - \Ịx -1 < X-3 (*) (xeũ) 

<•&» Lời giải . Điều kiện: X>1. 

, , m —77-77 . „ ị -— Íx-3 + a/x-1>0 

/ . \ . Irs 2 -\ r\ -1 /■ ^ r\ : -I I 


-2 < X < -1 


(*) <^> a/2x 2 - lũx + 16 < X - 3 + yỊx — 1 <7> 


X - 5x + 8 - 2(x - 3) V X - 1 < 0 


x-3+vx-l>0 


X - 3 + V X - 1 > 0 


(x 2 - 6x + 9) - 2(x - 3)\fx - ĩ + (x -1) < 0 Ị(x - 3 - >/x-l) 2 < 0 

/ r „ f „ /-“ „ X — 3 + 'n/x — 1 ^ 0 

x-3+yx-l>0 X - 3 + y X - 1 > 0 ~ 


x-3- sỊx-1 =0 \/x-l =x-3 


<=> j X > 3 

X 2 -7x + 10 = 0 


x-3+yx-l>0 


<=> X = 5. 


Kết luận: So với điều kiện, bất phương trình có nghiệm duy nhất X = 5. 


667 



Tư duy sáng tạo tìm tòi lời giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. LỄ Văn Đoàn 


BT 430. Giải bất phương trình: x + ^ + ^ = > — (*) (x e n ) 

V 3x + 3 - V3 - X X 

r ,. ^ í-1 < X < 3 , Ị- -- 1-- 

& Lời giai. Điều kiên: ị • Khi đó: \ 3.V i 3 ! v3 -V > 0. 

‘ ;.v / 0 

__ (\Ì3x + 3 + \/3-x) 2 _ > 4 ^ 2x + 6 + 2ự(3x + 3)(3-x) > 4 

(^3x + 3 - %/3 —)(sÍ3x + 3 + a/ 3 - x) * 4x X 

• Nếu xe[-l;ũ) thì bất phương trình 2x + 6 + 2yj(3x + 3)(3 - x) < 16 

<=> \l~3x 2 + 6x + 9 < 5 - X <=> 4x 2 - 16x +16 > 0 <=> (x - 2) 2 > 0: luôn đúng. 

• Nếu X e (0; 3 ] thì bất phương trình <=> 2x + 6 + 2Ậ3x + 3)(3 - x) > 16 

yj- 3x 2 + 6x + 9 > 5 - X <tí> 4x 2 - 16x +16 < 0 <íí> (x - 2) 2 < 0 X = 2. 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của bất phương trình là X e [-1; 0 ) u |2 j • 

na; ựx + 24 +sfx 27(12 + x-^x 2 +24x) 

BT 431. Giải bất phương trình: , —-pr < — -—— : - (*) 

Vx + 24-Vx 8(12 ! X ! yx ; ' • 24.V) 


Lờ/ giải . Điều kiện: X > 0. 

. . \/x + 24 4- ^ 27 24 + X — 2-\ix(24 4- x) 4- X 

(*) <=> - --p=. < —- y -- - 

yị X + 24 — ^/x ^ 24 + X + 2<^x(24 + x) + X 

^sỊ ^2Ã + 4ị < 27 ^2A + x -4ịf _ ^8(^24+ x + %/x) 3 < 27(^24+ x-^) 3 
■v/x + 24 - %/x 8 (ự24 + X + yx ) 2 

< > 2(\ 24 í X ỉ vx) < 3(\ 24 + X - v.v) < > 5\/x < V24 I X <=> X < 1. 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của bất phương trình là X e [ũ;l). 


BT 432. 


Giải bất phương trình: 



(*) (x G n) 


<•&» Lời giải . Điều kiện: X > 1. Do 2 vế đều dương nên bình phương thì: 
(*)<=>2x + 2 " ‘ ‘ ‘ 1 ' ‘ - 2 


lĩ n 

/ 

1 'l 

4 

1 2 1 

X 4-— 

X- 

2 


Ị x -4 

V * 7 

V 

X J 

X 

V X 


<=> 


Ựx 6 -1 ^ 2-x 3 .. rj —3 ! 

——— > <=> \Ịx -1 > 2 - X <=> ( 

X X , 

íx < —1 V X>1 ịr<ỉE . 1 - 


X 6 -1 > 0 
2 - X 3 < 0 


2-x 3 >0 


V 


3\2 


X -1>(2-X ) 


<=> • 


\x>y: 


V 


( X < <J2 
ịếx 3 >5 


<=> X > - 


V 3 - < X < \ 2 < > X > 3 - . 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của bất phương trình là X e 


\ 


,5 _ , 
# + ” 


/ 
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BT 433. Giải bất phương trình: \Ịx 2 + 3x + 2 + \lx 2 + 6x + 5 < \/ 2x 2 +9x + 7 (*) 
<•&» Lời giải . Điều kiện: X > -1 hoặc X < -5. 

(*) Ậx + l)(x + 2) + Ậx + l)(x + 5) < ự(x + l)(2x + 7) (1) 

• Nếu X = -1 thì (1) đúng nên X = -1 là một nghiệm của (1). 

• Nếu X > -1, suy ra: X +1 > 0, X + 2 > 0, X + 5 > 0, 2x + 7 > 0. 

(1) \/x + 2 + a/x + 5 ^ >/2x + 7 'w> ^(x + 2)(x + 5) ^ 0 

Íx>-1 Íx>-1 

[(x + 2)(x + 5)<0 [-5<X< -2 & 

• Nếu X < -5, suy ra: X +1 < 0, X + 2 < 0, X + 5 < 0, 2x + 7 < 0. 

(1) yị-x-2 + \l-x-5 < V 2x - 7 <=> J(x + 2)(x + 5) < 0 


X < -5 


X < -5 


«•1, _ <=>x = -5. 

[(x + 2)(x + 5)<0 [-5<x<-2 

Kết luận: Bất phương trình có 2 nghiệm là X = -1, X = -5. 

BT 434. Giải bất phương trình: X - 3\2 x ; ’ + 2x 2 \I 2 -X 2 >0 (*) (x e □ ) 

✓â” Lời giải . Điều kiện: -sỊĨ < X < sỊĨ. 

(*)<=>x>(3-2x 2 )^/2^x 2 "<=>x>^/2--x 2 " (\ ; 2 x’)’ +(l-x 2 ) 

<=>(\ 2- X 2 ) 3 I (1 x’) \2 x ; ’ X < 0 


<=> ( \ 2 - X 2 ) 3 - X 2 a/2 - X 2 t (V 2 X 2 - x) < 0 

< > \ 2 • x’ • (v2 x ) : ’ -X 2 I (\2 X' -x)<0 

<=> sỊĨ- X 2 • (\ 2 - .V -x)• (\ 2 .y' + x) + (\JĨ- X 2 -x) < 0 
<>(\2 x ; ’ x)- \2 .r’(\2 x' I x) I 1 <0 

< > (\ 2 x ; ’ -x) • (3-X 2 + X\2 x ; ) < 0 

< > \ 2 .V’ X '' 0, Ịdơ: 3 X I X\ 2 x ; ’ >0, Vxg -^2; V 2 Ị 


< > \ 2 X < X < > 


2 - X < X X < -1 V X > 1 


<=> X > 1. 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của bất phương trình là X e 1; yỊĨ ■ 


BT 435. Giải bất phương trình: 


(x + 2) 2 

Ì3x + l-ự2x-l) 2 


<x + 8 (*) (reO) 


rò° Lời giải . Điều kiện: x - 2 Suy ra: ^3x + l + \-2x 1 > 0. 
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(*)«■ 


(x + 2) 2 


x+ ỵ^ lx 1) < X + 8 <=> \j6x 2 -x-l<4-2x 


(x + 2) 


<=> ■ 


Ị 4 - 2x > 0 
2x 2 + 15X-17 <0 


1 

^<x<2 

<=>•{? <=>-=-< X<1. 

1 „ 2 
2-<x<l 

2 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của bất phương trình là X e 


ĩ* 


BT 436. Giải bất phương trình: (Vx + 3 - \Ịx - 1) ■ (1 + \lx 2 + 2x - 3) > 4 (*) 

Lời giải . Điều kiện: X>1. Suy ra: 7*+ 3 + 7x-l >0. 

(*)-^ 4, ^ + v/ ~ t 2+ ^ĩ£ ^>4-^1 + Vx 2 +2x-3>Vx + 3 + 7*^1 
7x + 3 + yỊx-l 

<=>l + x 2 +2x-3 + 2\Ịx 2 + 2x-3 >x+3+x-l+ 2Ậx + 3)(x-l) 
<=>x 2 -4>0<=>x<-2 hoặc X>2. 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của bất phương trình là X e [2; + 00 ) • 
BT 437. Giải bất phương trình: (7x 2 + 4 - 7x 2 -1 )(1 + 7x 4 + 3x 2 - 4) > 5 (*) 


Lời giải . Điều kiện: 
(*)<=> 


X -1>0 


Ị x 4 + 3 x2 _ 4 > 0 ^Lxĩl ' Suyra ^ ĩ + ^ r ^ >0 
—' ^ + f* 2 - > 5 1 + 7x 4 + 3x 2 -4 > 7x 2 + 4 + %/x 2 -1 


a/x 2 +4 + 7* 2 -1 
<=> X 4 + 3x 2 - 3 + 2\/x 4 + 3x 2 - 4 > 2x 2 + 3 + 2\/x 4 + 3x - 4 
<=>x 4 +x 2 -6>0<=>x 2 >2<=>x< —72 hoặc X > 72 . 

Kết luận: So điều kiện, tập cần tìm là X e Ị-oo;- 72 ] r72í +00 ị 


BT 438. Giải bất phương trình: —= + y2x +1 > V2x +17 (*) (x e □ ) 

7x 


<•&» Lời giải . Điều kiện: X > 0. Khi đó: (*) <=> -= > 72x +17 - \Ị2x + 1 


7x 


4 

^>m=> 


16 


<=> 


+ 17 + 


+1 > 4 Jx 


7x 72x +17 + \ 2x I 1 
(72x + 17 + 72x +1) 2 > 16x «. 7(2x + 17)(2x +1) > 6x - 9 


<=> • 


í(2x + 17)(2x +1) > 0 


6x - 9 > 0 17 1 

hoặc 1 _ „ <=> X < -2Ị- hoặc -2- < X < 4. 

2x 2 - 9x + 4 < 0 2 2 


[6x-9 < 0 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của bất phương trình là X e (0;4] 
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BT 439. Giải bất phương trình: —— ^ x+ , = + ^ < I —— (*) (x e □ ) 

3x-Jlx 2 +5x + 2 x 


2x 2 + 5x + 2 > 0 


X < -2 


Lời giải . Điều kiện: < X + 0 <=> < X > - ^ (í) 

3x — \Ịĩx 2 + 5x + 2 + 0 x + 0;x + l 

, . _ 6-3x + \2x I 5.V • 2 1 6 1 

(*) <=>- - —I- 1 < _ <=> - < — 

3x - \2x'—5~x~2 x 3x-\jĩỹ + 5x + 2 x 

»-, 6 _ 3 * + ^, + 5 * + 2 <0 (!) 

3x - \|2x 2 + 5x + 2 x x.(3x - y2x 2 + 5x + 2) 


Nếu 3x + y2x 2 + 5x + 2 = 0 <=> y2x 2 + 5x + 2 = -3x <=> 


7x 2 -5x-2 = 0 


2 2 

<=> X = “: thỏa điều kiện (í) và thỏa (1) nên nhận X = -3 • 

7 7 

• Nếu 3x + %/2x 2 + 5x + 2 + 0 <=> X + - 9, thì: 

7 

/1X (3x + \j:2x~ + 5x + 2)” (3x + \j2x 2 + 5x + 2)” 

( 1 ) <=>- , = =- , - < u <=>-- 7 — 7 ——-—— < u 

x.(3x-y2x 2 + 5x + 2)-(3x + y2x 2 + 5x + 2) *-(7* -5x-2) 

Do (3x + \j2x 2 + 5x + 2) 2 >0 nên x.(7x 2 -5x-2)<0<=>x<-ỹ hoặc 0<X<1. 

Kết luận: Tập nghiệm của bất phương trình là xe(-oo;- 2 ]u 2 ; 7 u( 0 ;l)- 

BT 440. Giải bất phương trình: 9x 2 + \l4x - 5 > \[x + 25 (*) (x G □ ) 

ĩ iri ơini DÍpii kiprr r> —• .Siiv ra' \ÍA r — 5 4- \ fr "> n 


/ê* Lời giải . Điều kiện: X > — • Suy ra: v'4x 5 + \Ịx > 0. 


(*) <=>(9x 2 -25) + (n/4x-5 -yfx) >0 <t»(3x-5)-(3x + 5)+ 3x 5 -~ r >0 

v4x - 5 + Jx 


<=> (3x - 5) • 3x + 5 + , -= |>0<=>3x-5>0<^>x>^-- 

V y4x - 5 + yx ) 3 

1 5 

Do lượng: 3x + 5 + 7 - 7 = >0, Vx > -7 • 

yỉĩ^5 + 4^ 4 

, ^ ^ 75 N 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của bất phương trình là X e 7 -; +00 

v3 ) 

BT 441. Giải bất phương trình: Vsx + l + v2x 1 + 3x 3 - 2 > 2x 2 + 3x (*) 


-5 + \fx 
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Lời giải . Điều kiện: 


8x +1 > 0 1 

; _ <=> X > — • 

2x -1 > 0 2 


(*)< >( \ 8x I 1 3) I (\Ị2x -1 -1) + 3x 3 -2x 2 - 3x + 2>0 

8-(^-l) , 2-(x-l) . + ( 3x _2).( x + i)>0 


<=> - 


3x + 1 + 3 


-1 + 1 


<=>(x-l)- 


—— -+ L — + (3x-2)-(x + l) 

ịx + 1 + 3 V 2.X —1 + 1 


>0<=>X>1. 


Do lượng: . 8 -+ , 2 -+ (3x - 2) • (x +1) > 0, Vx > \ ■ 

\ 8.V ! 1 : 3 \Ị2x -1 + 1 2 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của bất phưong trình là X e (1; +00 ) • 
BT 442. Giải bất phương trình: \/3x - 2 + 3x 3 -8x < + -X + 17x 2 -9 (*) 


Lời giải . Điều kiện: 


3x - 2 > 0 2 

_ „ < X < 7. 

7-x > 0 3 


(*) ^> (^3x - 2 - 4) + (1 - ự7 - x) + (3x s - 17x - 8x +12) < 0 

«■ 3 ' ( *~ 6) - + *~ 6 + (x - 6) • (x +1) • (3x - 2) < 0 
•2-4 1 + + -X 


s/ÓX 

<=> (x — 6) • 


. 3 -+-1-+ (x + l)-(3x-2) 

v3x — 2+4 1 + a/7 — X 

3 1 

Do lượng: -+- + (x +1) • (3x - 2) > 0, Vx e 

y3x — 2+4 1 + >/7 — X 


<0<^>x<6. 




Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của bất phưong trình là X e 


ụ 


BT 443. Giải bất phưong trình: 3yỊx 2 +91 < 3\Ịx 2 + 7 + lOx -12 (*) (x e □ ) 

/©* Lời giải . Do 3+ 2 +91 < 3+ 2 +7 nên cần điều kiện: lũx -12 > 0. 

(*)< >(v+ +91-10)-(+ 2 +7 -4) < ^x-10 

x 2 -9 X 2 -9 10 _ wn 

<=> , —- 7 -+ -(x-3)<0 

vx 2 +91+10 vx 2 + 7+ 4 3 


<=> (x-3) 
<=> (x — 3) 


(x + 3)' 


1 _ 1 

yjx~ +91 +10 a/x 2 + 7 + 4 

(x + 3)-(\Ịx 2 + 7 - ^Ịx 2 +91-6) 10 
+x 2 + 91 +10) • (a/x 2 + 7+4) 3 


10 

3 


<0 


<^>x-3>0<^>x>3. 
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Do ta luôn có lượng: 


(x + 3) • (yx 2 + 7 - \Ịx 2 +91-6) 10 


\Ịx 2 + 91 +10) • (yx 2 +7+4) 


-7-<0, Vx>7' 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của bất phưong trình là X e [3;+oo). 


BT 444. Giải bất phưong trình: ^—- .7 — — — > 1 


(*) (xeO) 


x-\íbx- í 


Lời giải . Điều kiện: X > 4. 

Giả sử x-\/5x-4 >0<^>x>ự5x-4 <^>x 2 >5x-4<^(x-l)(x-4)>0, Vx>4. 
Do đó X - %/5x-4 > 0 thì (*)<=> y[x + 2-yỊx-ấ > X - ^5x-4 


<=> -X + \/x + 2 + (V5x - 4 - \Ịx - 4) > 0 

< > (4x + 1) • (4~x - 2) + ' > 0 : luôn đúng Vx > 4. 

V 5x — 4 + V* — 4 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của bất phương trình là X e (4;+oo). 

BT 445. Giải bất phưong trình: X 2 + X - \ 2x 1 < 3 - sjx 3 + X 2 + X + 5 (*) 

<•&» Lời giải . Điều kiện: 2x-l>0<=>x> — • Đặt a = ịỊx 3 + X 2 + X + 5. 

(*) <=> (x 2 + X - 2) + (1 - \. 2x 1) < (2 - \jx 3 + X 2 + X + 5) 

2-(x-l) -x 3 -x 2 -x + 3 

<^(x-\)-(x + 2)~ ——J=== < — 

1 + V2x -1 4 + 2rt + a 

2-(x-l) (x-l)-(x 2 +2x + 3) _ - 

l + ^2^ĩ (rt + 1) 2 +3 


<=> (x — 1)• x + 2-- ( ; v ' % ' ị <0^X<1. 

L 1 ! V2x 1 (fl + l) 2 + 3 J 

Do ta luôn có: Vx > \ thì X + 2 + ——3 > 2 >-p— 

2 (a • 1) I 3 1 Ị v2.v 


2 (rt + ip+3 1 + V2X-1 

, ^ ; r 1 " 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của bất phưong trình là X e 2.; 1 • 

BT 446. Giải bất phưong trình: (x + 2)Vx + l > 27x 3 - 27x 2 + 12x - 2 (*) 

<•&» Lời giải . Điều kiện: X>-1. 

(*) <=>(3x-1) 3 + 3x-1 < (^/x+ĩ) 3 + s[x + ĩ <=> /(3x-1) < /(-v/x + 1). 

Xét hàm SỐ /(í) = í 3 + í trên □ có f\t) = 3t 2 +1>0, Ví eũ nên /(í) đồng 
biến trên □ . 

Suy ra: /(3x -1) < f(sỊx + ĩ) <=> 3x -1 < ựx + 1 

Íx + 1>0 , w í3x-1 >0 „ , 7 

<=> ị _ _ _ hoặc <7 - _ <=>-l<x<7‘ 

3x -1 < 0 9x 2 - 7x < 0 9 
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Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của bất phương trình là 


X e 




BT 447. Giải bất phưcmg trình: (2\/x -1 + 3\Ịx + 6)(x - 1) > X + 6 (*) (xen) 

/&• Lời giải . Điều kiện: X>1. Do X = 1 không thỏa (*) nên xét X>1. 

(*) <=>2^/x^ĩ+ 3^/x + 6 > . 

X — 1 

Xét f(x) = 2\fx -1 + 3\fx + 6 trên (l;+oo) có /'(x) =-p=h=+ —-==> 0, Vx>l. 

Vx-1 sịx + 6 

Do đó hàm SỐ f(x) luôn đồng biến trên khoảng (1; +oo). 

Xét hàm SỐ g(x) = - + f trên (l;+oo) có: g'(x) = ~-— -<0, Vx>l. 

X — 1 (x-1) 

Do đó hàm SỐ g(x) luôn nghịch biến trên nửa khoảng (l;+oo). 

Nếu X < 2 <=> ^ g <=> /(*) < 8 < g(x)«. f (x) < g(x ): vô nghiệm. 

Nếu X > 2 <=> p 8 <=> /(x) > 8 > g(x) <=> /(x) > g(x): luôn có nghiệm. 

;g(x)</(2) = 8 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của bất phương trình là X e (2;+oo). 

BT448. Giải bất phương trình: %/x-l + Vx 2 - 5x + 6 < sỊÃĩâ +llx-6 (*) 


Lời giải . Điều kiện: X>1. 

(*) <^> X - 1 + X 2 + 5x + 6 + 2Ậx - l)(x + 2)(x + 3) < 4x 2 + llx - 6 
<=> 2Ậx-l)(x + 3) • \[x + 2 < 3x 2 + 5x -11 

<=> 2\Ịx 2 + 2x - 3 • yjx + 2 < 3.(x 2 + 2x - 3) - (x + 2) (**) 


Chia 2 vế của (**) cho lượng X + 2 > 0, ta được: 

.... - lx 2 +2x-3 - X 2 + 2x - 3 1 - X 2 + 2x - 3 _ |x 2 +2x-3 ... - 

(**) <=> 2. —-2-— <3--2--lo3-—2;-2,——1-1 >0 

Y x + 2 x + 2 x + 2 ^ x+2 


<^> 


X +2x-3 


X 4- 2 


>1<=>x+2x-3>x + 2<=>x+x-5>0<=> 


x< 

X > 


l-v'6 
1 I x6 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của bất phương trình là X G (1 + \6; ì-/.). 
BT 449. Giải bất phương trình: \J 4x 2 +13x -173 + 6\lx - 3 > V2x 2 - X - 1 (*) 


/&■ Lời giải . Điều kiện: X > 


-13 


(*)«. \Ị4x 2 + 13x-173 > n/2x 2 -x- 1 -óựx-5 (1) 
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Nhận xét 42x 2 -x-l - 6^/x^5 = 2a ' 2 ~ 37x+ 179 > 0. Vx> ^ 293 J — • 

V 2x 2 - X- 1+ 6\Ịx- 5 8 

Do đó (1) <=> 4x 2 + 13x - 173 > 2x 2 -X-1 + 36(x - 5) - 12 ự(2x+ l)(x- l)(x- 5) 

«■ 2x 2 - 22x + 8 + 12 Ậ2x+ l)(x- 5).^T"Ĩ>0 

<=> 2x 2 - 9x - 5 + 12 s/lx 2 - 9x- 5.^ - 13(x - 1) > 0 (2) 

Đặt \Ịlx 2 - 9x- 5 = a; yjx- 1 =b (a>0;b>0) thì 
(2) ữ 2 + 12 ab - 13 b 2 > 0 o (fl - b)(a + 136) > 0 <=> fl > b 

<=> y/2x 2 - 9x- 5 > \/x- ĩ <=> X 2 - 5x - 2 > 0 <=> X > 3 + y 33 V X < -—X 

2 2 

_ . .. . _ _ K+ ./33 g 

Kết luận: Kết hợp điều kiện ta có tập nghiệm s = g v —; + ¥ ị 

% 2 0 

BT 450. Giải bất phương trình: \J4x' - X -12 > y/x 3 -1 + \/x 3 - X - 6 (*) 


Ĩ4x 3 - X- 12>0 j(2x- 3)(2x 2 + 3x+ 4)>0 

Lời giải . Điều kiện: 1 X > 1 <=>1X>1 <=>x>2. 

Ịx 3 - X- 6>0 |(x- 2 )(x 2 +2x+3)>0 

(*) <=> 4x 3 - X - 12 > X 3 - X - 6 + 2 Ậx- l)(x 2 + x+l)(x- 2)(x 2 +2x+3) 

«■ 2x 3 - 5 >2ẬX- l)(x 2 + 2x+ 3.ẬX- 2)(x 2 +x+l) 

<=> X 3 + X 2 + X - 3 - 2 yỊx 3 + x 2 + X- 3.\Ịx 3 - X 2 - X- 2 + X 3 - X 2 - 2 > 0 
<=> (\Ịx 3 + x 2 + X- 3- %/x 3 - X 2 - X- 2) 2 >0 
<=> \Ịx 3 + X 2 + X- 3 1 •s/x 3 - X 2 - X- 2 

<íí>x 3 + x 2 + x- 3^x 3 -x 2 -x-2<^> 2x 2 + 2x -1^0: luôn đúng Vx > 2. 

Kết luận: Bất phương trình đã cho có nghiệm X > 2. 

BT 451. Giải bất phương trình: 2(x +1) < 3y'x -1 + %/4x 2 + 9x + 3 (*) (x e □ ) 


<•&» Lời giải 1 . Điều kiện: X > 1. 

(*)<=> 2(x + l)-3sjx^l<^4(x 2 + 2x+ ĩj+ X- ĩ (1) 

Đặt X +1 = fl, 'Jx-Ĩ = b, (a> 0; 6>0) 

Ễfl<36 êfl<36 

(1) <=> 2fl - 36 < -Ịĩĩr^b 2 <=> 12fl > 36 <=> 12ff > 3b 

14fl 2 - 12fl6 + 9 b 2 < 4a 2 + b 2 16(26 - 3fl) < 0 


Xét các trường hợp xảy ra sau: 

• 2a < 36 <=> 2x + 2 < 3 \Ịx- 1 <=> 4x 2 + 8x + 4 < 9x - 9 <=> 4x 2 - X + 13 < 0 vô nghiệm 

12fl > 36 12x + 2 > 3-v/x - 1 

• ỉ „ <=> 1 . <=> X = 1. 

f6= 0 |x=l 
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ị2a>3b Ì2x+2>2^n Ì4x 2 -x+13>0 

• 1 2 £ Ị ' _2 o ỉ 2 ^ _ <=> X e □. 

\2b<3a |3x+3>3mSTT |9x 2 +14x+13>0 

Kết luận: So với hợp điều kiện, tập nghiệm bất phuơng trình là s = [l;+oo). 


<•&» Lời giải 2 . Điều kiện: X > 1. 

(*)^2(x + l)-3ựĩn<Ạ(x 2 + 2x+ 1)+ X- 1 (1) 

Nhận xét: 2(x + 1) -3-Jx- 1 = — — ~2 ỵt > 0 Vx > 1. 

2(x+ 1)+ 3^/x^l 

Đặt X + 1 =a; yỊx- 1 = b (a > 0; b > 0; 2a > 3b) thì (1) trở thành 

(1) «. 2a - 3b < yịểa 2 + b 2 <^> 4 a 2 - 12 ab + 9b 2 < 4 a 2 + b 2 b(2b - 3a) < 0 




ị>= 0 

£ 

Ề>a>2b> 0 


Xét các khả năng: 

• Truờng hợp 1. Nếu b = 0 <=> \fx~- 1 = 0 <=> X = 1. 

• Truờng hợp 2. Nếu 3a>2b>0 hiển nhiên do 3a>2a>3b> 2b. 

Kết luận: So với hợp điều kiện, tập nghiệm bất phuơng trình là s = [l;+oo). 


BT 452. Giải bất phuong trình: £ x + — < 1 (*) (x e □ ) 

y2(x 2 - 5x + 9) -1 

|x>0 

Lời giải 1 . Điều kiện: 1 X 2 - 5x+9>0 <=>x>0. 

12(x 2 - 5x+ 9)*1 

, ,--- 2x 2 - 1f)x+17 

Nhận xét rằng: J2(x 2 - 5x+ 9) - 1 = , -> 0, Vx G □. 

v ự2(x 2 - 5x+ 9) + 1 

Bất phuong trình đã cho tuơng đuơng với 

(*) <=> 2 - X + yỊx < x 2(x ; ’ - 3x • 9) - 1 <=> 3 - X + %/x < ^2(x 2 - 5x + 9) 

<=> 3 - X + \/x < ^2(x 2 - 6x + 9 + x) 

Đặt 3 -x = a; «Jx = b (b > 0) ta thu được a + b < yịĩ(a 2 + ỉr) (1) 

Chú ý rằng Vfl e □; Ỉ7 e □ ta có: (a-b) 2 > 0 <=> 2fffc <a 2 + b 2 

<=> fl 2 + 2ab + b 2 <2(a 2 + b 2 ) <=> (fl + b) 2 < 2(a 2 + b 2 ) => a + b < \a + b\ < \ 2(<; ’ + b 2 ) 

Do đó (1) nghiệm đúng với Vfl e R;b> 0. 

Kết luận: Tập nghiệm của bất phưong trình là s = [0;+oo). 

<•&» Lời giải 2 . Điều kiện: X > 0; X 2 - 5x + 9 > 0; 2(x 2 - 5x + 9) 1 <=> X > 0. 

20 'o 9 

Nhận xét: 2(x 2 - 5x + 9) - 1 = 2x 2 - lOx + 17 = 2|t- + I > 0 Vx e R. 
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Suy ra: ^2(x 2 - 5x + 9) - 1 > 0. 

(*) <=> 2 - X + v 2(.r' - 5x + 9) - 1 «. 3 - X + sfx < p(x 2 - 5x+9) (1) 
Dễ thấy (1) thỏa mãn với X = 0. 

3 I gg Ộq 

Xét trường hợp X > 0 ta có (1) <=> -7= - 4x + 1 < 2Cx - 5 + — ± 

yx V 8 X0 

3 9 

Đặt -2= - VX = í h — + X = t 2 + 6, ta thu được: 

yx X 


ệ< - 1 ệ< - 1 

—- ệ ệ #< - 1 

f + l < ự2(í 2 + 1) <=> |f>- 1 o |t>- 1 °i> 1 oteD ' 

|f 2 +2f+l<2f 2 +2 |(f- 1) 2 >0 

Kết luận: Tập nghiệm của bất phương trình là s = [0;+ooJ. 

BT453. Giải bất phương trình: yjx-l + \Ịx 2 + X + 5 < \Ị2x 2 +4x + 8 (*) (x e□ ) 
Lời giải 1 . Điều kiện: X > 1. 

(*) <=> sfx~- 1 + \jx 2 + X + 5 < v 2(x- l)+2(x 2 +x+5) . 

Đặt yỊx- 1 = a; sỊx 2 + x+ 5 = b (a > 0; b > 0) ta được: 
a + b< \ 2a ' + 2b 2 <=> a 2 + 2ab + b 2 < 2á 1 + 2 b 2 <=> (a - b) 2 > 0: luôn đúng. 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của bất phương trình là s = [l;+oo). 

✓â” Lời giải 2 . Điều kiện: X > 1. 

(*) <=> \fx~- 1 + 'Ịx 2 + x+ 5 < v 2(x- 1)+2(x 2 +x+5) 


Y_ 1 I Y_ 1 

- - +1< 2.—————+ 2 .Đặt 

X +x +5 V X + x+ 5 


,7' 1 = t ạ> 0 ) 

X + X + 5 


Suy ra: t + 1 < \fĩ í 2 + 2 <=> f 2 + 2í + 1 < 2f 2 + 2 <=> (í - l ) 2 > 0: luôn đúng. 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của bất phương trình là s = [l;+oo). 

Lời giải 3 . Điều kiện: X > 1. 

Áp dụng bất đẳng thức Bunyakovsky (Cauchy - Schwarz), ta có 
(aJx- 1+ yjx 2 + x+ 5 ) 2 = (Wx- l.\Ịx 2 + x+ 5 ) 2 < (l 2 + l 2 )(x - 1 + X 2 + X + 5) 
= 2x 2 + 4x + 8 => \Ịx- 1 + \jx 2 + X + 5 < sjx- 1 + \Jx 2 + x+ 5 < ^/2x 2 + 4x + 8 . 
Như vậy (*) hiển nhiên đúng với mọi giá trị X thuộc tập xác định. 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của bất phương trình là s = [l;+oo). 


BT 454. Giải bất phương trình: 


/ó(x 2 - 2x + 4) - 2x 2 


(*) (xgD) 
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x>0 

rêr Lời giải 1 . Điều kiện: 1 X 2 - 2x+4>0 <=>x>0. 

Ị ^6(x 2 - 2x + 4) * 2x 


Với X 3 0, suy ra: ^6(x 2 - 2x+ 4) - 2x= 3) + 6 => Q' „ x 3 0 

sj6(x 2 - 2x+4)+2x 

(*)ù 2(7x- 2)>ựó(x 2 - 2x+ 4)- 2x ^>2x-A + 2-Jx > v 6(x ; '- 2x+4) 

<=> 2(x - 2) + 2 4x > ự6(x- 2) 2 + 12x (1) 

Đặt X - 1 = u; yỊx = V thu được 2 u + 2v > \ ò;í' • 12r 

t í/ + u > 0 t ỉ< + ỉ> > 0 f ỉí + u > 0 

(1) ủ 1 - „ _ _-.„<=>! ' 

J4í< + 8«Ư+4u >6w + 12ơ |(w- 2ĩ>) <0 |H= 2u 


<=> u = 2v (u > 0, V > 0) : 


|x- 


2= 2ựx \{sfx- 1) 2 = 3 

< ^ > 1 < t-^ > 1 

|x>2 |x > 2 


ịu= 2v 

ịu>0 

<=> sfx = n/3 +1<íí>x = 4 + 2n/3 . 

Kết luận: Bất phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 4 + 2 73 


✓â” Lời giải 2 . Điều kiện: X > 0. 

Nhận xét: với X > 0 => ^6(x 2 - 2x+4)= 74x 2 +2(x- 3) 2 +6 > 74x 2 = 2|x|= 2x 
Suy ra: \ 6(x' - 2x + 4) - 2x > 0. 

(*)ù 2(7x3T)>ự6(x 2 - 2x+ 4) - 2x<=> 2x -4 + 2 yfx > ựó(x 2 - 2x+4) (1) 


Xét X = 0 không thỏa mãn bất phương trình (1). 

Xét trường hợp X > 0 ta có (1) <=> 2 Ẹjx - -i§+ 2 > . 6&C- 2+ —± (2) 

6 VX0 ỵ K X0 

Đặt \fx — J= = t => í 2 + — - 4; (2) trở thành: 2t + 2 > Jj6(t 2 + 2) 

7x X 


ì2f + 2>0 Ií >- 1 ìf >- 1 

° f4í 2 + 8í+ 4>6 í 2 + 12^ J2(f- 2) 2 <0 |(f- 2) 2 =0^ t = 2 


ịt> 0 


x>z |x> 2 

,4 ,.<^1.9 

X + — -4=4 í " 


1 n V—7-* 1 

Ịí 2 =4 1 

uận: Bất phi 
BT 455. Giải bất phương trình: 


<=>x= 4+ 2-73. 


ị X - 8x + 4 = 0 

Kết luận: Bất phương trình đã cho có nghiệm duy nhất X = 4 + 2 73 . 

6-X + 2 7x 


>1 


3 - v3x 2 - 14x + 27 


(ieO) 


ìx>0 

/&■ Lời giải . Điều kiện: 1 r 

|3- 7: 


\x - 14x+ 27 ^0 
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* 70 , 32 


Nhận xét 3 - \Ị3x - 14x + 27 = 3- ^3|x- <3- < 0 . 

Bất phương trình đã cho tương đương với 

6-X + 2sfx >3 - ^3x 2 - 14x+ 27 <=>3-x + 2 sỊx > -ự3(x 2 - 6x + 9) + 4x (1) 

Đặt 3 - X = u; 2 sỊx = V (v > 0) ta có (1) <=> u + V > \f3tr + V 2 
ịu + v>0 ịu+ v>0 

I u 2 + V 2 + 2uv > 3u 2 + V 2 1 u(u - v) < 0 

Xét các khả năng xảy ra: 

ịu+ v>0 ì 3- x+2yỊx>0 IX- 2 4x- 3<0 \*Jx<3 


• ì M > 0 <=> ỉ 3 - X > 0 


<=> ỉx<3 




3- X < 2\ X 


:+ 2sfx - 3 > 0 ýx> 1 


u+v> 0 1:3- X- 2\X>0 ::X- 2sfx- 3 < 0 \\4x<3 

• ịu< 0 OỈ3-X<0 <=>|x>3 <=>ỉx>3 (Hệ vô nghiệm). 


Ị3- x> 2\X |x + 2y[x- 3<0 \s[x<l 
Kết luận: Bất phương trình đã cho có nghiệm s = [l; 3] • 


BT 456. Giải bất phương trình: 


'"V — 1 + yX +1—5 

2\l5x 2 - 2x + 6 - 5 


<1 (*) (ieD) 


Lời giải . Điều kiện: 1 2 <=> X > ^ . 

I 2a/5x 2 - 2x + 6 ^ 5 

Do đó: Vx > J => (2x - l)(10x + 1) > 0 <=> 10x 2 - 8 x - 1 > 0 

Suy ra: 4.(5x 2 - 2x + 6) > 25 => 2 y/ẽx 2 - 2x+ 6 > 5. 

(*) <=> 3 y/2x - 1 + \/x 2 + 1 - 5 < 2y5x ; ’ - 2x + 6 - 5 

^3-v/2+T+ựx 2 +l<2ự5(x z + 1)- (2x- 1) (1) 

Đặt sỊ2x- 1 = V, \Ịx 2 + 1 = M (u >0}V> 0) thì: 

(1) Ù u + 3v < 2 %/5ií 2 - V 2 OM 2 + 6hơ+ 9ơ 2 <4(5m 2 - ơ 2 ) <=> 19w 2 - 6wơ - 13ơ 2 > 0 
<=> (u - ơ)(19w + 13ĩ>) > 0 <=> w > V b X 2 - 2x + 2 > 0 <=> X e □. 

Kết luận: Kết hợp tất cả các trường hợp ta thu được nghiệm s = ể-; +¥ ±. 


BT 457. Giải bất phương trình: 


X — l-h2.yX +X + 3 — 6 
n/ĨĨx 2 + 5x + 35 - 6 


>1 (*) (xgD) 
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Sà- Lời giải . Điều kiện: X > ^ X 


Nhận xét: llx 2 + 5x + 35 > 36 => \Ịllx 2 + 5x + 35 - 6 > 0 V > \ X 

3 

(*) \)3x- 1 + 2\Jx 2 + x+ 3 - 6 > \Ịĩĩx 2 + 5x+ 35-6 

<=> -J3x^l + 2\jx 2 + X + 3 > ựll(x 2 +x+3)- 2(3 x- 1) (1) 

Đặt sj3x- 1 = a; ^x 2 + x+ 3 = b, (a > 0; b > 0) ta thu đuợc 

(1) Ù a + 2b > Vll b 2 - 2a 2 oa 2 + Aab + 4 b 2 > 11 b 2 - 2a 2 «. 3 a 2 + 4ab -7b 2 < 0 

<=> (a - b)(3a + 7b) < 0 <=ĩ> a < b <=> yj3x- 1 < \Ịx 2 + x+ 3 <=> X 2 - 2x + 4 > 0: Vx. 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của bất phuơng trình là s = +T ±. 

§3 0 

BT458. Giải bất phương trình: + ịx ~ 5 +2 ^~ 4~ 10 > 1 (x G D ) 

Vx 3 +4x 2 -6x-4-10 


Lời giải 1 . Điều kiện: 


: X 3 + 4x - 5 > 0 ì X > 1 

' X 3 + 4x 2 - 6x - 4*10»1X*4<=>X>4. 
|x>4 |x>4 


Xét hàm SỐ /(x) = X 3 + 4x 2 - 6x - 4; trên (4; +go) có f'(x) = 3x 2 + 8x - 6 > 0, 
Vx >4. 


Suy ra hàm số liên tục, đồng biến trên miền (4; +co). 

Do đó/(x) > Minf(x) =/(4) = 100 => <JĨ(xj> 10. 

xì ( 4 ; +¥ ) 

Với điều kiện X > 4, bất phương trình đã cho tương đương với 

\Ịx 3 +4x- 5+2s!x- 4- 10>ựx 3 + 4x 2 - 6 x- 4- 10 

<=> \Ịx 3 + 4x- 5 + 2 a/x- 4 > *Jx 3 + 4x 2 - 6x- 4 

<=> X 3 + 4x - 5 + 4x - 16 + 4ự(x- l)(x 2 + x+5)(x- 4) > X 3 + 4x 2 - 6x -4 

<=> 4x 2 - 2x + 17 < 4 ự(x- l)(x- 4)(x 2 +x+5) 

<=> 3(x 2 - 5x + 4) + X 2 + X + 5 < 4 - 5x+4.^x 2 +x+5 

- X 2 - 5x + 4 . ^ . fx 2 - 5x+ 4 

<=> 3. ^——— + 1 < 4 / ———— 
x+x+5 V X + x + 5 

Đặt J x ~ 5x + ĩ = t (t > 0) thu được 3f 2 + 1 < 4í <=> (í - l)(3f -1) < 0 
V X + x+ 5 

1 <Í<1< ^1 < |x 2 - 5x+4 < |x 2 +x+5<9(x 2 - 5x+ 4) 

3 _ _ 3~]Ịx 2 +x+5~ ị X 2 - 5x + 4 < X 2 + X + 5 
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_ Í>^±Ấ 

ì 8x 2 - 46x + 29 > 0 ẹ 8 

<=>L_ * «•§ , 

ị6x>- 1 ị 23 -_ị 

8 8 


Kết luận: So với điều kiện ta thu đuợc tập hợp nghiệm s = 


23+ 4297 


ịx*+4x- 5>0 ìx>l 

Lời giải 2 . Điều kiện 1 X 3 + 4x 2 - 6x- 4 + 10 oịx + ẩ <=> X > 4. 


Khi đó, ta có: X 3 + 4x 2 -6x -4 = (x - 4)(x 2 + 8x) + 26x - 4 > 26.4 -4 = 100 
Suy ra: \Ịx 3 + 4x 2 - 6x- 4 - 10 > 0. 

Bất phuơng trình đã cho trở thành 

^/x 3 "+4x^ _ 5+2^/x> - 4- 10>ựx 3 + 4x 2 - 6 x- 4- 10 
<=> \Ịx 3 + 4x- 5 + 2sfx~- 4 > \Ịx 3 + 4x 2 - 6 x- 4 

<=> X 3 + 4x - 5 + 4x - 16 + 4 Ậx- l)(x 2 + x+5)(x- 4) > X 3 + 4x 2 - 6x - 4 
<=> 4x 2 - 2x + 17 < 4 Ậx- l)(x- 4 )(x 2 +x+5) 

<=> 3(x 2 - 5x + 4) + X 2 + X + 5 < 4 - 5x+ 4.ựx 2 + x+ 5 (1) 

Đặt \Ịx 2 - 5x+ 4 = u; sịx 2 + x+ 5 = V (u >0;v> 0) ta có 


u 2 - V 2 9u 2 - V 2 


(1) Ù 3 u 2 + V 2 < 4uv <=> (u - v)(3u - v) < 0 <=> — ——■-g— -^ 0 

u + V 3u + V 


<=> (u 2 - v 2 )(9u 2 - V 2 ) < 0 <=> (6x + l)(8x 2 - 46x + 29) > 0 <=> X > 


23+ \ 297 


Kết luận: So với điều kiện ta thu đuợc tập hợp nghiệm s = 


23+ 4297 


BT 459. Giải bất phuong trình: 


1 + sỊx 

X + ylx~ + X + 1 


ịl+ v< 0 

í 

<=> 1 u+ V > 0 


I u+v>0 

ịi + v< 0 I V = 0 

? * 

<=> i H + u > 0 <=> lí + z> < 0 . 


' +3v 2 >u 2 +2uv+V 2 ịv(v- u)>0 ịu+v >0 


(x eũ ) 


/©* Lời giải . Điều kiện: X > 0. 

(*)<=> 1 + 4x<x+ ựx 2 + x+ 1 <=> 1 - X + yfx <Ặ 1- x) 2 + 3x 
Đặt 1 - X = u; sỊx =v(v> 0) thì (**) <^> u + v< sỊũ 2 + 3v 2 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


ĨU+v>0 |l- x+\fx>0 

■ Nếu: \ _ ^>x = 0. 

ĩ&=0 1 V.v 0 

• Nếu: u + v<0<^> 1 _ <=> \Jx > ———- 

|x >0 


_^3 + Vỉ 

< > .V 5- — _ 

2 2 


. T4 , ĨU+ v>0 ịl- x+ 4x>0 \x- y£x- 1 < 0 ^ 3“ \Ỉ5 

■ Nếu: I _ <=>1 _ <=>1 11 <=>0<x<— ~r— x 

ịv>u x>ựx \x+ sỊx- 1<0 2 

. . ... é 3 _ ./ẼTụ, ( 22 + /5 o 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm là s = ©; —— ụfe I———; +¥ ± 

e 2 u e 2 0 

BT460. Giải bất phuơng trình: ^ v ị 1 1 Ị fA ~~ " lll. ——— < 1 (*) (x G ũ) 

y X 3 + 8 x 2 + 2x - 27 - 4 


X >4 

Lời giải . Điều kiện: ỉ X 3 + 2x- 3 > 0 

|x 3 + 8x 2 + 2x- 27>0 


ị(x- 2 )(x+ 2)>0 
<=> !(x- l)(x 2 +x+3)>0<=>x>2. 
Ịx 3 + 8x 2 + 2x- 27 >0 


Nhận xét X 3 + 8 x 2 + 2x -27 = x(x - 2)(x + 10) + 22x -27 > 22.3 - 27 = 17 
Suy ra: sjx 3 + 8 x 2 + 2x- 27 > sJĨ7 > 4. Do đó: 

(*)ữ 2 \Ịx 2 - 4+^x 3 +2x- 3 < ý.Y' • 2x- 3+8(x 2 - 4) (1) 

Đặt sỊx 2 - 4= u; + 2x- 3 = V (u >0}V> 0) thì: 


(1) Ù 2 u + V < \l8u 2 + V 2 <=> 4 u 2 + 4 UV+ V 2 < 8 u 2 + V 2 <=> 4 u(u - u) > 0 <=> f ; 0 X 

§/ > 

= 2 

• Nếu: w=0<^>x 2 =4<^>§ 

ị -2 

• Nếu: «>u<^Wx 2 - 4>ựx 3 +2x- 3 <^>x 3 - x 2 +2x+1 >0 
<=> x(x 2 - X + 2) + 1 > 0: luôn đúng với mọi X 3 2. 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm là s = |2;+¥ )x 

BT 461. Giải bất phuong trình: 7 === X J -Ề.—- > 1 (*) (x e □) 

ựllx 2 +5x + 35-6 ' ' 


<•&» Lời giải . Điều kiện: X > 


1 


— X 

3 


Nhận xét: llx 2 + 5x + 35 > 36 => sEÃx 2 + 5x+ 35 - 6 > 0 V > ịx 

3 

(*) *j3x- 1 + 2 \jx 2 + X + 3 - 6 > ựllx 2 + 5x+ 35 — 6 

<=> yj3x - 1 + 2\fx 2 + X + 3 > Ạl(x 2 +x+ 3)- 2(3x- 1) . 
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Đặt yj3x- 1 = a; *Jx 2 + x+ 3 = b, (a > 0; b > 0) ta thu được 

a + 2b> \llb - la 2 <=> a 2 + 4ab + 4b 2 > 11 b 2 - 2a 2 «. 3 a 2 + 4ab -7b 2 <0 

<=> (ữ - b)(3a + 7b) <0 <=> a<b <=> yj3x- 1 < ^/x 2 + x+ 3 <=> X 2 - 2x + 4 > 0: Vx. 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của bất phương trình là s = 


1 

—; +00 
3 


BT462. Giải bất phương trình: sỊx 3 + 2.X-3 + 2(x + 1) < \/5x 5 + 4x 2 +18x-11. 

<=> X > ĩ. 


_ , . A ìx 3 + 2x- 3>0 
rò* Lời giải. Điêu kiên: 1 

|5x 3 + 4x 2 + 18x- 11>0 


Bất phương trình đã cho tương đương với 

ựx 3 + 2x- 3+ 2(x+ l)< v '3(r i • 2x- 3)+ 4(x 2 + 2x+ 1) 

Đặt ựx 3 + 2x- 3 = u; x+ 1= V (u > 0; V > 0) thu được 
u+ 2v< sỊ5u 2 + 4v 2 <=> M 2 + 4uv + 4v 2 < 5 ú 1 + 4v 2 o u(u - v) > 0 


Với: u = 0 <=> X 3 + 2x - 3 = 0 <=> X = 1. 


• Với: u>v<^> ^x 3 + 2x- 3 > x+ x+ 1 <=> X 3 + 2x - 3 > X 2 + 2x + 1 
<=> X 3 - X 2 - 4 > 0 <=> (x - 2)(x 2 + x + 2)>0<=>x>2. 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm là s = {l}È ỳ.;+ ¥ )x 

BT463. Giải bất phương trình: sỊx + 2 + \Ịx 3 +X-2 < \/3x :ỉ + 4x-4 (x G□ ) 

ìX + 2>0 |x>- 2 

rà* Lời giải . Điều kiện: 1 X 3 + X - 2>0 <=>l(x- l)(x 2 + x+ 2)>0<=>X>1. 

|3x 3 +4x- 4>0 |3x 3 +4x- 4>0 

Bất phương trình đã cho tương đương với -Jx+ 2 + \Ịx 3 + X- 2 > ^3(x 3 + X- 2)+ x+ 2 

Đặt y/x + 2= a; ^/x 3 + X- 2 = b (a > 0; b > 0) ta thu được 

a + b> -v/3 £Z 2 + ỉ > 2 <íí> « 2 + 2aZ? + b 2 >3a 2 + b 2 <tí> a(a - b) < 0 <=> a <b 
<=>x + 2<x 3 + x- 2<=>x 3 >4<=>x> ^/4. 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm là s = Ệ/ĩ; +¥ ). 

BT 464. Giải bất phương trình: \Ịx 2 -X + \Ịx - 2 < \Ỉ5x 2 - 6 x + 2 (*) (x e □ ) 


Lời giải 1 . Điều kiện: X > 2. 

(*)ữ V* 2 - x+ n/x^~2<75(x 2 - x)- (x- 2)ol + 5- 4^- (1) 

Đặt ^-= t (í >0) ta thì (l)ũ l + í< V5- í 2 <=>f 2 + 2f + l<5-f 2 
Vx - X 

<=>f 2 + t- 2<0 <=>(f - l)(f + 2) < 0 <=> í < 1<=> X - 2 < X 2 - X <=> X 2 + 2 > 0: luôn đúng. 
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Kết luận: Tập nghiệm củabất phương trình là s = ^; + ¥ )x 
Lời giải 2 . Điều kiện: X > 2. 

(*) Ù X 2 - 2 + 2 sỊõ? - 3x 2 + 2x < 5x 2 - 6x+ 2 <=> yịx 3 - 3x 2 + 2x < 3x 2 - 3x + 2 
<=> X 3 - 3x 2 + 2x < 4x 4 + 8x 2 + 4 - 12x(x 2 + 1) + 9x 2 
<=> 4x 4 - 13x 3 + 20x 2 - 14x + 4 > 0 <=> 4x 4 - 14x 3 + 20x 2 - 14x + 4 + X > 0. 
Nhận thấy: 4x 4 - 14x 3 + 20x 2 - 14x + 4 + X > 0 = 2(x 2 - 2x + l)(2x 2 - 3x + 2) + X 
= 2(x - l) 2 (2x 2 -3x + 2) + x>0 = 2(x 2 - 2x + l)(2x 2 - 3x + 2) + X 
= 2(x - l) 2 (2x 2 - 3x + 2) + X > 0, Vx > 2. 

Kết luận: Tập nghiệm củabất phương trình là s = £2; + ¥ )x 


ửì< 3b 

I 

«■ I a>3b ■ 
ịb(a- b)> 0 


BT465. Giải bất phương trình: X- 3\Ịx + 2 < \Ịx 2 +7x + 4 (*) (xeũ) 

Lời giải . Điều kiện: X > 0. 

(*)ủ X + 2 - 3 A,/x < ^/x ĩ ^-~4x+ _ 4-^3x <=> X + 2 - 3 < Ặx-^2f^-~3x (1) 

Đặt X + 2 = a; \Ịx = b (a > 0; b > 0) ta thu được: 

ệỉ< 3 b 

r- -— f 

(l)ủ a-3b< + 3b 2 <=> I a > 3b 

I a 2 - ốab + 9b 2 < a 2 + 3b 2 

• Với: a<3b<^x-3\fx +2<0<^(\fx- l)(\fx- 2)<0 <5-1 <sỊx 

. ^À a - 3b ^ì ỵ - 3^+2>0 _ _ n 

• Với: 1 , „ <=>ỉ _ <=>x = 0. 

ịb= 0 ịx= 0 

„ T ,. ĩa>3b ì a- 3s[x + 2 > 0 %Ịx >2 éc >4 

. Với: 2. ofr- »5 .ỷ 

ịa- b> 0 ịx- yỊx+2>0 |/x < 1 §^1 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm là s = íị);+¥ )x 

BT 466. Giải bất phương trình: V3x 2 -12x + 5 < \Jx 3 -1 + \lx 2 - 2x (*) (x G □ ) 


ỉ 3x^ - 12x+ 5 >0 


<=> X > 2. 


<•&» Lời giải . Điều kiện: ỉ X > 1 

Ịx(x- 2)>0 

(*) Ù 3x 2 - 12x + 5 < X 3 + X 2 - 2x - 1 + 2 Ậx- l)(x 2 + x+l)x(x- 2) 
<=> X 3 - 2x 2 +10x- 6+ 2ẬX- l)(x- 2).Ự(x 2 + x+ 1)x >0 


<=> (x 3 + x 2 + x)- 3(x 2 - 3x+2)+2^Ịx 2 - 3x+2.ựx 3 + X 2 + X >0 
<=>1-3.- 


X 2 - 3x + 2 


X 3 + X 2 + X 


+ 2 


X - 3x + 2 


X 3 + X 2 + X 


>0 


(1) 


Đặt 


X 2 - 3x + 2 . _ 1 

= t (í >0) thì (1)»1 -3t 2 + 2t>0o - ^<Í<1 


X 3 + X 2 + X 
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Suy ra: t < 1 <=> X 2 - 3% + 2 < X 3 + X 2 + X <=> X 3 + 4x + 2 > 0: luôn đúng " X 3 2. 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của bất phuơng trình là s= ị?;+¥ )x 

BT467. Giải bất phuơng trình: 5 yfx - 5 + 3\ 2x’ -x-1 7 > 4Vx 2 -1 (*) 

<•&» LM giải . Điều kiện: X 3 5. 

(*)ù Vl8x 2 - 9x- 153 3 4>/x 2 - ĩ- 5ựx- 5 (1) 

, . rj 7 r —16x 2 - 25x+ 109 ^ _ ,, , _ _ 

Ta có: 4yx - 1- 5yx- 5= — ỷ= — > 0. X 3 5. Do đó: 

4yx 2 - 1+ 5yx- 5 

(l)ủ 18x 2 - 9x- 153 3 16x 2 - 16X+ 25- 125- 20ự(x+ l).(x- l).(x- 5) 

Ù X 2 - 17x- 6+10.ự(x+l).(x- l).(x- 5) 3 0 
Ù (x 2 - 6x+ 5)+ 10 .\jx+ ĩ.\[ĩâ- 6x+ 5- 11.(x+ l) 3 0 

ử 6x ; 5 + ioxỷ- 6 -\ +5 - II 3 où ỵ - ỊẸ 53 1 

X +1 V x+1 V x+1 

ù X 2 - 6x+ 5= x+ lù X 2 - 7x + 4 3 où X 3 7 ' ú x£ — y^ x 

2 2 

, ^ ^ §7+ ^33 9 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm là s = I — ; + ¥ 4> 

I 2 0 

BT468. Giải bất phuong trình: 3\ 81x ; + 4 > 27x 2 + 42x + 6 (*) (xgũ) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Có 81x 4 + 4 = 81X 4 + 36x 2 + 4 - 36x 2 = (9x 2 + 2) 2 - (6x) 2 = (9x 2 - 6x + 2)(9x 2 + 6x + 2). 
(*) Ù 3 ^/9?^"l^x+T.^/9?Tl^x+"2 >5 (9x 2 + 6x + 2) - 2(9x 2 + 6x + 2) 

Đặt \ 9x' + 6x + 2 = u; sj9x 2 - 6x+ 2 = ơ (u > 0; V > 0) quy về 

3uv > 5u 2 - 2v 2 <=> u(5u + 2v) - v(5u + 2v) <0 <^> (u-v)(5u + 2v) < 0 <=> u < V 

<•> \9x - 6.V - 2 < \9x - 6x+ 2 <^>9x 2 + 6x+ 2 <9x- 6x+2<=>x<0 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của bất phuơng trình là s = (- ¥ ; où* 

BT 469. Giải bất phuong trình: 4x 2 - 25x +14 < 3Vx 3 -31x + 30 (*) (x G □ ) 

/ê* Lời giải . Điều kiện: X 3 - 31x + 30 > 0 <=> (x - l)(x - 5)(x + 6) > 0 

X > 5 

<=> 

-6 < X < 1 

(*)ủ 4(x 2 - 6x + 5) - (x + 6) < 3 Ậx 2 - 6x + 5)(x + 6) 

<=> 4(x 2 - 6x + 5) - (x + 6) < 3 ^x 2 - 6x + 5.yjx + 6 (1) 

Đặt \/x 2 - 6x + 5 = a; \Ịx + 6 = b (a > 0; b > 0) ta có 
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(1) <=> 4 a 2 -b 2 < 3ab <=> (fl - b)(4a + b) < 0 <=> 


4fl + b = 0 


Với: 4fl + b = 0<=>fl = ỉ? = 0<=> 


X - 6 x + 5 = 0 

X + 6 = 0 


ị X = -5 (Hệ vô nghiệm). 


\x = -6 


• Với: rt<ỉ><=>x 2 - 6 x + 5<x + 6<^>x 2 -7x-l<0<^> 


7 - V 53_7 i V 53 


; 1 u 5; 


Kết luận: So với điều kiện ta có tập nghiệm là s = 


BT 470. Giải bất phương trình: y2(4x 2 -X - 6 ) -y2x-3 <V2x 2 +X-1 (*) 


7-yf53 _ 


8x - 2x -12 > 0 


<•&» LM giải . Điều kiện: j x - 2 


<í>x> 

2 


2x 2 +X-1>0 


(*) 8 x 2 - 2x - 12 < 2x 2 + X - 1 + 2x - 3 + 2 J(2x - l)(x + l)(2x - 3) 


<=> 6x 2 - 5x - 8 < 2 v2x -Ĩ.\j2x - X - 3 

<=>3(2x 2 - x-3)-(2x-1)<2\/2x-1.n/2x 2 - x-3 ( 

Đặt sỊĩõc-ĩ = u; \Ịlx 2 - x-3 = u (u >0;v> 0). Khi đó: 

(1) Ù 3v 2 -u 2 < 2 uv <=> (v - u)(3v + u) < 0 <=> V < u 

<=> sỊĩĩc 2 -x-3 < ự2x-l <=> 2x 2 - 3x - 2 < 0 <=> - ỉ < X < 2. 

, ^ [3 

Kết luận: So với điều kiện ta thu đuợc tập nghiệm là s = V; 2 • 

BT 471. Giải bất phuơng trình: \ix 4 +x 2 +1 + -Jx(x 2 - x + 1) < J^— - (*) 
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<=> 


1 1 

XA --—h 

X 1 


x + 


X 


2 2 2 C auc ty 

1 -< X + — và đặt y = x + — > 2. Khi đó: 

1 X ‘ X 

XA - 

X 


v V 1 ~V- y ” Ỵ~y vàdo 2 vếdươn § khiV y^ 2: 


<=> 1 - — < y 2 - ly y- — A-y- — o y 2 - 2 y y-—+y- 1 > 0 và chia cho y : 

y ' ỵ y ' y ' V y 

\ 2 



f 0 


1 1 

( 

1 

<=> 


-2 

(1/-— + 1> 0 <=> 


}/-- 


1 J/y 

Ị 

1 y 

0 

y 


> 0 : luôn đúng. 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của bất phương trình là: X e ( 0; + 00 ). 


BT472. Giải bất phương trình: 8 x - 8 x +3 <8xv2x -3x + l (*) (xeD) 
<•&» Lờj giải . Điều kiện: 2x 2 -3x + l>0<=>x<^ hoặc X > 1. 


Đặt í = 2\Í2x 2 -3x + 1 >0, suy ra: f 2 =8x 2 -12x + 4. 

Xét phương trình: 8 x 2 - 8 x + 3 = SxsỊĩx 2 -3x + l (1) 

(1) <=> t 2 - 4xf+ 4x-l = 0 có A' = (2x-l) 2 , suy ra: t = 4x-l hoặc t = 1. 
Do đó (1) <=>(í-l)-(í-4x + l) = 0 hay (*)<^>(f-l)-(f-4x + l)<0 


■' 2 - 3x +1 -1) 
Đặt: f(x) = 


- 3x +1 - 4x +1) < 0 


2 -3x + l - 4x + l. 

3±Jc 


-3x + l -1 và g(x) = 
f(x) = 0<=> Is/ĩx 2 -3x +1 = 1 4.(2x 2 -3x + l) = l<=>x = 

4x -1 > 0 


4 

SỈ7- 1 


p(x) =0 <=>2\/2x -3x + l =4x-l<=>/_ „ _ _<^>x = 

ổ ì 8 x 2 + 4x - 3 = 0 4 


X 

3-73 77 1 1 , 3 + 73 

—00 --— —- — 1 --— +00 

4 4 2 4 

f(x) 

+ 0 - 

/ //A 

- 0 + 

g(x) 

+ + 0 - 

V//; 

- 

f(x)-g(x) 

+ 0 - 0 + 


+ 0 - 


Dựa vào bảng xét dấu => X e 


u 


3 + - 


-;+00 


là tập nghiệm. 


Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của bâìt phương trình là: =>.re 


3-Vã .77-1 

. / . 


u 


3+S 


;+co 


BT473. Giải bất phương trình: (2x + l)7x +1 > X 2 + 2x -1 (*) (xen) 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


rà* Lời giải . Điều kiện: X>-1. 

(*) <=> [2.(x +1) - 1 ] \fx + ĩ > (x +1) 2 - 2 (1) 

Đặt t = \Ịx + 1 >0, suy ra: x + l = f 2 . Khi đó: (1) <=>(2f 2 -l)-í > f 4 -2 
^t i -2t 3 + t-2<0^(t + ĩ)-(t-2)-(t 2 -t + l)<0^t<2. 

Suy ra: sịx + 1 <2<=>x + l<4<=>x<3. 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm của bất phuơng trình là X e [-1; 3 ] • 

BT 474. Tìm tham SỐ m để: tn\Ịx 2 -2x + 2= x + 2 (*) có 2 nghiệm phân biệt ? 



Kết luận: Từ bảng biến thiên, suy ra: m e (1; yĩõ). 

BT 475. Tìm m để phuơng trình m\jx 2 + 2 =x + m (*) có 3 nghiệm phân biệt ? 



Kết luận: Dựa vào bảng biến thiên, suy ra: m s ( \ 2; v2) là giá trị cần tìm. 
BT 476. Tìm tham số m để phuong trình: 2x +1 = ni\lx 2 +1 (*) có nghiệm ? 
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Xét hàm SỐ f(x) = 1 trên □ có f'(x) = . = = r = 0 <=> X = 2. 

^/7Tĩ Ậ77ĩf 

Ta có: 

lim f(x) = -2 . 
lim f(x) = 2 . 

/(2) = 75. 

Kết luận: Để phương trình có nghiệm OXẼ ị-2; yỊE ~ị. 

BT 477. Tìm m để phương trình: \Ịx 2 + mx + 2 =2x + l (*) có hai nghiệm ? 



1 2 
Lời giải . Điều kiện: X > - ^. Khi đó: (l) <=> X 2 + mx + 2 = (2x +1] 


<=> 3x 2 +4x-l = mxo3x + 4- — = m (do X = 0 thì (*) vô nghiệm) 

X 7 

Xéthàmsố /(x) = 3x + 4-— trên D= -ỉ ;+00 |\|o| có /'(x) = 3 + >0. 

X 2 y X 



BT478. Tìm tham SỐ m để phương trình: v'2x • v'2x ! 2v6 X i 2\6 .V m 
(*) có đúng hai nghiệm thực phân biệt ? 


<•&» Lời giải . 

• Xét hàm SỐ f(x) \ 2x i \ ; 2x I 2\6 XI 2\ 6 X trên đoạn [0;6] có: 



g(x) > 0, Vxe(0;6) 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. LỄ Văn Đoàn 


1 1 

• Cho /'(x) = 0<=>-j==- — = 0<=>2x = 6-x<=>x = 2■ 

^/ 2x %/6 - X 


Dấu của f'(x) chính là dấu của -jL= — „ * do g(x) > 0. 

\Ị2x %/6-x 



• Dựa vào bảng biến thiên => m e 2\6 ! 2\4S; 3\ 2 I (ì) thì phuơng trình 
đã cho có hai nghiệm thực phân biệt. 


BT479. Tìm tham số m để phuong trình: %/x 4 - 13x + m + x- 1 = 0 có nghiệm 
thực duy nhất ? 

✓â” Lời giải . Điều kiện: X < 1. Khi đó: (*) <=> \/x 4 - 13x + m = 1 - X 
<=> X 4 - 13x + m = (1 - x ) 4 <=> 4x 3 - 6 x 2 - 9x = 1 - m. 

• Xét hàm SỐ f(x) = 4x 3 -6x 2 -9x trên (- 00 ;l] có: /'(x) = 12x 2 -12x-9 . 


Cho /'(x) = 0<^>12x 2 -12x-9 = 0<t^x = -^ V x = ^ (loại). 

1 n 

X -00 - — 1 +00 



J w 5 

• Dựa vào bảng biến thiên => m < -11 hoặc m = thì phuơng trình đã cho 


có nghiệm duy nhất. 

BT 480. Chúng minh rằng với mọi giá trị duong của tham số rn, phương 
trình sau có hai nghiệm thực phân biệt: X 2 + 2x - 8 = Jm(x - 2) ? 

/è" Lời giải . Do m > 0 nên cần điều kiện là x-2>0<=>x>2. Khi đó: 
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(*)<=> (x 2 + 2x-8) = m[x- 2) <=>(x-2) 2 (x + 4) 2 =m(x-2) 

r 2 1 x = 2 

<=>(x-2) (x-2)(x + 4 ) -m =0 o 2 . 

v 'L v A ’ J |_m = (x-2)(x + 4) (l) 


• Đến đây, yêu cầu bài toán <=> chứng minh (1) có đúng 1 nghiệm 
X > 2, \/m > 0 . 

• Xét /(x) = (x-2)(x + 4) 2 trên (2;+oo) có: /'(x) = 3x 2 +12x>0,Vx>2. 



• Từ bảng biến thiên, chúng tỏ rằng với m > 0 thì (1) luôn có đúng một 
nghiệm X > 2, nghĩa là phuơng trình đã cho có đúng hai nghiệm phân biệt 
(' đpcm ). 


BT 481. Tìm m để phuong trình: \jx 2 + X + 1 - \Jx 2 - X + 1 = m có nghiệm thực ? 
✓â” Lời giải . Xét hàm số /(x) = \Jx 2 + X + 1 - %/x 2 - X +1 trên □ có: 



/'(x) = 0 


<=> (2x +l) sfĩâ — X +1 = (2x -1 



í(2x + l)(2x-l)>0 

|(2x +l) 2 (x 2 -X +1 j = (2x -l) 2 (x 2 -X +l) 


vô nghiệm. 


• Ta có: lim f(x) = lim-——-= -1 và limy = l. 

^ ^ựx 2 +x + l +ựx 2 -x + l ^ 


• Bảng biến thiên 



X 

—00 


+00 

/’W 

+ 

/(x) 

-1 


- 1 


• Dựa vào bảng biến thiên => m e (-1; l). 


BT 482. Tìm tham số rn để: \Jx 2 +2x + 4 - \fx +1 =m có đúng một nghiệm ? 
Lời giải . Điều kiện: X > -1. 
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Xét hàm SỐ /(x) = \Ịx 2 + 2x + 4 - \jx +1 trên [-1; + 00 ) 

f'(x) = — , = + = = - }-— . Vì: X 2 + 2x + 4 = (x + l) 2 + 3>(x + l) 2 

u 2ệs+2x + 4f ^ y 

Nên — . = + i = <— ■ A + ^ = / =>/'(x)<0,Vxe(-l;+oo). 

2^|(x 2 +2x + 4) 3 2^(x + l) 6 2 x^+1 

• Ta có: /(-l) = ^3 và lim/(xì = limí-s/x 2 + 2x + 4 -•v/x + l'1 

' 2 X —>+co X / X—H-co y Ị 


X + 2 x + 4— 


Ị^x 2 +2x + 4 + yỊx + 1 IỊ-n/x 2 +2x + 4 + X + lj 
• Bảng biến thiên 



BT 483. Tìm tham SỐ m để: ( m - 2) (1 + \lx 2 +1) = X 2 - m có nghiệm thực ? 


Lời giải . Đặt: t = yỊx 2 +1 > 1. 

(*)<=>(m-2)(l + í) = í 2 -l-m om = t + j^, (f>l) (l) 

• Xéthàm số fịt) = t+ trên Ị"l;+oo) có f'(t) = l -~— . 

y> í + 2 L ; y) (f + 2) 2 


«/'(*) = 


í + 4í + 3 

w 


>0, Vf>l =>/(f) đồng biến trên [l; +00). 


• Để (*) có nghiệm +í> (l j có nghiệm trên [l;+oo) <=> m > / (l) <=> m > 
BT 484. Tìm rn để: \Ịx 2 - 4x + 5 = m + 4x - X 2 có đúng 2 nghiệm dương ? 


/&• Lời giải . 
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Nhận thấy với mỗi í e Ị 1; \/o j thì ( * ) có hai nghiệm X > 0. 

(*)<=> f 2 +í-5 = m (l) và yêu cầu <=> tìm m để (l) có nghiệm t e ịl;\Ỉ5 j. 
• Xét hàm SỐ /(í) = í 2 +í - 5 trên Ị1; \õ Ị có /'(f) = 2f + 1 > 0, Ví e ị 1; \ 5 ) . 
=> /(í) đồng biến trên Ị 1 ; V 5 ) • 


• Bảng biến thiên 


• Ta có: lim/(í) = -3 và lim/(f) = %/5. 

X->^ỊE~ 

• Dựa vào bảng biến thiên => rn e ị-3; \/xj thì thỏa yêu cầu bài toán. 

BT485. Tìm tham số m để: 6 + x + 2^|(4-x)(2x-2) = ?«+4(%/4-x + yịlx-ì 
có nghiệm thực ? 

✓â” Lời giải. Điều kiên: 1 < X <4. Đăt t = yỉĩ-x + \ 2x 2 vói X s [l;4]. 


„ , ..-Islĩ^x-lĩx^ĩ 

la CÓ: r =- ■—- . 


Cho 1 ' = 0 <=> X = 3 . 


V///////ÀS/ ỵ ỵ////////Á 

Dựa vào bảng biến thiên => tập giá trị của t là í e \ 3;3 . 

(*) <=> t 2 -4í + 4 = m (l). Yêu cầu bài toán <=> (l) có nghiệm t e \Ỉ3}3 . 

• Xét hàm SỐ /(í) = f 2 -4f + 4 trên đoạn %/3;3^ có /'(í) = 2f-4. 


Cho /'(í) = 0<=>í = 2. 
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• Dựa vào bảng biến thiên => m e [ũ; 1 ] thì thỏa yêu cầu bài toán. 

BT486. Tìm m để: 2(.v I \4 -V ) X\fi -X 2 + 2- 3 m = 0 có đúng hai nghiệm 
thực phân biệt ? 

<•&» Lời giải . Điều kiện: -2 < X < 2 . 

• Đặt: t = X + ^4-x 2 => t' = ^7 X = 0 <=> sỊể-x 2 =x < > X \ 2 . 

^4-x 2 


Bảng biến thiên 



+ 4f + 8 = 67«, ( 1 ). 

• Từ bảng biến thiên, nhận thây rằng: 

ứng vói t = 2\ỊĨ thì phuơng trình t=x + ^4-x 2 cho 1 nghiệm X. 
ứng vói mỗi fe[-2;2) thì phương trình t = x + 7 4- X 2 cho 1 nghiệm X. 

ứng vói mỗi t eị2;2\[2.^ thì phuơng trình / X I v : 4 -V ; ’ cho 2 nghiệm X. 

• Xéthàm số/(f) = -f 2 +4f + 8trên [- 2;2\^] có/'(f)=-2f+4=>/'(f) = 0<=>f = 2. 



Phuơng trình có 2 nghiệm phân biệt khi 


í>m = 2 
ẳv 2 = 6 m 


ệ 

Ù i n = 

ê 

ận = 
è 


4yỊĨ 

3 

2 


BT487. Tìm tham số m để: \[x + y/4-x -yjm + 4x-x 2 = 0 có nghiệm thực ? 
Lời giải . Điều kiện: 0 < X< 4. Khi đó: (*) <=> \fx + yỊÃ-x = \fm + 4x-X 2 


694 



khangvietbook.com.vn - ĐT: (08) 3910 3821 - 0903 906 848 



Dựa vào bảng biến thiên => tập giá trị của t là í e [ũ; 2] . 

(1) <=>-t 2 +2t + 4 = m . Xét hàm số /(f) = -f 2 +2í+ 4 trên đoạn [0;2] có: 
/'(í) = -2í + 2.Cho /'(f) = 0<=>f = 1. 



• Dựa vào bảng biến thiên => rn e (4; 5) thì thỏa yêu cầu bài toán. 


BT 488. Tìm tham số rn để: 3 \Jx - ĩ + ni\jx +1 = IsỊx 2 -1 có nghiệm thực ? 
✓â” Lời giải . Điều kiện: X > 1. Khi đó: 3.1——^ + m = 2B— —Y (1) 

Y X “t" 1 ỵ X “t" 1 

• Đặt: t = 4 — — \ = .41-=> 0 < í < 1 và (1 )<=>m = -3 í 2 + 2f. 

Vx+1 V Z+1 v ' 


• Xét hàm SỐ /(í) = -3f 2 +2í trên [ũ;l) có f'(t) = -6t + 2 . Cho f'(t) = 0 
1 

<=> f = — và có lim f Íí) = -1. 
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BT 489. Tìm tham số m để m(\l 1 + x 2 -yJĨ-xF + 2) = \Ịĩ - X 4 + sj 1 + x 2 - \Ịĩ -X 2 
có nghiệm thực ? 

Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 1. Đặt: t = Ậ+x 2 - \Jl-x 2 => 2\/l-x 4 =2- í 2 


t' = x 


1 | 1 

\ỊĨ + X 2 \Jl-X 2 

• .. .1 




. Cho t' = 0<=>x = 0 . 


Bảng biến thiên 


X 

—00 

-1 


0 1 

+00 

t’ 

Y///Á 


- 

0 + 

y/////ỵỵ/ i 

t 

m 

f§ 

n/2^^ 




Dựa vào bảng biến thiên => tập giá trị của t là í e 


0 ; \ 2 


(*) <=> m ịt + 2) = 2 -1 2 +1 Cí> m = 


-t 2 + t + 2 
t + 2 


, te 


0; V 2 


/'( 0 = 


-r -4f 


= 0 <=> í = 0 


Xét hàm SỐ /(f) = 


-t 2 +t + 2 
7+2 


trên 


0 ; \ 2 


CÓ . 


t 

—00 

0 

~JĨ +00 

/'(') 


- 


/(0 



V2-1 



r ^ ^ ^ ^ s f f f J ^ " //////// 

• Dựa vào bảng biến thiên => JM e v2 -1; 1 . 

BT 49Ỡ. Tìm tham số m để: |l + x| + (4 - m) |x -1| = (m - l)Vx 2 -1 có nghiệm ? 
/ê* Lời giải . 

< _Ị 

• Điều kiện: I x| > 1 . Do X = 1 thì (*) vô nghiệm nên ta xét 1 (a ) 

+ = + + 4_m = 0 í 1 ) 

• Đặt: t = J—J'(t - 0/ t +l). Khi đó: (l) <=> m = - ~Y~ ■ 

M YẢị-Uầm aX f(A-t + t + 4 ■ * rn. I^h\ íil nA- f’(A-t +21-3 


1 + X 



+ 4-r, 

X -1 



|x + 1 

t: í = , 



V X — 1 


Xét hàm số f{t) = — T~T~ trên [0;+oo)\Ịlj có: /'(t) = +3 

f+ ( f + l) 


Cho /'(í) = 0 <=> 


f = 1 
t = -3 


(loại) và lim f(t) = lim 

í—»-K» ' ' t— H-00 


í 2 + Í + 4 




■ = + 00 . 
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BT 491. Tìm rn để: 2 mx = 2x 2 - 3\J2x + 4x 3 +1 có hai nghiệm phân biệt ? 
Lời giải . Điều kiện: X > 0. Do X = 0 không là nghiệm nên xét X > 0. 
Chia hai vế cho 2x 2 +1 > 0, ta được: 

(•)« (2* 1 +1) - 3^ỊĨĨ7T) = 2mx o 1 - 3^2. = (1) 



(l) <=> 1 — 3í = mt 2 = m, ( 2 ) 


(do t = 0 không là nghiệm). 


L 1 

Nhận thấy úng với môi te 0; -J= 

V V 2 _ 


cho ta hai nghiệm của X. 



BT 492. Tìm tham số m để: m(x + 4 )\jx 2 + 2 = 5x 2 + 8x + 24 có nghiệm ? 

Lời giải . 

(*) <íí> (x + 4 ) \Ịx 2 + 2 = (x + 4) 2 + 4Ịx 2 + 2 ). Do X = -4 không là nghiệm của 
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- T/íS. Lê Văn Đoàn 

• Đặt: t = 

x + 4 c ót'- 

2-4x _ 

1 

0 <=> X = -7 và lim í = ±1. 

2 X —>±00 

*Jx 2 +2 

(x 2 +2)ựx 2 +2 

X 

—00 

-4 i 

2 

+00 

t' 

+ 

+ 0 

- 




_ 




* 1 

t 

-1 

^0 



Dựa vào bảng biến thiên => tập giá trị của t là t e (-1; 3 ] \ Ịo|. 

( 1 ) <=> m = t + y , ( 2 ). Để ( 1 ) có nghiệm <=> ( 2 ) có nghiệm t e (-1; 3 ] \ Ịo|. 

• Xét hàm SỐ /(í) = t + y trên t e (-1;3] \ Ịo| có f'{t)= t 4 =0 <=> í = 2. 



• Dựa vào bảng biến thiên => m e (- 00 ; -5] u [4; + 00 ) thỏa yêu cầu bài toán. 


BT 493. Tìm tham SỐ rn để: 3x 2 + 2x + 3 = m(x + \)\jx 2 + I có nghiệm? 

/&• Lòi giải . Ta có: (*) <tí>(x + l) 2 + 2(x 2 + 1 ) = 7«(x + l)^x 2 +1 ( 1 ). 

Do X = —1 không là nghiệm của ( 1 ) nên: (1) <•> ; 2. x ' ' m (2 

Vx 2 +1 * + l 

T + 1 1 — Y T + 1 

• Đặt: í -> /' , 0 -> .V 1 và lim ■ =±l. 

slx 2 +1 ~ ±co V * 2 +1 
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1 +00 

0 - Dựa vào bảng biến 

^2 thiên b tập giá trị 

! íe(-1;>/2]\{0}- 


(2)<=>m = f + y, (3). Để (2) có nghiệm <=>(3) có nghiệm Ví e \ ỊoỊ. 

• Xéthàm số/(f) = f + y trên (-1; A^)\ {0} có/'(f) = ^-7^<0, Vf eỊ- 1 ;^ \|oỊ. 

• Ta có: lim /(í) =-3, lim/(í) = —00, lim/ (í) =+00 và bảng biến thiên là 

í-»-r w í->cr v 7 f->0 + v 7 

^ 1—00 -1 0 -v/2 +00 


1 —00 —1 
7 vr^m 


• Dựa vào bảng biến thiên => m < -3 V m > 2\ỊĨ. 

BT 494. Tìm tham số m để phưong trình: I Ox 2 + 8x + 4 = m ( 2x +1) \jx 2 +1 có 
đúng hai nghiệm thực phân biệt ? 

✓â” Lời giải . Ta có: (*) <=> m (2x + 1 ) ^/x 2 +ĩ = 2(2x +1) 2 + 2 [x 2 + 1 ) ( 1 ) 


Do x = -\ không là nghiệm nên ( 1 ) <=> m = 2.-4=== + 2. ——-Ậ ( 2 ) 

2 5 5 ' ’ ,/777 2x + l v ; 


2x + l 2-X ,• 2x + l 

• Đặt: t = , => f = , - = 0 => X = 2 và lim - D — = ±2 . 

Vx 2 +1 L 2 +i) 3 i ^ ĩ "Jx 2 +i 


• Dựa vào bảng biến thiên, ta lại có: 
ứng vói í = V 5 thì phưong trình í = , 


Dựa vào bảng biến thiên 
b tập giá trị 

— t ĩ (- 2 ;n/?Ì { 0 }. 

2 Khi đó: 

( 2 ) ủ m= 2t+ y, ( 3 ) 


cho một nghiệm X. 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. LỄ Văn Đoàn 


ứng với mỗi t e (-2; 2 ) thì phương trình t = -j= = cho một nghiệm X. 

vr +1 

ứng với mỗi te 2; \/5 1 thì phương trình t = ■ cho hai nghiệm X. 
L ’ Tr+1 

• Xét hàm SỐ /(f) = 2f+ |=>/'(f) = ^f^ =>/'(f) = 0 <=>f = ±1. 



Ị I2 x á- 

• Dựa vào bảng biên thiên => m e (-5; -4) u (4; 5) V 1 7—y thỏa yêu cầu bài toán. 

ỉ 5 I 

BT495. Tìm m để: (4 m-3)yfx + 3 + (3 m- 4 yỊĩ^x + m —1 = 0 có nghiệm ? 


\ 4 x + 3 = 2sina 

ãr Lời giai . Điêu kiện: -3 < X < 1 . Đặt: < ._ với a e 

[yl-x = 2cosa 

(*) <=> 2 (4 m - 3) sin a + 2 (3 m - 4) cos a + m - 1 = 0 (1) 




w a 

• Đặt: í = tan —, do a e 
2 


7 


1 Tn.il ^ ™ _ l -£ 2 

te 0:1 =>sina = -——; cosa = -—— 

L J 1 + í 2 1 + t 2 


/.,1 /, 4í , \2-2t 2 __7í 2 -12í-9 

(!]<=> (4m - 3j ^ — - + (3m - 4 J ^ * + m -1 = 0 <=> m = - 


L+r 


5f -16Í-7 


Y/ịoí r/yx 7f 2 —12f —9 A Tn.il „A. w*\ _ ~"52f 2 — 8í — 60 

Xét hàm số/(í) = _ ^ ^ trên |_0; 1J cỏ: /(0 = 77 " -7 ^ <0- 

5 í -lốt -7 (5P-I6Í-7) 

7(0 nghịch biến [0; 1 ] => ming(f) = g(l) = I và maxg(f) = g(o) = I. 

7 9 

Để phương trình có nghiệm <=> min y(f ) < m < maxy (/ ) <=> ^ < m < ỹ . 
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BT 496. Tìm tham SỐ m để: mỊjx| + vl-x 2 + lj = 2yx 2 -X 4 + |x| + yl-x 2 +2 có 
nghiệm thực ? 

Lời giải . Điều kiện: |x| < 1. Đặt: f = |x| + \jl-x 2 nên te 1; \[ĩ . Khi đó: 

=>í 2 = l + 2|x|^/ĩ--x 2 =l + 2\jx 2 -X 4, nên (*)om = - + ^ + ^ . 

1 w t + 1 

• Xéthàmsố= - trên |; ^|có: /'(f) = j- —^■ >0,vte 1;VĨ . 

=>/(f) đồng biến trên 1; \ 2 nên để phưong trình có nghiệm thì 

mm/Ị(Ị <m< max/(/)< >/(l)<m</(v2 ) <=>^<m<2c/2-l. 

BT 497. Tìm tham số m để phương trình: sỊm + x + \jm - X = m có nghiệm ? 

Lời giải. 


vteĩl-.slĩ' ■ 
(< + l) 


• Đặt: 


u = gm + x>0 \u 2 =m + x \u 2 + v 2 = 2m 


v = gm-x> 0 \v =m-x \u + v = m 


\u + v = m 
^1 m 2 -2m 


• Do đó u, V là hai nghiệm của phương trình: t 2 - mt + — Y~~ = 0 (1) 

• Để phương trình (*) có nghiệm <=> (l) có hai nghiệm không âm 

ÍA > 0 ím 2 -2(m 2 -2m)>0 ị-m 2 +Am>0 r 


<=> ị s > 0 <=> <b;z > 0 

p> 0 m 2 — 2m > 0 


<=> > 0 


m 2 -2m >0 


BT 498. Tìm tham số rn để: V 1 -x 2 + 2. v l -X 2 = m có nghiệm duy nhất ? 

<•&» Lời giải . 

Điều kiên cần : 

• Do /(x) = slĩ-ĩc 2 + 2.\ 1 -X 2 = /(-x) nên nếu x o là một nghiệm của (*) 
thì -X cũng là nghiệm của (*). Vì vậy để phương trình có nghiệm duy nhất 

<=> X = — X <=> X = 0 .Với X = 0 thì (*)<^>m = 3 . 

0 0 0 0 V / 

Điều kiên đủ : 

• Với m = 3 , thì (*) < > \ 1 X’ I 2.\JĨ -X 2 =3(1) 

• Đặt t = ị/l-x 2 , (0 < í < 1) => 1 = v |' v thì (1) <=> í 3 + 2 í 2 - 3 = 0 

f 3 = V1 - X 2 
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Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


<=> f = 1 <=> — X 2 = 1<=>1-X 2 =l<=>x = 0:là nghiệm duy nhất. 

• Vậy với m = 3 thì phưong trình đã cho có nghiệm duy nhất. 

Lưu ý: Ta có thể giải bằng phuơng pháp hàm số hoặc đặt I u - 


[v = ^jl-x 2 

BT499. Tìm tham số m đểphuong tình \Ịx-3-2\]x-ấ + \Ịx- 6 \ X -4 + 5 
có đúng hai nghiệm phân biệt ? 

& Lời giải . 


= m 





Ị +Jly/x-4-3Ì =m<=> 

ựx-4-1 

+ \lx - 4 - 3 


= m 


(1) 

Đặt: í = \Ịx - 4 > 0. Khi đó: (l) |í -1| + |í - 3| = m ( 2 ). Phuong trình đã 
cho có đúng hai nghiệm thực <=> ( 2 ) có đúng hai nghiệm t e [ũ; +00). 

Xét hàm SỐ /(f) = |f-l| + |f-3| trên [0;+oo) có: 

'-2 khi : 0 < í < 1 
f'(t) = \ 0 khi : 1 < f < 3 . 


4-2f khi : 0 < f < 1 
f(t) = \ 2 khi : 1 < í < 3 
2f-4 khi:t> 3 


2 khi : t > 3 



• Để phuong trình có đúng hai nghiệm thực phân biệt <^> 7 M e (2; 4 ] . 

BT 500. Tìm m để: (m - 1) • Ậx 2 +2 ) 3 + (x + 4) • (1 lx 2 - 8x + 8) = 0 có nghiệm ? 
có đúng 4 nghiệm thực phân biệt ? 

<•&» Lời giải . Có: (*) (m - 1)aJ(x 2 +2 ) 3 - (x + 4)Ịjx + 4 ) 2 - 12(x 2 + 2)J = 0 

(m - l)Ậx 2 +2f - (x + 4 ) 3 + 12(x + 4)(x 2 + 2) = 0 


m -1 - 


7 „ ^ 

x + 4 

, 12(x + 4)_ 0 - 

í , \ 

x + 4 

V a/x + 2 y 

4x 2 +2 

V yjx + 2 y 


rị. 4 

• Đặt: f= =>t' = - 


2 -4x 


4x^+2 (x’ í 2 )\. 


X 2 + 2 


Ị Y + 4 

= 0 <=> X = 4 và lim ' = ±1. 

2 *“*°4x r Ĩ2 
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Dựa vào bảng biến thiên 
b tập giá trị của t là 
fe(-l;3]. 

(l ) <=> m = t 3 -121 +1, ( 2 ). Dựa vào bảng biến thiên, ta lại có: 

ứng vói í = 3 thì phuong trình: t = , có đúng một nghiệm. 

s/x 2 + 2 

ứng vói t e (-1; 1 ] thì phưong trình: t = A = ấ có đúng một nghiệm. 

sỊx 2 +2 

ứng vói í e (1; 3 ) thì phưong trình: t = A = có đúng hai nghiệm. 

4x 2 +2 

• Xét hàm số /(í) = í 3 -12í+ 1 có /'(í) = 3f 2 -12 và /'(í) = 0 <=>x = ±2. 

• Bảng biến thiên 



• Dựa vào bảng biến thiên => m e (-15; -lũ) thỏa yêu cầu bài toán. 
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BT501. Tìm m để: (x 2 +1 ) 2 + rn = x^Ịx 2 + 2 + 4 (*) có hai nghiệm phân biệt ? 

>&■ Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(*) <=> x 2 .(x 2 + 2 ) - x\/x 2 + 2=3 -m, ( 1 ). Đặt: t = xsỊx 2 + 2 => í 2 = x 2 .(x 2 + 2 ). 

1 - ỹ - \ ỵss 

Ta có: t' = \Ịx 2 + 2 + —= = > 0 nên t đồng biên với mọi X G □ . 

Vx 2 + 2 

(1) <=> í 2 -1 = 3 - m, (2) và úng với mỗi t thì í = X\lx 2 + 2 cho một nghiệm X, 
nên phưong trình có hai nghiệm phân biệt <=> ( 2 ) có hai nghiệm phân biệt. 


Xét hàm SỐ /(í) = t 2 -t trên □ có f'(t) = 2f-l = 0<=>f = ^‘ 


t 

1 

—00 — +00 

2 

m 

- 0 + 

m 

+00 ____^ +00 


Kết luận: Dựa vào bảng biến thiên, suy ra: 3 - m > - -=- <=> m < ^ • 


BT 502. Tìm tham số rn để: Vx 4 - 4x 3 + 16x + m + ị/X 4 - 4x 3 + 16x + m =6 có 
đúng hai nghiệm thực phân biệt ? 

Lời giải . Đặt t = \Jx 4 -4x 3 +16x + m > 0. 

Phưong trình đã cho tương đương với: f 2 +í -6 = 0<=>f = 2. 

Suy ra: sỊx 4 -4x 3 +16x + m = 2<^> m = -x 4 +4x 3 -16x + 16 (1) 

ỵ — 

Xét hàm số: /(x) = -X 4 + 4x 3 - 16x +16 trên □ có /'(i) = -4r 3 +12r “16 = 0o • 

x = 2 



BT 503. Giải hệ phương trình: 


1 xy + X + y = 3 
Ị X + y~ + X + y = 12 


(0 (x,J/ GŨ ). 


Lời giải . Tập xác định: D = □ . Đặt \ s (S 2 > 4P). 

P = XỊ/ 
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(*)<=> 
Suy ra: 


ÍP + S = 3 

p = 3-s 

ís = 3 , 

S = -6 

ị , <^> 

, <^> 

hoăc 


[s 2 + S-2P = 12 

[S 2 +3S-18 = 0 

[p = 0 

[p = 9 


x + y = 3 \x + y = - 6 ịx = 0 ịx = 3 


kv=o 


V 


Uy = 9 


<=> • 


_ V < 

y = 3 ly=0 


V 


\x = -3 

y = -3 


Kết luận: Tập nghiệm cần tìm là s = (x; y) = j(0; 3); (3; 0); (-3; -3) j 

fr 3 +r 3 i/ 3 + 1 / 3 =17 
BT 504. Giải hệ phương trình: ị 

[x + xy + y = 5 

Sè* Lời giải . Tập xác định: D = □ . 


(0 


( 0 <=> 
(ũ) <=> 


[(x + y) 3 - 3xy.(x + y) + (xị /) 3 = 17 


[(x + y) + xy = 5 
"S 3 -3PS + P 3 = 17 
s + p = 5 


(ii). Đặt 


p = 5-S 




18S 2 -90S +108 = 0 


<=> 


Suy ra: 


x + y = 3 X = 1 


Uy = 2 


<=> • 


y =2 


hoặc 


ịx = 2 

1 y = 1 


Kết luận: Tập nghiệm cần tìm là s = (x; y) = j(l; 2); (2; 1)| • 


(Tỉ/eũ). 


s = x + y 
p = xy 

's = 3 
p = 2 


(S 2 >4P). 


BT 505. Giải hệ phương trình: I x k (0 (x, 1 / e r ). 

[x + y + X y = 21 

✓â” Lời giải . Tập xác định: D = ũ. Đặt s = x + y, p = xy, (S 2 >4P). 

Ịs 2 -P = 7 ís 2 =P + 7 ís = ±3 

Ị(S 2 - 2 P ) 2 - 2 P 2 + p 2 = 21 Ịp = 2 Ịp = 2 

fx + y = 3 íx + i/ = -3 [x = l [x = 3 íx = -l [x = -3 

Suyra: \Z,-1 v li k v v v 

Ị*y = 2 [XI/= 2 [y = 3 [y = 1 [y = -3 [y = -i 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm là s = (x;y) = |(l;2);(2;l);(-l;-3);(-3;-l)|' 

BT506. Giải hệ phương trình: Ị 2 ^ + y Ị_ = + (0 (x, y e □ ). 

{ìh + ệy = 6 

/ê* Lời giải . Tập xác định: D = □. Đặt a = \fx; b = %Ịỹ. Khi đó: 

«kít + f =3 ' ( " W!) <-•'•>• Đ *‘ í:::: 6 . * ^ 

[fl + ỉ> = 6 [P = ab 

Í2S.(S 2 -3P) = 3SP fs = 6 írt + fc = 6 ía = 4 ịa = 2 

[s = 6 [p = 8 [ab = 8 [6 = 2 [6 = 4 
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\sỊx = 4 \sỊx = 2 r X = 64 f X = 8 

Suy ra: < ._ V < _ <=> ( V < 

[# = 2 1# = 4 ly = 8 b/ = 64 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm là s = (x; y) = |(8; 64); (64; 8) j • 


BT 507. Giải hê phương trình: ị _ 

[P+TG 

Lời giải . Điều kiện: X > 0, y > 0. 

J(x + y) 2 -xy + J3xy = 4\Ỉ3 
(!)<=> v v (//). Đặt 

[x + y + 2ựxỹ = 8 


, *Jx 2 +y 2 + xy + 3^fxỹ = 


(0 (x,yeũ). 


(0 <=> • 

(íí) <=> 


s = X + y 


y-p 2 íP. v 3-4v3_ ; S 8 2P 

<=> 1 í-: 


' {r = sỊxy " 

= 8-2 p 

(8 2/’) p - 4V 3 pV3 


(S > 0; p > 0; s 2 > 2 P) • 


<=> < 

S = 8-2P 

p < 4 <=>■ 

ÍP = 2 

=>- 

0 

II 

>> 
v X 

[x = 2 

P 2 = 3.(4-P ) 2 

8 P = 16 

II 

[x + y = 4 

ừ = 2 


Ịs + 2 P = 8 
s = 8 - 2 P 
<p>ip<4 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm là s = (x; y) = j(2; 2)| • 
BT 508. Giải hê phương trình: |( 5 - x “ 4 v)(3.x + 2r/> = 7 V - 2.X (1) 

r. ẫ«• Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Lấy (1) - (2) => (x - y) • (23x + 23y + 9) = 0 «. x j~ y _ „ ■ 

7 ' 23x + 23y + 9 = 0 

, 9 fx = 0 =>i/ = 0 


(x,y e □ ) 


Với X = y, suy ra (1) <=> 5x = 5x <=> I 

w ,. _ 9 + 23x ^ 

Với y =-——, suy ra (!)<=> 5x + 


x = l=>y = 1 


9 + 23x 


3x - 2 • : 


9 + 23x1 _ 9 + 23x - 

——— = 7-—-2x 

23 ) 23 


<=> (138x + 9) • (69x -18) = 63 + 115x: vô nghiệm. 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x; y) = j(0; 0); (1; 1) j • 

BT509. Giải hệ phương trình: |( fo + 4y)(x 2 +y 2 -1) = 5y(x 2 +1) (1) 

|( 6 y + 4x)(x 2 + y -1) = 5x(y +1) (2) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

, „ , , , \x = y 


(x,y e □ ) 


Lây (1) - (2) => (x - y) • (2x 2 - 5xy + 2y 2 + 3) = 0 « 


2x 2 - 5xy + 2y 2 + 3 = 0 


Xét các trường hợp và thế vào phuơng trình (1), từ đó tìm ra được tập nghiệm. 
Kết luận: Tập nghiệm cần tìm là s = (x;y) = |(0;0);(-1;-1);(1;1)|- 
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BT 510. Giải hệ phương trình: 


Ị X +1 + \ỊV — Ị/ — 4 


r + 1 + V 7 - X = 4 


(x,yeũ). 


Lời giải . Điều kiện: 


-1 < X < 7 
-1 < X < 7 


Lây (l)-(2)=>^x + l-yỊ7-x = yly + l-^7-yof(x) = f(y). 

Do X = -1; X = 7; y = -1; y = -7 không là nghiệm hệ nên xét X, y G (-1; 7). 
Xét hàm SỐ /(í) - ý/ I 1 V 7 / trên khoảng (-1;7) có: 

= + — 2- > 0 , Víe(-1;7). Do đó /(í) đồng biến trên (-1;7). 

2 \ / t 1 2 47-ị 


Suy ra: /(x) =/(y) <=> X = y. 

(1) «• -v/x + 1 + sj7-x = 4 <=> ự(x + l)(7-x) = 4<=>x 2 -6x + 9 = 0<=>x = 3=>y = 3. 
Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm là (x; y) = (3; 3). 

_____ , [xẬ +1/ 2 + x/x/l + X 2 = 2 (1) 

BT 5ĨĨ. Giải hệ phương trình: < ^ (x,y G n ). 

[xyl + x 2 +yựl + }/ 2 =2 (2) 

✓â” Lờ/ giải . Lây (1)-(2) => xJĨ +y 2 - X\ỊĨ + X 2 + yV1 + X 2 - yjĩ +y 2 = 0 


(x,y eũ ). 


<=>(z-y)-ty 1 + y -yi + x ) = 0<^ r—— r—r<=> ■ 

V1 + X — ^|1 + y y — X 

Với y = X, suy ra: (1) <=> X\/T + X 2 = 1 <=> X = - => y = ^ ^2 ~ ■ 

Với y = -x, suy ra: (1) <=> X\fĩ + X 2 - Xx/l + X 2 = 2 <=> 0 = 2: vô lý. 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm là s = (x; y) = < 2 - Ị ■ 

V v yj 

_____ x fxJ(l-x 2 )(l-y 2 ) =x-y 2 (1) 

BT 512. Giải hệ phương trình: v ,___:_ ' (x,yeO). 

I i/,ỉn —V 2 )(1 —X 2 ) = v—x 2 ( 2 ) 


[yvơ-y )(!-* ) = y-* 

/&<• Lời giải . Điều kiện: (l-x 2 )-(l-y 2 ) >0. 

Lây (l)-(2)<^>(x-y)-J(l-x 2 )-(l-y 2 )=x-y + x 2 -y 2 


»(*-y)T>/(i-z 2 Mi-y 2 )-i-z-yl = 0<» Ị- 

L J |_y(l-x )-(l-y ) 

Với y = x, thì (!)<=>x^(l-x 2 ) 2 =x-x 2 <=>xỊ|l-x 2 |-l + xj = 0<=> 


(l-x 2 )-(l-y 2 )=x + y + l 

I _ \ „ [x = 0 => y = 0 
-1 + x = 0 <=> _ 3 _• 
1 ' x = l=>y = l 
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Với Ậl~x 2 )-(l-y 2 ) =x + y +1, thì (1) <=>x.(x + y+ 1) = x-y 

- = 0oi* T 

4 


<=> X 2 + xy + y 2 = 0 <=> 


f ỵ ^ 2 

X + Ặ- 

V 2 y 


x + 4 = 0 _ x = 0 
2 <=>■ 


Ly=0 


y = 0 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm là s = (x; y) = j(0; 0); (1; 1) j • 


BT 513. Giải hệ phương trình: 


2 x 


2j/ 


l x+y) 
ì , \ 


, 1 -72-77 
l * +y y 


= 3 


= 1 


✓â” Lời giải . Điều kiện: X 5* 0, 1/5*0. 
1 3 


(*)«• 


1 + 


1 - 


X 2 + \J 2 2x 
1 1 
X 2 +1/ 2 _ 2y 


«■ 


3 1 

Ạ + -ỉ- = 2 

2 x 2y 

_3_1 _ 2 

2x 2y _ X 2 + y 2 




9y 4 -8x 2 y 2 -x 4 =0 

Í + -L = 2 

2 x 2y 


2 . ..2 

c +y 

.2 „2\ /n. .2 , ,„2x 


ơ) (x,y en). 


_9_1 _ 4 

4x 2 4y 2 _ X 2 + y 2 

3 1 

— + — = 2 


[2x 2y 


(y -* )-( 9 ị/ 2 +x ) = 0 

Ậ + ^- = 2 

2 x 2 y 




y 2 =x 2 

7T + 7“ = 2 
2 x 2y 


y = ±x 


X = 1 


<^>3,1-^, , 

——1“ —— — 2 y = 1 

[lx 2 y u/ 


hoặc í 


1 

X = — 
2 


y = - 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm là s = (x; y) = ị (1; 1); 

78y 


r l _ 1 A 

2 ' 2 


BT 514, Giải hệ phương trình: 


X 4- 


.2 . .2 
X + y 


= 20 


78x 

y + 7^77 = 15 

X +y 


(*) (x,y GŨ). 


<•&» Lời giải . Điều kiện: X 2 + y 2 5* 0 . Đặt z = X + iy, (x; y e □ ). 
78 ^ = 20 

78y 


(*)«• 


X + 


-.2 . ..2 
X +y 


. , 78x/ . 

yi + „ - = 15/ 


x + 


x 2 +y 2 


. , 78x/ _ orii1c . 

4- I/ / H—— -— — 20 + 15z 

x 2 +y 2 


2 . 2 
x 2 +y 2 


<=> (x + yz) + 78 • , - y , = 20 +15/ z + 78. - = 20 +15/ 
X + y z 


<=> z 2 - (20 + 15/).z + 78/ = 0 có A = 175 - 288/ => J A = 16 + 9/. 
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Suy ra: z = 18 + 12 i hoặc z = 2 + 3 i. Do đó: (x;y) = ( 2; 3), (18; 12). 

Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm cần tìm là s = (x;y) = |(2;3),(18;12)| • 

Lưu ý: ta có thể giải như các bài trước bằng phưong pháp cộng. 

_ , ... ịlx 2 +yfĩ--x + s Ịỹ~-ĩ-M = x + 2xy (1) 

BT 515. Giải hê phưong trình: ị 2 __ __1 

i 2\f + yỊl -.V + ựy-1 -34 = 2Ị/ xy (2) 

Lời giải . Điều kiện: X <2 và 1 /> 1. 

T /1\ /o\ X o*,2 _ Q^ í^ 1 \ _ n ^ rx = 2 j/ 


Lấy (1) - (2) => 2x - 2y = 3 x 1 / + X - 2y <=> (x - 2y)(2x + y -1) = 0 <p> 


y = 1 - 2 x 


Vói x = 2 y: 


x = ly > 2 


■ X = 2 => y = 1: thử lại thấy không thỏa nên loại. 


Vói y = 1 - 2x thì phưong trình (1) <=> 6x 2 - 3x - 34 + v 2 X + \/-2x = 0 
<=>3.(x + 2).(2x-5)—- 2.(x + 2) = 0<=> S = _ 2=> y = 5. 


— X + 2 V — 2x + 2 


Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm cần tìm là s = (x; y) = j(-2; 5) j • 


BT 516. Giải hệ phưong trình: 


X 2 - 2 xy + 3y 2 = 9 


|2x 2 -13xy + 15y 2 =18 (2) 

/ằ* Lời giải . Tập xác định: D = □ . 


(x,y e □ ). 


Nhân chéo 2 phưong trình được: 2(x 2 -2xy+ 3y 2 ) = 2x 2 -13xy + 15y 2 <=> 
Vói y = 0, suy ra: (1) <=> X = ±3. 


Vói X = y, suy ra: (1) <=> 2x 2 =9or = ỉ —^ => y = ± —• 


Kết luận: Tập nghiệm cần tìm là s = (x; y) = Ị (±3; 0); ± ; ± — 


BT 517. Giải hệ phưong trình: 


2x 2 -x(y-l) + y 2 =3y 


(0 (x,yeG). 


[x + xy - 3y = X - 2 y 
/©* Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Vói X = 0 => y = 0 là một nghiệm của hệ phưong trình. Xét X 2 + y 2 X 0. 

12x 2 - xy + y 2 = 3y - X , , ^ , 

(i) <=> - và nhân chéo 2 phưong trình vói nhau. 

[x 2 +xy-3y 2 =x-2y 

Suy ra: (x-2y)-(2x 2 -xy+ y 2 ) = (3y-x)-(x 2 +xy-3y 2 ) 
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t = ±1 

Chia hai vế cho lượng X 2 , và đặt t = —, được: 7f 3 -3f 2 -7f+ 3 = 0 <=> 3 ■ 

X t = - 

L 7 

Suy ra mối liên hệ giữa X, y và thay vào phương trình đầu tìm được nghiệm. 

7 3 


Kết luận: Tập nghiệm s = (x; y) = ị (0; 0); (1; 1);(-1; 1); 


BT 518. Giải hệ phương trình: 


43'43 


X 2 - 2xy + X + y = 0 


( 1 ) 


(x,yeD ) 


[x 4 -4x 2 y + 3x 2 +y 2 =0 (2) 

Sê* Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Từ (1), suy ra: 1 / = 2—(do X = T thì (1) vô nghiệm). 

2x-l 2 

Thế vào (2), khai triển và rút gọn, ta thu được: 4x 5 - 12x 4 + 10x 3 - 6x 2 + 4x = 0 
«y*-l)(*-2)(4+ + 2) = 0«j*;C V 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ phương trình là s = (x; y) = |(0; 0); (1; 1);(2; 2) j • 


BT 519. Giải hệ phương trình: 


X 3 + 3xy 2 + 49 = 0 


( 1 ) 


X 2 - 8xi/ + y 2 = 8 y -17X (2) 


(x,yeũ) 


2 -49-X 3 


Sê* Lời giải . Do X = 0 không là nghiệm hệ nên từ (1), suy ra: y = —7 -—— ( 3 ) 

3x 

49 + r 3 

(2) X 2 + 17x —^2— = 8 1/(1 + x) 2x 3 + 51x 2 - 49 = 24xy.(x +1) 


3x 

<Í5> (x +1) • (2x 2 + 49x - 49) - 24xy.(x +1) = 0 
íx = -1 


x + 1 = 0 
.2 


x = -l 2x 2 + 49x - 49 

. hoặc i . hoặc i/ =-—- 

ừ = 4 U = -4 24x 


2x +49x-49-24xy = 0 
(4) 


Thế (4) vào (3), suy ra: 


2 2x 2 + 49x - 49 
24x 


-49 -X 3 
3x 


Khai triễn, rút gọn được: 


4x 4 + 4x 3 + 45x 2 + 94x + 49 =0++(x + l) 2 ■ (4x 2 -4x + 49) = 0++x = -l. 
Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm là s = (x;y) = {(—1; 4);(— 1; —4)| • 

[x + y + xy + 2i/ + X = 2 (1) 

„„2 ^ .2 


BT 520. Giải hệ phương trình: 


( 2 ) 


(x,yGŨ) 


[2x - y - 2y - 2 = 0 
Sê* Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

( 2 ) =>X 2 = — — ^ — — r thếvào ( 1 ): — + ^ +y 2 +2y + (y + l)x = 2 
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<=> X = — (do y = -1 không là nghiệm). Thế vào ( 2 ), khai triễn 

và rút gọn: 7y 4 +28y 3 + 10y 2 -36y = 0 <=> y(y + 2 ) (7y 2 + 14y-18) = 0 


<=> 


y = 0 ,, y = -2 


X = 1 


V 


X = —1 


V 1 


y=- 


- 7 + 


X = — 


7 
4# 


V 1 


y=- 


X = - 


-7-5^7 

7 

4# 


Kết luận: s = (x; y) = i (1; 0); (-1; -2); 


(7 _-7 + 5#ỴÍ 4#.-7- 
, / _ / _ / _ 


, Í2x 2 y + 3xy = 4x 2 +9y 
BT 521. Giải hê phương trình: <! 

|7y + 6 = 2x 2 +9x 

<•&» Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

4x 2 


( 1 ) 

(2) 


(x,yeũ). 


í 1 )=>y = 

(2) => X/ = 


2x 2 + 3x - 9 
2x 2 +9x-6 


4x 


2x +9x-6 


2x +3x-9 



r _ 

1 r 


X = -2 

x = 2- 

1 ) ( 2x 2 + 9x- 27 ) = 0 <»< 

16 v< 

2 v< 

' V / 

; 

I 

II 

-1 1 tN 

1 

II 

>1 


X = ■ 


y = 3 


-9 ± 3 -s /33 


Kết luận: Tập nghiệm là s = (x; y) = 
BT 522. Giải hệ phương trình: 


íf_2--—1.1 

'l. l\ 

f-9 ±3^33 „Ỵ| 

[l ; 7 j ; l 

2 ' 7 ' 

: 4 ;3 

V J) 


( 1 ) 

(2) 


8(x 3 -1) + 6xy 2 = y(12x 2 + y 2 ) 

(x 2 + y - 4x)(x 2 + y 2 - 2x - 5) = 14 
<•&» Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

( 1 ) <=> 8x 3 - 12x 2 y + 6xy 2 -y 3 =8 <=> (2x - y) 3 = 2 3 <=>2x-y = 2=>y = 2x-2 
Thay vào ( 2 ) => (x z -2x)-2 . 5(x 2 -2x)-lJ = 14 

<=>5(x 2 -2x) -llỊx 2 -2x)-12 = 0 <=>x 2 -2x = 3 V x 2 -2x = -^ 


x = 3 


X = —1 


<=> ■ 


V < 

y = 4 ly = -4 


V 1 


X = ■ 


y=- 


5 + S 
5 

2\JE 


V ■< 


5-75 

5 

2Ự5 ' 
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BT 523. Giải hệ phương trình: 


V.Y y X 1/ 1 1 (1) 

y 2 + X + 2ys[x - y 2 x = 0 ( 2 ) 


(z,y eũ). 


Lời giải . Điều kiện: 


X - y -1 > 0 


. Khi đó: (l) sfĩc = 1 + ^Ịx-y-1 


<=> X = X - y + 2^x - y - 1 <=> y = 2yjx - y -1 <=> y 2 = 4(x-y-l) 

<tí> (y + 2) 2 = 4x y + 2 = 2%/x (3) 

( 2 ) ^(y+^) =y 2 * <=> y + %/x = y%/x (4) 

(3) ,(4) J ! ' +2 ; 2 ' / VoỊ' /ĩ=1 T 1 «(!::’ V h: 2 . 

Ịy + ^ = y%/x Ị y 2_ y _2 = 0 i x_0 ' 25 l x_4 

So với điều kiện, nghiệm hệ là: (x; y) = Ị(0,25; -l); (4; 2)1. 


BT 524. Giải hệ phương trình: 


x(x + y + l)-3 = 0 

(x + y) 2 --| + l = 0 (2) 


(x,yeD ). 


✓â” Lời giải . Điều kiện: X ^ 0 . 

3 

Chia hai vế của ( 1 ) cho được: ( 1 ) <=> X + y = — -1. 


rì3 V 

(*)«;-! 

v x / 


—-Ị- + 1 = 0 <^>x 2 -3x + 2 = 0 <=> 


, v 1 . 3- 

y =l [y=2 


BT 525. Giải hệ phương trình: 


x 3 +y 3 =1 


r 0 [x 2 y + 2xy 2 + y 3 = 2 (2) 

<•&» Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

1 l = p+ỹ ĩ 


(x,y e □ ). 


ị => x 2 y + 2xy 2 - y 3 - 2x 3 = 0 


x 2 y + 2xy 2 +y 3 =2.1 


\ \ 

<=> 2 — - — -2. — +1 = 0 (do y = 0 thì hệ vô nghiệm) 


uc 


x „ X „ X 1 

<=> — = 1 V — = -1 V — = T <=> . 


1 


y y 
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BT 526. Giải hệ phương trình: 


(x,y e □ ). 


|2y(x -y ) = 3x 
[x(x 2 +y 2 ) = 10 y 
Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Nhân chéo hai vế: 20 ]/ 2 (x 2 - y 2 ) = 3x 2 Ịx 2 + y 2 ) <tí> 3x 4 + 20y 4 - 17x 2 y 2 = 0 




4 

/ \ 

y = 0 => X = 0 . Với y + 0 ta được: 3 

X 

-17 

X 

Ỡ) 




+ 20 = 0 



X 

2 

/ X 
X 

<=> 


= 4 V 

Jy 


Với X 2 = 4y 2 


5 2 A 2 2^2 

= -^<=>x =4i/ vx =--y . 
3 3 


Í21/.3/ = 3x Í2y 3 = X _ Í2y 4 = 2 _ ịy = ±1 


| 2 y-3y 2 =3x Í2y 
[x.5y 2 = 10 y Ịxy 


= 2 


<tí>< 


1 X = 2 y 3 


<=> • 


X = ±2 


2 5.2 [ 4i/ 3 = 9x [ 4i/ 3 = 9x 

Với X 2 = T-1/ 2 =>{ 

3' [4X1/ = 15 [l 6 y 4 = 135 


y=± 

X = ± 


2 

15 


BT 527. Giải hệ phương trình: 


X 3 - 2y 3 = X + 4y 


(x,y e □ ). 


[l3x 2 -41xy + 21y 2 =-9 
✓â” Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Nhân chéo hai vế, ta được: -9(x 3 - 2y 3 j = (x + 4y)(13x 2 -41xy + 21y 2 ) 
<=> 22x 3 + llx 2 y - 143xy 2 + 66 y 3 = 0 . Do y = 0 không là nghiệm hệ nên 


/ A 
X 

3 

/ 'N 
X 

2 

^ \ 
X 


+ 11 


-143 

Jy 


<=>22Ị 

í X = -3y 


, ,, „ , X _ X - X 1 

+ 66 = 0 <=> — = —3v — = 2 V — = — . 


y 2 


<=> • 


x = 2 y 


[29y 3 +y = 0 |y 3 -y = 0 

BT 528. Giải hệ phương trình: 


V 


<=> - 


X = 2 


X = -2 


y =1 v ly=-! 

(*) (x,y en). 


y = 2x 

15x 3 +9x = 0 

X 2 + 2y 2 = xy + 2 y 
2x 3 + 3xy 2 = 2 y 2 + 3x 2 y 

/©* Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

[x 2 + 2 y 2 -xy = 2 y , , . 

<=><!, _ , , . Nhân chéo hai vê ta thu được: 

[2x + 3xy - 3x y = 2y 

2y 2 (x 2 +2y 2 -xy) = 2y(2x 3 +3xy 2 -3x 2 y) <»y(y-x)Ịx 2 -xy + y 2 ) = 0 


(*) 


<=> 


Jy = 0 v Ịy = x v IX 2 - xy + y 2 = 0 fy = 0 v |y = l 

[x = 0 [2 x 2 =2x 1X 2 - xy + 2y 2 = 2y Ịx = 0 Ịx = l 
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BT 529. Giải hệ phương trình: 


[x 3 -XI/ 2 + y 3 =1 
[ềx 4 - y 4 =4x-ỵ 
Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Nhân chéo hai vê' ta được: (4x-y)(x 3 -xy 2 + y 3 ) = 4x 4 -y 

<=> -4x 2 1/ 2 + 5xy 3 - x 3 y = 0 <ĩ>xy (4xy - 5y 2 + X 2 ) = 0 


(z,yeũ). 


<=> j 

-V" 

> 

0 

II 

* 

> 

0 

II 

0 

X 

II 

1 _ 

> 

0 

II 

X 

\x = 1 

V 1 


[y= 1 1 

X = 1 

II 

1 

ỚI 

s 

[y = 1 

0 

II 

s -1 


X = 1 


V < 


X = 


y= 


-1 
ỉỊĨ 49 
5 


BT 530. Giải hệ phương trình: 


x(y 3 -x 3 ) = 7 

" 3 (x,yeũ). 

[x + xy + 9y = yx + xy +9x 


ãr Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

JJA _ ịxy 3 -X 4 =7 

[x 4 + x 3 y - y 3 x - x 2 y = 9x - 9y 

về phương trình đẳng cấp bậc bốn và chia cho X 4 + 0. 

__ , . , Í2i/ 2 +XI/-X 2 =0 (1) 

BT 531. Giải hê phương trình: ị . r 

Ị X 2 - XI/ - ý + 3x + 71/ + 3 = 0 (2) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(l)<=>(y + x)(2y-x) = 0<=>y = -x V x = 2y. 


và nhân chéo vế theo vế sẽ đưa được 


(x;yeũ). 


Với y = -X : 

Với X = 2y - 


\y = -x 

IX 2 - 4x + 3 = 0 


X = 3 


X = 1 


<p> < 


|x = 2 i/ 

1 ý 2 +131/ + 3 = 0 


y = - 3 v |y = -i’ 

-13±-\/Ĩ57 


<=>í 


y = - 

X = —13 ± V 


BT 532. Giải hệ phương trình: 


|x +2y -3xy + x-y = 0 (1) 

Ịx 2 - 3y + 4y 2 -1 = 0 (2) 

/©* Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(l)<=>(x-y)(x-2y + l) = 0<=>x = y V x = 2y-l. 

Với X = y, thì ( 2 ) => 5x 2 - 3x -1 = 0 <=> X = y = 3 ~ 


(x;y e □ ). 


Với X = 2y - 1, thì ( 2 ) => 8 y 2 - 7y <=> 


10 

íy = 0 7 3 

hoặc y = — => X = - 7 . 
X = —1 ' 8 4 


714 



khangvỉetbook.com.vn - ĐT: (08) 3910 3821 - 0903 906 848 


__ , , \2x 3 + lx 2 y-xy = y 2 -x-y (1) 

BT 533. Gi ái hệ phuong trình: < - - ' - ' (x;yeỉ ). 

[2x -xy4-x =4 (2) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

( 2 ) <=>(x4-y)(2x 2 -y 4-l) = 0 <=>1/ = -x V y = 2x 2 +1 

TT ,. f y = —X fx = 1 

Với y = -x =>G - , , „ <=> í 

[2x 3 + 2x 2 -4 = 0 [y = -l 


Với y = 2x 2 +1 => 


Jy = 2x 2 +1 
|x 2 -x-4=0 




X = - 


1 • v!7 


y -10 + V 


V 


1-VĨ7 

X =-r- 

2 

y = lQ-4Ỹ7 


_ , , , íx 2 -2i/ 2 +xi/ + x-y = 0 

BT 534. Giải hê phương trình: <! . . 

Ịx 3 -y 3 + 2 x 2 y + y 2 =-l 

<•&» Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

( 1 ) <=> (x - y) (x + 2y + 1 ) = 0 <=> X = y V X = -2y - 1. 



íx = y 

\y= 

Ị 

-1 

Với X = y => ■ 

, , <tí>< 


[2y 3 +y 2 +l = 0 

[x = 

- 1 ' 


íx = -2y-l 


\y= 

Với x = -2y- 

-1=>^ „ 

<=> • 

0 

II 

1 

V. 

co 

_l_ ; 


[x = 



[ 4x 4- 4xi/ 4* y 4- 2x 4* y — 2 
BT 535. Giải hê phương trình: ị » 

[8-v/l - 2x 4- y 2 - 9 = 0 


( 1 ) 

( 2 ) 


(x;yeũ). 


( 1 ) 

( 2 ) 


(x; y G □ ). 


1 2 

/©* Lòi giải . Điều kiện: x - 2 • Khi đó: ( 1 ) <=> (2x 4- y) 4- (2x 4- y) - 2 = 0 
<=>(2x4-y-l)(2x4-y4-2) = 0 <=>y = l-2x>0 V l-2x = y4-3>0. 

v«: ,-1-2* thi (2)*8^.»-/«ỊJ 1 í _ 1 ' ] ^ + 17=0 

Với l-2x = y4-3, thì ( 2 ) => 8 yjy 4- 3 4- (y - 3)(y 4- 3 ) = 0 


<=> y = -3 => X = ^ hoặc 8 4- (y - 3 ) <Jy 4-3 = 0 (3) 

Đặt: í = ựy + 3>0 thì (3)^8 + (f 2 -ó)f = 0<^f 3 -6f 4-8 = 0. 

Xét hàm số /(í) = f 3 -6í 4-8 có /'(í) = 3í 2 -6 = 0 <=> f = ±\fĩ 

Hàm SỐ /(í) đạt cực đại tại Ị \ 2;8 i 4\ 2 Ị và đạt cực tiểu tại ị^JĨ;8-4-JỸj. 
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Vì /(o) = 8 > 0 và 8-4\fĩ > 0 nên = 0 không có nghiệm khi í > 0. 


Vậy hệ phương trình đã cho có các nghiệm: (x; y) = <j ( 0 ; 1 ], 
BT 536. Giải hệ phương trình: 


-;-3 


X 3 - 3x 2 y - 4x 2 + 4y 3 + 16xy = 16y 


V J 
2 


<Ịx - 2 y + sjx + y = 2\j3 


x-2y>0 . , -, 

, , ' ' thì (1) o (x - 2yf (x + y - 4) = 0 o 
X + y > 0 


Lời giải . Điều kiện 
Với X = 2y thì ( 2 ) =>^3y = 2v3 <=>y = 4=>x = 8 . 


(1) 

(2) 

x = 2y 
y = 4-x 


Với y = 4 - X thì ( 2 ) => ự3x - 8 + 2 = 2\o <=> X = 8 - 


8 \ 3 


8v3 , 


BT 537. Giải hệ phương trình: 


2x 2 - 8 xy 2 - xy + 4y 3 = 0 


[l 6 x 3 + 2x - 8 y 2 +5 = 0 
ãr Lời giải . Tập xác định: D = □ . 
(l)<^>(x-4y 2 )(2x-y) = 0<=>x = 4y 2 V y = 2x. 

[x = 4y 2 


( 1 ) 

(2) 


(x; y e □ ) 


Với x = 4y 


Với y = 2 x: 


|l024y 6 +5 = 0 


: vô nghiệm. 


ị 1 / = 2x 

í 1 

X = — 

* , <=> < 

2 V < 

[16x - 32x + 2x + 5 = 0 

[ỉ/ = 1 


X = - 


3 + V 


4 

3±%/Õ? ' 


BT 538. Giải hệ phương trình: 


y= 


2x 2 + xy - y 2 = 5x - y - 2 (1) 


[X +y +x + y = 4 (2) 

<•&» Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

( 1 ) <=>(x + y-2)(2x-y-l) = 0 <=>y = 2-x V y = 2x-l. 

Với y = 2-x, thế vào ( 2 ) =>2x 2 -4x + 2 = 0 <=>x = l=>y = 1. 

Với y = 2x-l, thế vào ( 2 ) =>5x 2 - x-4 = 0 =>x = -^=>y = -^. 

_ __ , , , [x 3 -3x 2 +x + 3i/ = xi/ + 3 

BT 539. Giải hệ phương trình: < 7 * ■ (*) (x;ye □). 

[2y - 3xy - 9x + 3x = y 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 
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__ , , [x 2 +5x-xi/= 3i/-6 (1) 

BT 540. Gi ái hệ phuong trình: < , ' (x;ysũ). 

[4x : y-3xy + 2y = 9 (2) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(l)»(x + 3)(x + 2-y) = 0=>(x; y ) = |-3;=^|^j / (-l;l) / ^;|jj. 

fx 3 +2i/ 2 +1/ = x 2 i/ + 2xi/ + x (1) 

BT 541. Giải hê phương trình: ị r ————— r -———— 

[5ựx 2 -2i/-2+^/ 2 -2x-4=4 (2) 

Lời giải . Điều kiện: X 2 -2y-2>0 X<l~yf3 V X>l + \f3 . 

(1) <íí>(x-t/)(x 2 -2y-l) = 0<=>ar = y (do:x 2 -2j/-l = (x 2 -2y-2) + l>l>oj 

( 2 ) => 5%/x 2 - 2x - 2 + x/x 2 - 2x - 4 = 4 . 

Xét hàm SỐ f ^ = 5\fx^-2x~2 + \fjc~-2x--4 trên Ị-oo;l -^/3 u 1 I v3; I ' ) 



Dựa vào bảng biến thiên, suy ra phuơng trình /(x) = 4 có nhiều nhất hai 
nghiệm trên Ị - 00 ; 1 \ 3 IV ^ 1 I \ 3; I /. Ị. 

Mà f(x) = 4 = /(-l) = /( 3 ) <=> x = -l = y và x = 3 = y . 


. , . 2jxy - y + x + y = 5 (1) 

BT 542. Giải hệ phuong trình: Ị 2._ - . (x;i/e ). 

[ự5-x H-ựl- 1 / =1 (2) 

/ê* Lời giải . Điều kiện: X < 5; y < 1; xy-y> 0 . 

(1) <»y + 2ựy(x-l) + (x-l) = 4 

<=> Ị v 1 / i V-V - 1 ) =2 2 <=>ịyjỹ + yjx-l+2^ị. s Ịỹ +yjx-l-2j = 0 

>0 

< > v 1/ I ýx 1 2 < > \X ĩ 2 ý l/ < > X 5 4y 1/ I 1/ (3) 

(2) <=>^5-x = l- N /l-t/<=>x = 3 + 2^JĨ-y + y (4) 
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(3),(4)-> x i 1 / 1 2 N ỹ < > V1 y 1 2yy 1 O^y-y 2 = -3y 
<=>y=0=>x = 5 (thỏa điều kiện). 


BT 543. Giải hệ phương trình: 


>V 1 _ y +z vy = 1 ^^/y-y =- 

IU kiện). 

[ X 3 + 2 \J 2 = x 2 y + 2 xy 

{2^x^2ỹ^ĩ + ìjỹ ĩ ^Ũ = x-2 

9i/ > 1 thì h\^>( r-u)í r 2 -9i/l 


( 1 ) 

(2) 


<•&» Lời giải . Điều kiện: X 2 - 2y > 1 thì (l) <=> (x - y)(x 2 - 2y) = 0 <=> X = y . 

Với x = y thì <=> ỉỊví -X 3 = 2\lx 2 - 2x -1 + 2 -X ( 3 ) 

í« = 2-x 

Đặt: ( - => u 3 - 6u 2 = 14 - X 3 . 

[ơ = yx 2 -2x-l > 0 

( 3 ) <=> \Ịn 3 - 6v 2 =2v + u <=> 8u 3 + 12 ơ 2 m + 6vu 2 + 6v 2 = 0 


<=>ơ(8u 2 + 12wu + 6u 2 +6ơj = 0 <ĩ>v ịvsỊE + usỊỏ^ 


+ 2u 2 + 6v 


= 0 


<=>u = 0=>x 2 -2x-l = 0<=>x = y = l± v2 . 

(y-lh/x + y + (x + y-l)Jy + x = 0 
BT 544. Giải hệ phương trình: Ị ^ ’ 

[8x 3 - 4y + ^ 3(.v y) ! 4 = 1 

Lời giải . Điều kiện: y> 0, x + y>0, 3.(x-y) + 4>0. 

(!)<=> (y-l)V* + y + (* + y-l)-(>/ỹ-l) + (]/-l) = 0 

<=> (y - 1 )Jx+y + (- 1 ' + y^3)'(y 11 + (y - 1) = 0 


( 1 ) 

( 2 ) 


+ 1 


<=> (y -1) 


v-v I , 1 / 1 I ' v - y 1 


o(y-l)(x + y-l) 


“v/ỹ + 1 

1 | 1 

\Ị x+ y +1 \Ịỹ +1 


=0^. 


y = i „ _ _ 1 

■ Suy ra: X = I/ = — • 
y=l-x ‘ 2 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm là s = (x; y) = 

Jx + y(x -1) + \lx = y +Jy 

BT 545. Giải hệ phương trình: 1 * " ‘ 


^ 1 1 A 

v2% 


( 1 ) 


v/x • 2 ! N 2i/ x-ò)( v 2y 1 3) 4 (2) 

1 

Lời giải . Điều kiện: X > 0, y - 2 ' x + yẢ x ~ 1)^0, 2y - X + 6 > 0. 
(l)^rựx + y.(x-l)-yl + (N/x-ựỹ) = 0^ i +xy ~ ỵ ~ ỉr + r~ y r = ữ 

L J yj x + y.(z -1)+y V* + ựy 
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1 + 1/ 

1 

+ 

_ựx + y.(x-l) + y 

ựx + ựy _ 


Do lượng , 1 + = + -=J—= >0, Vx >0, y>~ 

ựx + y.(x-l) + y ựx + ựy ' 2 

(l)^>(ựx + 2+ựx + 6)-(ự2x-l-3) = 4 

Từ (3), suy ra: v2x 1 -3>0<=>x>5. 

Xét hàm SỐ /(x) = \fx~+2 + ^x + 6 > 0 trên (5; +co) có 

f\x) = 1 > 0 Vx > 5. 

2 y X -h 2 2\l X + 6 

Do đó hàm số f(x) là hàm số dương và đồng biến trên (5; +oo). 


(3) 


Xét hàm SỐ g(x) = *j2x-l - 3 > OVx £ (5; +co) có g'(x) = , > 0, Vx > 5. 

v 2 x 1 

Do đó hàm SỐ y(x) là hàm số duong và đồng biến trên (5; +co). 

Suy ra hàm số h(x) = f(x) ■ g(x) là hàm số đồng biến. 

Do đó phưong trình (3) sẽ có nghiệm duy nhất và h(7) = 6 , suy ra: x = y = 7. 
Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = {(7;7)j • 

__ , , L/x 2 +xy + 2 i / 2 +Jxũ = 3y ( 1 ) 

BT 546. Giải hê phương trình: ị'* " " ^ _ (x:y£Ũ) 

8 \^ĩ + ^ĩ + x + y = 6 ( 2 ) 

Lời giải . Điều kiện: X > 1, y > 1. 

( 1 ) <=> ựx 2 + xy + 2 Ị / 2 -2y) + <Jxy-y = 0o == xy = 2 f + X Ị^ y =0 

\Ịx + xy + 2 y + 2 y \jxy + y 

(x-ự)(x + 2 ự) x.(x-ự) „ 

<=> , - —-- — + 2 — — = 0 <^>x = y. 

\Ịx +xy + 2y +2y \Jxy • 1 / 

/—— „ íx<3 íx = 2 

(2) <^>yx-l = 3- x<^>< „ _ _ _ ị 

[x 2 -7x + 10 = 0 [y = 2 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm là s = (x; y) = j( 2 ; 2)| • 


, . , [ 2 ,/x 2 + 3x- y - Jĩx + y 2 = X +1 (1) , 

BT 547. Giải hệ phương trình: Ị * - ■ - (x;yeỉ ) 

[4ự2x + l+x-2y + 2 = 0 ( 2 ) 


/&■ Lời giải . Điều kiện: X > - 2- • 

(2) <=>4.\/2x + 1 + 3x + 2 = 2.(x + y) và 3x + 2>0, Vx>--=>4%/2x+r+3x + 2>0 
nên để hệ có nghiệm thì cần thêm điều kiện kéo theo là X + y > 0. 


719 



Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 








(ựx 2 + 3x-y-ự4x + y 2 ) + 

yỊx 2 + 3x - y - (x 4 

X 

1 

'< w 

1 

X 

1 

'■< 

- 

1 

1 

1 

1—* 

^x 2 +3x-y+^4x + y 2 ^ 

fx 2 +3x-y + X + 1 

(x-y)-(x + y)-(x + y) , 

ỉ 

ỉ 

1—» 

^x 2 +3x-y+^4x + y 2 ^ 

Ịx 2 + 3x-y +X + 1 

(x + y)-(x-y-l) 

X 

1 

'■< 

1 

1—* 


= 0 


= 0 


= 0 


= 0 


o(x-y- 1) 
Do có: 


x + y 1 

tìx 2 + 3x - y + Jĩx + y 2 4X 2 + 3x-y + x + l 
x + y 1 

*\Ịx 4- 3x — y 4- 4 4x 4- IỊ 4 X ~ 4- 3x — y 4- X 4-1 


= 0 <=>y = x-l. 


(2) <=> 4Ý2.V + 1 = X — 4 <=> <1 


fx>4 


>0, Vx>“, x + y> 0. 


X = 40 => y = 39. 


[16.(2x4-l) = (x-4 ) 2 
Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ cần tìm là s = (x; y) = {(40; 39)] • 


BT 548. Giải hệ phưong trình: 


, , í* 3 + 4 x+ y~ 1 =y 3 + 4 2 y~ 1 (!) 


X 3 - y 3 + 5 = xy + yỊx-ĩ 


( 2 ) 


(x; y e □ ) 


/&• Lời giải . Điều kiện: X > 1, y>~ 
(l)^(x 3 -y 3 ) + (ựx + y-l-ự 2 ^ĩ) = 0 

<=>(*-y)• (* 2 + x v +y 2 ) + 7 , = 

ýx í 1 / 1 i v 2 i/ - 1 


= 0 


<=>(*-y) 


Do luợng: 


x + ^ 

V 2y 


, y 
x + — 


. 3y 2 . 

4 


, 3y , 
+ - 2 - + 

4 


y/* +y -1+ 4ĩỹ - 1J 

1 


= 0 <^> X = y. 


/ 7777—7 / 7 = 7 >0 ' Vx>l,Ị/>^- 

ựx + y-l4-ự2y-l 2 


(2) < > V X - 1 i x : ’ -5 <=> (\-x 1 1) I X' -4 = 0-» 

1 


x -2 


7 


<=>(x- 2 ) 


\ 


,—= 4X42 

\yX — 1+1 y 


Vx — 1 + 1 
1 


4- (x — 2)(x 4 - 2) — 0 


x = 2 

= 0» ]"• Do ■ ,- 

[y = 2 -n/x-1+1 


+ x + 2>0, Vx>l. 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = |(2; 2)| • 
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BT 549. Giải hệ phương trình: 


, 1 vx + 2 + yx +1 — Jy 4 +1 — y (1) 


(x;j/eũ) 


. ,r' ; 2x(y I 1) • y 2 2y • 1 0 ( 2 ) 

Lời giải . Điều kiện: X > -1. Khi đó: (2) <=> X 2 + 2xỵ + y 2 + 2x-2y +1 = 0 
<=> (x + ỳf + 2(x + y) +1 = 4y <=> (x + y +1) 2 = 4y, (3) và suy ra: y > 0. 

(1) <=> (yfx + 2. - ^Ịỹ^ĩ-ĩ) + (iỊx + ĩ - y) = 0 


x-ỵ 4 + 1 X - y 4 +1 

yfx + 2 + Jy 4 +1 (%/x + 1 + 1/) • (\fx + 1 + 1 / 2 ) 


<=>(*-y 4 +i) 


\[x + 2 + Jy 4 +1 (\Ịx +1 + y) • (yịx + 1 + 1 / 2 ) 


<íí>x-y 4 +l = 0<íí>x = y 4 -l. 


- . 1/ = 0=>X = -1 

(3)<=>(y +y) =4y« 7 4^ ... 

Ly 7 +2/+y-4 = 0 (4) 

Xét hàm SỐ /(y) = y 7 + 2y 4 +y-4 trên [0; +co] có /'(]/) = ly 4 + 8y 3 +1 > 0, Vy > 0. 
Suy ra /(y) đồng biến trên [ũ; +00 ) và có f(y) = /(1) = 0<=>y = l=>x = 0. 
Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = |(-1;0); (0; 1) j • 

BT550. Giải hệ phương trình: ị ^ ỵ2 +1 ~ 3ỵ2y + 2 ^ 4y2 +1 + : ) = 8x y 

ìx 2 y-x + 2 = 0 ( 2 ) 


BT 550. Giải hệ phương trình: 


/ê>° Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(1) <=> (sịx 2 +1 - 3x 2 y + 2)4y 2 = 8x 2 y 3 (^4y 2 +1-1) (do y = 0 không là nghiệm) 
<=> \Ịx 2 + 1 - 3x 2 y + 2 = 2x 2 y.(^4y 2 +1 - 1). Thế 2 = X - x 2 y vào, được: 

<=> \/x 2 +1 - 4x 2 y + X = 2x 2 y(^4y 2 +1 -1) <=> \Ịx 2 + 1 + X = 2x 2 y(^4y 2 +1 +1) 

» y Jị + Ĩ + ị = 2yự4y 2 71 + 2y «► /íf| = /(2y). 

I^k- Y X X X y 

Xét hàm SỐ /(í) = tyỊt 2 +1 + f trên □ có /'(í) = \Ịt 2 +1 + 2 +1 > 0, Ví e □ 

Vf 2 + 1 

Do đó /(í) đồng biến trên □ . Suy ra: / — = fÍ2y) <=> — = 2y => y = -?- • 

vxj X ‘ 2x 

Y 1 

-r-t-7=n<i±>r=4=±>i/ = 2:. 


(2) <=>^7 — x + 2 = 0<=>x = 4=>y = -^ 
2 * 8 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ cần tìm là s = (x; y) = I 4; 7 j| • 
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BT 551. Giải hệ phương trình: 


<•&” Lời giải . Điều kiện: 


x{x + y) + yjx + y = v 2 ./(vV + 1 ) ( 1 ) 

x 2 y - 5x 2 + 7(x + y) - 4 = 6 ịlxy - X + 1 ( 2 ) 


[x + i />0 

[\)ox 2 + xy-2y 2 = s Ịĩỹ- s Ịx + ỹ 


' X + 2y > 0. 


/ 

-w _^ 'Ị 

— l/^x + 2l/j — (-= 7 < ^ > (~ y) ' 21/ H _— 

\Ị2y +^jx + y ^ yj2y + ^ 


<=> X = y và thay vào ( 2 ) => X 3 - 5x 2 + 14x - 4 = ósỊx 2 - X +1 


<=> X 3 + 3x 2 + 6 x + 4 = 8 x 2 - 8 x + 8 + 3y 8 x 2 - 8 x + 8 


<=>(x + l ) 3 í 3(x : l)-|\ 8 x’ - 8 x + 8 j + 3\8.r’ - 8 x + 8 
<=> /(x + l) = /Ị\/8x 2 - 8x + 8 j. 

Xét hàm SỐ/(í) = í 3 +3í trên □ có /'(f) = 3f 2 +1>0, Ví eũ =>/(f): đồng 


biến trên □ . 

=>X +1 = %/Ỗx 2 - 8 x + 8 =>x = l=>y = l (thỏamãn điều kiện). 

. 51 . fj/ + j3i/~ — 2i/ 4 - 3x 2 + 6 = 3x + \[ỹ X-+7 +2 (1) 
f?r 552, Giai hệ phương trình: <p Y ' 

[3y 2 -4x 2 -3y + 3x + l = 0 ( 2 ) 

✓â” Lời giải . Điều kiện: 3t / 2 - 2y + 3x 2 + 6 > 0. 

... - _. 3i/ 2 -4x 2 -2i/-l 

(1) <=> (y - 3x - 2) + = -— , = 0 

ự3y 2 - 2y + 3x 2 + 6 + X7x 2 + 7 
o(y 3* 2)4 (3 ỷ;-3y + 3x- t 1)^(y-3.V-2) _ 0 


-y3 y — 2y + 3x -\-6-\-y7x + 7 

<=> (j/- 3x - 2) + (y-3x-2) 0 

y 3i/ — 2i/ 4- 3x + 6 + >/7 X + 7 
Do từ (2) có: 3y 2 - 4x 2 - 3y + 3x +1 = 0 


<=>(]/-3x - 2 ) • 1 + 


Ị3y — 2i/ + 3x +6+v7x - + i 
fx = -1 => y = -1 


= 0 <=> y = 3x + 2. 


(2) <=> 23x + 30x + 7 = 0 <=> 


7 . 25- 

x = -—=> y = —~ 
23 23 


, ^ 7 25 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = < (-1; -1); - 2 -; 72 

1 23 23 
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_ , (x -y + 2 )\Ịx +1 = Jỹ 

BT 553. Giải hệ phương trình: 1 ' ___ v ' 


,(4 -sỊÌ x)Jx 1 3i/ 2 • 2\. 1 X (2) 

«£* Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 1 và y > 0. 

Do X = -1 không thỏa mãn hệ nên xét trong điều kiện: -1 < X < 1 và I/ > 0. 

(1) <=> (x -1 /4- T)\Ịx + 1 - yfx TT = yjỹ- n/x+Ĩ<=> (x -y + l)v ; x ; 1 = -X— ~f== 

\ V + yX + ] 


7 _ 1 > 

(x — l/ 4- 1) • "\/x 4-1 4-7=- 1 

V yjy + yx + l y 


= 0 <=> y = X 4-1. 


(2) <=>v* + l -(4-<s/l-x) = 3x-)-l4-2-\/l-x 

<=> 4^1 4- X - J(1 -x)(l + x) -2\ 1 X = 3x 4- 1 = 2(1 4- x) -(1 - x) 


Đặt a = VI4- X > 0 và = VI - X > 0 thì (3) <=> 4« - £ZỈ> - 2i> = 2a 2 -b 2 


o2a 2 -(4-b)-a-b 2 +2b = 0o(2a-b)-(a + b-2) = 0o 


b = 2a 
a + b = 2 


Với b = 2a, suy ra: V 1 -V = 2v 1 + X <=> 1-x = 4.(14-x) <=> X = -—=> y = — • 

5 ‘ 5 

Với a + b = 2, suy ra: \jl + x 4- \Ịĩ-x = 2 <=> V 1-x 2 = 1<=>X = 0 => 1 / = 1. 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ s = (x; y) = ị (0; 1); 

'115 5 


(1 - y)Jx 4-1 / + X + 3y = 6 + (x + y- 4 )Jỹ (1) 


BT 554. Giải hệ phương trình: 


X — 2x/ -4X41 = 


x-y-7 


<■&» Lời giải . x>2y>0 và x-y-7 ^0. 
(l)^(l-y)-(ựx + y-2) + (x + y-4)-(l- N /ỹ) = 0 
0 (1-ị/)-(x + i/-4) + (x + ị/-4)-(1-i/) _ 0 
sỊx + y 4-2 1 + *Jỹ 

f \ r 

1 1 

(1 — 1 /) • (x 4- 1 / — 4) • 7 — 4- - J= — 0 

v \l x + V + 2 14- Vy J 


y = 1 

X 4- y - 4 = 0 


Với y = 1, suy ra: (2) \fx-2 -yỊx + ĩ = -— 

X - 8 V. 


fx - 2 4- yx i 


<=> 5(\Ịx-2 + 4x+ ĩ) = -3(x-8) <=> 5(ựx-2 -1) + 5(n/x+Ĩ -2) + 3(x-3) = 0 
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<=>(x-3)- 


5 | 5 

'\l X — 2 4- 1 \l X + 1 + 2 


+ 3 


Với y = 4-x, suy ra: (2) \f3x-8 -\fx + ĩ- 

Xét hàm SỐ f(x) = \j3x-8 - \Ịx + l - 


= 0<^>x = 3. 
5 


2x-ll 


= 0 , 


xe 


8 . ... 
— ;+oo 

3 




/'(*) = 


n SỐ f(x) = \/3x-8 -\Ịx + l - - trên §;+00 \Ị^Ị có: 

J 2x-n [3 J [ 2 ] 

_3_1 10 3yx77 v 3x 8 10 

2y3x 8 2\fx~+ĩ + (2x -1T) 2 ~ 2.ự(3x-8)(x + l) (2x-ll) 2 

6x + 17 .n w.J 8 .,Aí n ì 

— 7 —— 7= = , > 0, Vxe +00 

2. J(3x - 8)(x +1).(v9x + 9 - y 3x - 8) L 3 ) l 2 J 


2.^(3x-8)(x + l).(\/9x + 9 -\f3x-8) 

Suy ra hàm số f(x) đồng biến trên các nửa khoảng 


"8 

11^1 


fll 'ì 

— ■ 

— 

và 

— ;+00 

_3 

2 J 


l 2 ) 


Mà ta có: /(3) = /(8) = 0, nên 


x = 3=>y = l 
X = 8 => y = -4 

Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = j(3; 1)j • 


ịx 3 + x 2 + y 2 + xy.Jx + xy + l = y 2 (1) 

BT 555. Giải hệ phuung trình: ị ' _ 2 . _ _ ì _ 

[(x - l)sfx +1 - ^x 2 + X - y + yjy - 2 + 4x = 3y (2) 

, , A Íx>- 1 , x 2 +x-y >0 — 7 “— 7 “- 

ãr Lời giai . Điêu kiện: ' • Đặt a = ỉíx + X + y +xy. 

[y> 2 , x + xy + l >0 


(1) «■ ĩỊx 2 +x 2 + y 2 + xy -y= Ẩ -y 

Jx + xy +1 

_ (x 2 + y 2 + xy)■(: x-y + 1 ) y.(y +1 )(y - X -1) _. 1 

<=>- 2 ——- 2 -=- 1 — <=> y = X +1. 

a + ay + y ^Ịx + xy +1 

(2) <^>(x- l).\/x + l - \Ịx 2 -1 + %/x-l + X - 3 = 0 
<=> a/x 2 -1 -(\/x-l -1) + (%/x-1 -l) + (x-l) = 0 

«• — -— + —^==3 -— + x- 2 = 0<^>x-2 = 0<^>x = 2=>y = 3. 

Vx-1+l yX-1+1 

Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = |(2; 3) j• 

X 3vx • 3 3.1/ 5 1/ (1) 

BT 556. Giải hệ phuung trình: ị --- - ' (x; J/Ẽ ) 

[•\P + 16(y - x) + y = 2yfxỹ (2) 
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Lời giải . Điều kiện: X > 0, y > 5. 


(2) <=> ựx 2 + 16.(y - x) - y = 2 ■ (yịxỹ -y) <=> * == — 

4 X + 16.(y-x) + y 


2-(.*i/-]/ 2 ) 

'Ẹỹ+y 


_ (x-y)-(x + y) + 16-(y-x) , 2y-(y-x) n 
<=> . -+ —p==- = u 

yjx 2 + 16.(y - x) + y 4 ỵ y + y 
0 (y - x)(16 - X - y) + 2yjy - x) _ 0 
ìỊx 2 + 16(y —x) + y *Jxỹ + y 


<=>(y-*)' 


16-(x + y) | 2y 
lỊx 2 +16 (y — X ) + y *Jxỹ + y 


= 0 <=> y = X. 


Do từ (2) <=>X + y = 3• (1 • a/x + 3 +1 • yJỹ-5) < 3• v 2-(x I 1/ 5) 

<=> X + y < 3 • ^2 • (x + y - 5) <=> (x + y) 2 < 18 • (x + y - 5) 

<=> (x + y) 2 -18 • (x + y) + 40 < 0 <=> 9 - n/IĨ < (x + y) < 9 + %/iĩ < 16. 

Suy ra: 16-(x + y)>0 nên 16-(xjỊ-jỵO - + 2j/ — >0 ^ ^Ịx 0 

Ựx 2 +16 (y-x)+y 4 x y + y l^- 5 

Với y = x, thì (1) <=> 2x = 3(4x + 3 + \Jx-5) <=>4x 2 = 9(2x-2 + 2>/x 2 -2x-15) 

n—"-— , „ Í2 x 2 -9x + 9>0 

<=>9vx -2x-15=2x -9x + 9<=>< „ „ „<^>x = 6. 

[81(x 2 - 2x -15) = (2x 2 -9x + 9) 2 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x; y) = {(6; 6) j • 


, , Í2x 2 4-3x1/ 4-2x4-17 = 0 (1) 

BT557. Gi ái hê phưcmg trình: _ 7 7 (x; I/ e r ) 

& Ịx 2 + 2xi/ 4- ly 2 4 - 3x = 0 (2) v ' y ’ 

<•&» Lời giải . Tập xác định: D = □ . 


Lây (l) - (2) => X 2 + (y - 1) X + y - ly 2 = 0 có A x = (3 y- 1) 2 


x = y 

X = 1 - ly 


3 

Với y = x thì ( 2 ) <=> 5x 2 + 3x = 0<=>x = y = 0 V X = y = -^. 

Với y = l-2y thì (2) <»y 2 -4y+ 2 = 0 <»y = 2 + ^ =>x =-3±2^. 


BT558. 


Giải hệ phuong trình: 


Í2y 4“ y — 3x 4- 2i/ 4- xy + 4 — 0 
jx 2 (3 + 2i/ 2 ) + (x - yf = 9y 2 + 4y + 6 


/&■ Lời giải . 


Ta có: (*) <=> 


j 2i/ + y — 3x + 2y + xy + 4 — 0 
|x 2 y 2 + 2x 2 - 4y 2 - 2 y -xy- 3 = 0 


(*) 


( 1 ) 

( 2 ) 
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Lây (l) + (2) được: 2y 4 + x 2 y 2 - 3y 2 - X 2 + 1 = 0 có À , = (x 2 +l) 
=>y 2 =l V y 2 = ị(l-x 2 )^y = ±l V y 2 = Ul-x 2 ). 


2 ' 

1 i ýTÕ9 
6 

1 i VLĨ 
6 ' 


Với y = l thì ( 2 ) <^>3x 2 -x-9 = 0 <^>x = 

Với y = -1 thì ( 2 )<=> 3x 2 +x-5 = 0ox = 

Với y 2 =^Ịl-x 2 )>0=>-l<x<l. Lúc đó viết phương trình ( 2 ) dạng: 

( 2 ) <=>(x 2 - 4 ) y 2 - (2 + x) y + 2x 2 -3 = 0 có: A y = -8x 4 + 45x 2 + 4x-44 

=>A V =(-8x 4 +24x 2 -20) + 2ũ(x 2 -l) + 4(x-l)<0 , Vxe[-l;l]. 

1 

=> hệ phương trình vô nghiệm khi y 2 = H1 - X 2 ). 


BT 559. Giải hệ phương trình: 


X 4 -4x 2 + 1/ 2 - 61 /+ 9 = 0 (1) 

2 , . 2 . r» /n\ v 7 ” 7 


[x 2 y + X 2 + 2y - 22 = 0 (2) 

Lờt' giải . Lây (l) + 2.(2) được: X 4 +2x 2 y + y 2 -2x 2 -2y-35 = 0 

■ (x 2 +yỊ - lịx 2 +yj-35 = 0 <íí>x 2 + y = 7 V X 2 +y = -5. 


<=> 


II 

CN 

1_ 

(N 

+1 

II 

* 

<=>< 

V 

CN 

II 

__l 

CO 

II 

ĩo 


Với y = 7 - X 2 thì ( 2 ) <=> X 4 - 6x 2 + 8 = 0 <=> 

Với y = -X 2 - 5 thì ( 2 ) <=> X 4 + 6x 2 + 32 = 0 : vô nghiệm. 

, x 3 -x 2 y + 3x = y 2 (5y-7x) 

BT 560. Giải hệ phương trình: 1 


Ị(x + y ) 3 + x 2 y = 2 y 3 + x(y 2 - 6 ) 

/&* Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

X 3 - x 2 y + 3x + 7xy 2 - 5y 3 =0 (1) 


(*) (x-,yGŨ) 


(*) 


<^> • 


X 3 + 4x 2 y + 2xy 2 + 6 x - y 3 = 0 (2) 


Lây 2 .( 1 )-( 2 ) được: X 3 -6x 2 y + 12xy 2 -9y 3 =0 <=> (x - 2y) 3 = y 3 . 
<=> X = 3 y . Thế vào ( 1 ) <=> 34y 3 + 9y = 0<^>y = 0=>x = 0. 

[x 3 +y 3 =91 (1) 


BT 561. Giải hệ phương trình: 


4x 2 + 3 y 2 = 16x + 9y (2) 


(x; y G □ ) 
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Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Lây (l)-3.(2) được: X 3 +y 3 -91-12x 2 -9y 2 +48x + 27y = 0 

<=>x 3 -12x 2 +48x-64 = 27-27y + 9y 2 -y 3 <=>(x-4) 3 =(3-y) 3 

<=>x = 7-y và ( 2 ) <=>7i/ 2 -49y +84 = 0 <=> ^ => ' 

v ' " ‘ [y = 3=>x = 4 

BT 562. Giải hê phương trình: - '' . 

[2x 3 -4y 3 =9(x 2 -4y 2 )-18(x-8y) (2) 

✓â” Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

, , / s4 / ,y4 x-3 = i/-6 x = y-9 

Lấy (l)-6.(2) đưạc: (,-3) = (y-6) «[^ 3 !6-y [^9-y 

Thế vào ( 1 ) và giải ra tìm được nghiệm: (x; y) = Ị (6; 3 ); (-6; -3)1. 

..íy 3 + 3x 2 y = -28 (1) 

BT 563. Gi ái hệ phương trình: : (x; y e r ) 

[x -6xy + y =6x-10y (2) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Lây ( 1 ) + 3. ( 2 ) => (y 3 + 3y 2 + 30y + 28) + (3x 2 y + 3x 2 ) - 18xy - 18x = 0 

<=> (y + 1 ) (y 2 + 2y + 28) + 3x 2 (y + 1 ) - 18x(y + 1 ) = 0 

^>(y + l)(y 2 +2y + l + 3x 2 -18x + 27) = 0 

<=>(y + l) (y+ l)~+3(x — 3 ) = 0<=>y = —1=>X = ±3. 

.íx 3 + 5xy 2 -8 = 0 (1) , 

BT 564. Giải hê phương trình: ị _ _ (x; V e □) 

[2x - 5xy - 5y + X + lOy = 10 (2) 

<•&» Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Lấy (l) + 2.(2) được: (x 3 +4x 2 + 2x-28) + (5xy 2 -10y 2 )-10xy + 20y 
<=> (x - 2)(x 2 + 6x + 14 ) + 5y 2 (x - 2 ) - lOy (x - 2 ) = 0 
<t=>(x-2)(x 2 +6x + 9 + 5y 2 -10y + 5) = 0 
<»(x-2) (x + 3) 2 +5(y-l) 2 = 0<=>x = 2=>y = 0. 

, íx 3 + y 2 = (x-y)(xy-1) (1) 

BT 565. Giải hệ phương trình: ị , _ ) ' (x;ye'D) 

Ịx -X +y + l = xy(x-y + l) (2) 

Lời giải . Lấy 2.(2)-(l) được: (x-l)Ị^y 2 -(x + 3)y+ x 2 -x-2j = 0 
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Với X = 1, thế vào (2)=> vô nghiệm. 

Với ỵ 2 - ịx + 3 ) 1 / + X 2 - X - 2 = 0 kết hợp (l) được hệ phương trình: 


Ịy 2 -(x + 3)y + x 2 -x-2 = 0 

( 3 ) 

|x 3 +l/ 2 =(x-l/)(xi/-l) 

( 4 ) 


Lấy 2.(4)-(l) được: (2x + l)|j/ 2 -(x-l)y + x 2 -x + 2j = 0 
Với x = ~ 2 ' thế vào (l) =>y = —- 

Với y 2 - ịx - 'I) y + X 2 - X + 2 = 0 kết hợp ( 3 ) được hệ phương trình: 

\y 2 -{x-í)y + x 2 -x + 2 = 0 - 

< „ , ; „ => I/=-1 => X + 2 = 0: vô nghiệm. 

|y 2 -(x + 3)i/ + x 2 -x-2 = 0 

BT566. Giải hệ phưong trình: |-H/ + Vy-5y = 0 (1) (Kysn) 

[2xy + i/ -5y + l = 0 (2) 

5 + -JE 

✓â” Lèn giải . Lấy X. ( 2 ) -(l) => y Ịx 2 - 5x + 5 ) = 0 <=> 1 / = 0 V X = - . 

Với y = 0, thế vào ( 2 ) => hệ vô nghiệm. 

Với X = — , thếvào ( 2 ) y 2 ~^Ỉ5y + l = 0 y = . 

Với X = V ^ Q ( 2 ) <=> y 2 + sỊEy + 1 = 0 <^>y = ■ 

_ r . , Í4 x 2 i/ 2 - 6 x 1 /-3i / 2 =-9 (1) 

BT 567, Giải hệ phương trình: Ị 2 " 2 - ' (x, 1 / G r ) 

Ị 6x 1 / lỵ 9x — 0 (2) 

Lời giải . Lấy (l) + (2) ta được: ấx 2 y 2 -ấy 2 +6x 2 y-6xy-9x + 9 = 0 
<=^>4y 2 ịx 2 -l) + 6xy(x-l)-9(x-l) = 0 

<=>(x-l)[4y 2 (x + l) + 6xi/-9] = 0 <=>x = l V 4y 2 (x + l) + 6xy-9 = 0. 

Với X = 1, thì ( 2 )<=> -y 2 + 6y-9=0<=>x = 3. 

Với 4y 2 (x + 'l ) + 6 x 1 / -9 = 0. Do X = 0 không là nghiệm của hệ nên nhân hai 
vế cho x^O được: 4y 2 x(x + l) + 6x 2 y-9x = 0 ( 3 ) 

(2)<^6x 2 y-9x = i/ 2 và kết hợp với ( 3 ) được: 4y 2 x(x + l) + y 2 =0 

<=>y 2 (4x 2 + 4x + l) = 0<=> y 2 (2x + l) 2 = 0<t=>y = 0 V x = ~ 2 ‘ 
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Với I/ = 0, thế vào (l) => hệ vô nghiệm. 

2 3 

Với x = ~ 2 ' thê vào (l) ^ - 2}/ 2 + 3y + 9 = 0 <=> y = 3 V y = ~ 2 ’ 

.. , í9x 4 + 241/ 3 - XI/ 2 + 7ự 2 = 16 - X + 241/ (1) 

BT 568. Giải hê phương trình: <! - - r- -- 

[8y 3 + 9y 2 + 20y - ựóy +1 +15 = X (2) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(1) => 9x 4 + 24t/ 3 + 7y 2 - 24 y -16 = x(y 2 -1) «(y 2 - l)(3y + 4) 2 = X(y 2 -1) 
<^>(y 2 -l) (3y + 4) 2 -x = 0<^>y = ±1 V x = (3y + 4) 2 . 

Với y = 1, thế vào ( 2 ) => X = 52 - %/ỹ . Với y = thế vào ( 2 ) => X = \ỊE -4. 
Với X = (3y + 4) 2 , thay vào ( 2 ) => 8y 3 - ấy - ự~>y I 1 -1 = 0 


ĩ)=/(2y). 


=' #ỹn + (#+ĩ)’ = (2y) + (2y) s o /(^/%7Ĩ) = /(2;,) 

Xét hàm SỐ /(í) = í + í 3 có /'(í) = l + 3f 2 > 0 =>/(f) đồng biến trên □ . 

=> /(#ỹ+ĩ) = /(2y)» = 2y «• 4y 3 - 3 y = ị ( 3 ) 

Đặt y = cosu, mg[0;tt]. Khi đó: ( 3 ) <=> 4cos 3 Í/-3COSÍ/= 

1 _7I _ , 71 , k2n /, n \ 

<=> cos 3 u = — = cos 77 <=> II = ± 77 + -, [k e □ . 

2 3 9 3 v ’ 


Do u e [0;n] : 


n 5n 7n 

■11 = 77 V u = - 7- V u = —r 

9 9 9 


n 

5n 

X = cos — 

X = cos —- 

9 

9 

/ \2 v 1 

/ x2 V < 

. _ Tí 

( . - 5ti^ 

y= 4 + 3cos — 

" 9 

V y J 

1 / = 4 + 3 cos — 

- Q 

V y y 


BT 569. Giải hệ phương trình: 


(x - y)(x 2 + xy + y 2 + 3) = 3(x 2 + y 2 ) + 2 (1) 
4ựx + 2 + ,/l6-3i/=x 2 +8 (2) 


«£* Lời giải . Điều kiện: X > 2, y < 22- • 

(1) < 2 Í> X 3 - y 3 + 3.(x - y) = 3x 2 + 3y 2 + 2 
„3 o „2 


<=>x -3x + 3x-l = y + 3y + 3y + l<^>(x-l) = (y + l) <^>y = x- 2. 
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(2) <=> 4 


<»4 


\fx 4- 2 — 


x + 4^ f 


\ 22 3.V - 


14 -X 


= X - X - 2 


9(x + 2)-x 2 -8x-16 
9 í Vx + 2 + 


x + 4 


+ 

9(22-3x)-x z +28x-196 

9 n/22 3x 14 




l 3 ; 



<»(x 2 - x-2) 


1 + 


1 


9%/x + 2 + 3.(x + 4) 


= X - X - 2 


= 0 


-3x + 3.(14-x) 


? „ „ X = -1 , w X = 2 

<=> X - X - 2 = 0 <=> ( _ hoặc \ 

[y=-3 [y = 0 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = |(2;0),(-1;-3)| 

BT 570. Giải hệ phưong trình: j 3j/ +1 + 2y{x + 1) = 4 yV* 2+2 y + 1 

[y(i/-x) = 3-3y 

Lờ/ giải . Điều kiện: X 2 + 2y +1 > 0 . 

(l)<^>4y 2 -4y^x 2 + 2y + 1 +x 2 + 2y + l = x 2 -2xy + y 2 

■^x 2 + 2y +1 = 3 y - X 
Jx 2 + 2y +1 =x + y 

y = 1 => X = 1 


( 1 ) 

( 2 ) 


<=> 


(2y-ựx 2 +2y + lj = (x-y) 2 


«• 


Vói j + 2 y +1 = 3 t/ - ^ 

Ịy(y - x) = 3 - 3 V 


Vơi 


,. j + 2 y + 1 — X + y 

|y(y-*) =3 - 3 y 


3y - X > 0 

<=> <Ị 6xy = 9y 2 - 2y -1 <=> 
xy = y 2 + 3y - 3 

X + y > 0 
<=> <Ị 2 xy = -ý 2 + 2y +1 <=> 


17 . 415 

1/ = — => X = — 7 - 

; 3 51 


Ịxy = y + 3y - 3 
Kết luận: So với điều kiện, nghiệm hệ là: s = (x; y) = Ị(1; 1), 


y = 1 => X = 1 

' _ 2 41 ítV 

y = -—=>x = — L 

3 21 w 


^ 415 . 17 ^ 
~5ĩ ; ir 


_^ 2 +y+i+y-2 


BT 571, Giải hệ phuong trình: 

Lời giải . Điều kiện: X 2 + y +1 > 0, y < 7. 
(1) <=> (x 2 - y) • (x 2 + y 2 - xy) = 0 «• (x 2 - y) 


X 4 + x 2 y 2 + xy 2 = x 3 y + x 2 y + y 3 (1) 


(2) 


(x; y e □ ) 


( 1/1 

| 2 + 3y 2 

2 J 

1 4 


= 0 <^> y = X 2 


730 



khangvietbook.com.vn - ĐT: (08) 3910 3821 - 0903 906 848 


( 2 ) «^- 7 -,«^ 


<=> y = 4 => X = ±2. 


Ỵ [2y +1 = 49 - 14y + y 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (X ; y) = |(2; 4); (-2; 4)I • 

BT572. Giải hệ phương trình: p + 2 + (l/ ~ y - 1 ) ^ 2 +2 ~y + y = 0 w 

[2x + xy+ 2 + (x + 2)ựy 2 + 4x + 4 = 0 (2) 

<•&» Lời giải . Điều kiện: y 2 + 4x + 4 > 0. 

(1) <=> (x 2 + 2 - y^/x 2 + 2) + (y 2 - l)\Ịx 2 + 2- y.(y 2 - 1) =0 

<=> yỊx 2 + 2 • (\Ịx 2 + 2 - y) + ( y 2 -l)-(\Ịx 2 + 2-y) = 0 

<=> (>/x 2 + 2 - y)(Vx 2 + 2 + Ị/ 2 -l) = 0<=>y = ^x 2 +2, (do: ^x 2 + 2 -1 + Ị/ 2 >0) 

(2) <=> 2x + x^x 2 + 2 + 2 + (x + 2)\/x 2 + 4x + 6 = 0 

<=> (x + 2) + (x + 2) • Ậx + 2) 2 +2 = (—x) + (—x) • \/x 2 +2 <=> /(x + 2) = /(-x). 


Xét hàm SỐ /(í) = í + t.yịt + 2 có /'(í) = 1 + A +2 + 


> 0, Ví e □ . 


Do đó hàm SỐ /(í) luôn đồng biến trên □ . 

Suy ra: /(x + 2) = /(-x) <=>x + 2 = -x<=>x = -l=>y = yj3. 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = j(-l;v / 3)j • 


BT 573. Giải hệ phương trình: 


2y 3 + (4 - x)y 2 + 4y - X 2 - 2x = 0 


3.(yx-l + u4(x-y + l) =(x + l) 2 -8(y-l) (2) 


Lời giải . Điều kiện: X>1. 

(1) <=>x 2 +(y 2 +2)-x-2y 3 -4y 2 -4y = 0 <=>(x-2y)-(x + y 2 +2y+ 2) =0 

<=> (x - 2y) • |je + (y +1) 2 + lj = 0 <=> y = do có X + (y +1) 2 +1 > 0, Vx > 1. 

(2) <=> 3.(n/x--T + \j2x + 4) = x 2 -2x + 9 (3) 


Ta có: 


° \Ịx-l=Ậx-l).l < 

3 /r—— 1 , /o - — , „; Ca ‘ý y l 2X + 20 x + 10 

o ^/2x + 4 =--3/8-8- 2x + 4 < -— = ——— 

4 4 3 6 


Cộng vế theo vế, suy ra: 3.(y x 1 + \ 2x t 4) -~^ + ~Y~ = 2x + 5 (4) 
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fx-l = l 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi _ <=> X = 2. 

6 3 [2x + 4 = 8 

Ta lại có: X 2 - 2x + 9 > 2x + 5 <=> (x - 2) 2 > 0: luôn đúng (5) 

Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi X = 2. 

Từ (3), (4), (5), suy ra nghiệm phuơng trình (3) là X = 2 => y = 1. 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x;y) = j(2;l)j • 

, . , íx 2 +y 2 +1 = 2x + 2y (1) 

BT 574. Giải hệ phuong trình: I * ' ‘ (x; y e [ ) 

l(2x-y).y = l + 2y (2) 

. ., , . „ Í-1<X-1<1 ío < X < 2 

Lời giải. Từ (l)<=>(x-iy + (y-lý =l=>ị oị 

5 ' [-1 < y -1 < 1 Ịo < y < 2 

Do x = y = 0 không là nghiệm hệ nên xét x; y e ( 0; 2 ] • 

Lây (1) + (2), suy ra: X 2 + y 2 +1 + 2x1/ - y 2 = 2x + 2y +1 + 2y 

<^> (x 2 - 2x) + (2 xy - 4 y) = 0 <=> x.(x - 2) + 2y.(x - 2) = 0 

<=>(x-2).(x + 2y) = 0<=>x = 2=>y = l, do x + 2y>0. 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x;y) = |(2;l)j • 

fx 2 +y 2 -2x-2y + l = 0 (1) 

BT575. Giải hệ phuong trình: < ’ (x;yeũ) 

[x(x - 2y + 2) =-1 (2) 

✓â” Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Lây (1) + (2) => y 2 - 2(x +1) • y + 2x 2 + 2 = 0 có biệt số: A' = -(x -1) 2 < 0. 

Để hệ có nghiệm thì Aý=0<=>x-l = 0<=>x = l, thế vào (2) => y = 2. 

Kết luận: Tập nghiệm hệ cần tìm là s = (x;y) = j(l;2)j • 

, Í4x 2 +y 4 -4xy 3 =1 (1) 

BT 576. Giải hệ phuong trình: < _ - ' (x; y e I!) 

[4x + 2y - 4xy = 2 (2) 

<•&» Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Lây (1) - (2), được: y 4 - 2y 2 -4xy 3 + 4xy +1 = 0 <=> (y 2 -1) 2 - 4xy • (y 2 -1) = 0 

, 1 - y 2 

<=>(y-l)-(y + l)-(y -l-4xy) = 0<=>y = l V y = -l V x = — GG. 

4 y 

Với y = 1, thế vào (1) <=> 4x 2 - 4x = 0 <=> X = 0 hoặc X = 1. 

Với y = -1, thế vào (1) <=> 4x 2 + 4x = 0 <=> X = -1 hoặc X = 0. 
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1 I/ 2 

Với X = — , thế vào (1) <=> (1 - y 2 ) • (8y 4 + 5y 2 -1) = 0 <=> 

4 y 


y=±i 


y=± 


4 


-5 


Kết luận: Tập nghiệm hệ là s = (x; y) = 
BT 577. Giải hệ phương trình: 


( 0 ;± 1 );(± 1 ;± 1 ); 


1 “ }/ 2 ., ^/^/ 57 ^ 


-5 


'Yl 


4y 


V y 

x 4 -y 4 =240 

X 3 - 2y 3 = 3(x 2 - 4y 2 ) - 4(x - 8y) 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Lấy (1) - 8 • (2) => X 4 - 8x 3 + 24x 2 - 32x +16 = y 4 - 16y 3 + 96y 2 - 256y + 256 


( 1 ) 

(2) 


^(x-2) 4 =(y-4) 4 ^ 


X - 2 = y - 4 




x = y-2 
X = 6 - y 


X - 2 = -y + 4 

Với X = y - 2, thế vào (1) <=> X 3 4- 3x 2 + 4x + 32 = 0 <=> X = -4 => y = -2. 

Với X = 6 - y, thế vào (1) <=> X 3 - 9x 2 + 36x -64 = 0<=>x = 4=>y = 2. 

Kết luận: Tập nghiệm hệ cần tìm là s = (x;y) = |(-4;-2);(4;2)j • 

Í15 + X 4 = V 4 

BT 578. Giải hệ phương trình: J ' 

[-16x + 12x 2 - 4x 3 = 2y + 3y 2 + 2y 3 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

jl5 + x 4 -y 4 =0 (1) 

1 ^ ị-16x + 12x 2 - 4x 2 - 2y - 3y 2 - 2y 3 = 0 (2) 

Lây (l) + 2-(2), được: 15-32x + 24x 2 -8x 3 +x 4 =y 4 +4y 3 +5y 2 +4y 


(0 


2) 4 = (y +1) 4 <=> 


y = X - 3 
y = 1 - X 




X = 1 => y = -2 
X = -1 => y = 2 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x;y) = j(l;-2);(-l;2)j • 

íx 3 -y 3 -3y 2 =9 (1) 

BT 579. Giải hệ phương trình: ị - - (x; y e r ) 

[x +y =x-4y (2) 

/&• Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Lây (1) - 3 • (2) => X 3 - y 3 - 3y 2 - 9 - 3 • (x 2 + y 2 - X + 4y) = 0 
•w' (x — l) 3 = (y + 2) 3 •w’ X — 1 = y + 2 •w’ X = y + 3. 
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(2) <=> 2 y 2 + 9y + 6 = 0 «■ 


9-ý33 . .. 3-^33 

1/ = ———— => X = -—-— 

4 4 


S „. T5 _, . A ,, c _\{3 + \|\33 -9 + \Ỉ33 ì f3-S3 - 9 -S 3 )} 

Kêt luận: Tập nghiệm là s = < J — ; -—-— ; J — ; -— 1 — > • 

ll 4 4 ) V 4 4 )\ 


BT 580. Giải hệ phương trình: 


2x - 2 y + J2x + y + 2 x 1 / + 1=1 


(x>0) 


[\Ị3y +1 = 8x 3 - 2y -1 (2) 

<•&» Lời giải . Điều kiện: 2x + y + 2xy +1 > 0 (2x + l)(i/ +1) > 0. 

Do X > 0 nên 2x +1 > 0, suy ra: y +1 > 0. 

(1) ^(2x + l)-2.(y + l) + ự(2x + lMy + l)=0 

< > (\ 2x ' 1 - yjy + 1) • (v 2x I 1 + 2 v y i 1) = 0 <=> \ 2x • ĩ = ựy + 1 < > y 2x. 

(2) <íí> \Ịỏx + 1 = 8x 3 -4x - 1 {ĩỊẽx + ĩý + v6x I 1 = (2x) 3 + (2x) 

<=> f$6x +1) = f(2x) <=> ựóx +1 = 2x <=> 4x 3 - 3x = ị (3) 

Do X > 1 không là nghiệm của (3) nên xét X e [0;l] • 

Đặtx = cosf, fe 0;^ • Khi đó: (3) cos3f = \ t = (k eũ) 

_ 2 } 2 93 

Do xe[ũ;l] và keO nên í = ^- Suy ra: x = cos^=>y = 2cos^- 

. ^ . [( n 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x;y) = I cos -ị ; 2 cos -ị J Ị • 


BT581. Giải hệ: 


6x - y + X y + 2 xy =0 (1) 

(x 2 + y - 3) Jx 2 + y - 8 + (x 2 - y- 5) Jy - X 2 = 4 - X 2 (2) 


r .. , \y -X 2 >0 [y > X 2 > 0 Ịy >0 

<•&» Lời giai. Điêu kiên: í ++1 1 

[x 2 + y - 8 > 0 |y = 8 - X 2 > 0 [-2V2 < X < 2ự2 


X Y 7x 2 


(1) «(3x-yHy + xy + 2x ) = 0<=>(3x-y)- Ự/ + ịJ + 4 =° 

<=> y = 3x, do X = y = 0 không phải là nghiệm hệ. 

(2) <=> (x 2 + 3x - 3) • \Ịx 2 + 3x - 8 - (-X 2 + 3x + 5) • \Ị-X 2 + 3x = 4 - X 2 
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> [(x 2 + 3x - 8) + 5] \Ịx 2 + 3x - 8 - [(-X 2 + 3x) + 5 ] \J-X 2 + 3x = 4 - X 2 


(\jx 2 +3x-8) 3 + 5.\ịx 2 +3x-8 - (yj-x 2 + 3x) 3 + 5.^-x 2 + 3x = 4-x 

<=> /(^/x 2 + 3x - 8) - y (\/—X 2 + 3x) = 4 - X 2 (3) 

Điều kiện là ^4 —— < X < 3. 

2 

Xét hàm SỐ /(í) = t 3 +5t có /'(í) = 3f 2 + 5 > 0, nên /(í) đồng biến trên D.» 

k/x 2 +3x-8 >\f-x 2 +3x <=>x 2 >4<=>4-x 2 <0 
[/(yx 2 +3x-8) > /(y-x 2 +3x) <=> /(Vx 2 + 3x-8)-/(V-x 2 +3x) > 0 
Suy ra phuơng trình (3) vô nghiệm. 


„ TA , vx + 3x-8 < v-x + 3x<=>x<4<=>4-x>0 

Nếu . - — _ : ' _ . 

[/(yx 2 + 3x-8) </(y-x 2 +3x) <=> f(\Jx 2 + 3x-8) -/(y-x 2 +3x) <0 

Suy ra phuung trình (3) vô nghiệm. 

Do đó phuơng trình (3) chỉ có nghiệm khi và chỉ khi: 

o , XT õ / „ 2 , „ „2 ,1 „ f x = 2 => 1/=6 


Vx +3x-8 = V-x +3x <=>x =4<=>-T _ 

[x = -2 (L) 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = j(2; 6) j • 


ỉ + i = 9 


BT 582. Giải hệ phuong trình: 


( _ y „ x/" „ A 

1 1 ( 1)1 

ịỊỹ\tỉx , 


+ 1 =18 


-vv 1,1 

<•&» Lời giải . Điều kiện: X ^ 0; 1/^0. Đặt a = -2 =; ỉ> = —=. 

yx ịỊy 


a 3 +b 3 =9 1 (rt + ỉ>) -3rtỉ'(fl + ỉ>) = 9 

(rt + ỉ>) (ữ + 1 ) (ỉ> + 1 ) = 18 + ỉ>) (rtb + + ỉ) + 1 ) = 18 


«(«)«{ 


S 3 -3SP = 9 

s(p + s + 1) = 18 


<=> ị 

ị3SP =s 3 -9 

<=> 1 

ís = 3 

=> ị 

\a + b = 3 

<=>) 

V 

> 

T"H 

II 


[(S-3)(S 2 +6S + 2l) 

= 0 

[p = 2 ] 

[ab = 2 

[b = 2 [ 
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-^ = 2 4= = 1 


- 4=1 -4=2 V=1 y 


1 X = 1 

X — — 

8 V < I (thỏa mãn điều kiện). 


BT 583. Giải hê phương trình: I x 

\x(y 3 +2) = -6 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 


Do X = 0 không là nghiệm hệ. Với Xí=0 thì 4 • 


(0 (x;j/eũ). 


3j/-2 = -4 


y +2= -- v 

1 X 


„ V1 , 2 \ í 3y - 2 = í 3 íf 3 + 2 - 3i/ = 0 

Đặt t = - — thì (zz) \ ; _ _ <=> <4 

X v 7 [y 3 +2 = 3f [y 3 +2-3Í = 0 

/ \ 2 o 2 

=>í 3 -y 3 + 3(f-y) = 0 (í — y) t + ỵ~ + -4 + 3 = 0<=>í = y. 

{ 2 J 4 


y 3 - 3y + 2 = 0 


y=-2 ,, y=i ,, 


X = 1 X = -2 


là các nghiệm hệ. 


BT 584. Giải hệ phương trình: 


2 , 2 13 

X +1/ = ^7- 

y 2 

„2 , „3 35 

3y x + x = — 

l 2 


(0 (x; y G □ ). 


/&• Lời giải . Đặt 


l::!4Í4441h*’ i (')«í 

Ịỉ7 = X - 1 / Ịfl 3 +b 3 =2(x 3 +3y 2 x) w Ị 


a 2 +b 2 = 13 
ữ 3 +fc 3 =35 


(fl + fe)“-2fl& = 13 flfr = ( a + k) 2 13 

' 4 <4 2 

(a+b) -3ab(a+b)=35 [(„ + ^_39(„ + í ,) + 70 = 0 

a+b = —7, , ía+b-5 “ +f, = 2 

(wv) V 4 V 4 9 

ab = 18 v 7 4 = 6 ab = ~ 

k o 


+ ỉ> = -7 
rtỉ> = 18 


ía + fc = 5 r + b 4 2 

V < 9 

4 = 6 ab = -~- 
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2-^22 


2 

2-n/22 


5 

5 

X = — 

X = — 

2 

2 

V 

V 1 

1 

1 

1 / = -- 

X = - 

r 2 

l 2 


RT , C , , J(x-i/) 2 (3x 2 +2xị/ + 3>/ 2 -20) + 1 = 0 

BT 585. Giải hê phương trình: ị _ (i) 

[2x 2 -5x- 2xy + 5y = 0 

, ... í(x-i/) 2 (3x 2 +2xi/ + 3i/ 2 ) + l = 20(x-i,/) 2 (1) 

*»» Lời giải . Ta cỏ: (i) «■ <! v . v _ 

4 [2x(x - y) = 5(x - y) (2) 

Do x = y không là nghiệm nên chia (l) cho (x - y f và ( 2 ) cho x-y thì hệ: 


3(x 2 + ]/ 2 ) + 2 x 1 /+ ---j-20 

(*-y) 


2x H—-— = 5 

z-y 


(x-y) 2 + -— 

T (*-y)J 

L 1 V 

X-1/H - +x + y = 5 

\ x-y) 


+ 2^x + i/j —20 


Đặt: a = x- 


y + ——, Ịja|> 2 ); ỉ> = x + y thì hệ <=> I 


ífl = 2 

14 

a = — 

3 

1 

X - y H--— = 2 

> 

CO 

II 

<=H 

b = - 
l 3 

x-y V < 

X + y = 3 


x-y = 1 x_ y 

2 v i 

X + \J = 3 


7 ■ 2\TÕ 

3 


X + ỉ/ = 3 


x-}/ = - 


X + y = - 
{ ‘ 3 


s [fl 2 +2b 2 =22 
? <=> < 

[a + b = 5 

1 14 

*-y+-^-=v 

x-y 3 

x + ỉ/ = ỉ 

7-2%/ĨÕ 


3 

-3-yị' 

3 


-3 + V 


là các nghiệm. 
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BT 586. Giải hệ phương trình: 


.,2 , . 2 \ , 3 85 

4(x + X1/ + y ) + -———7T= . 

(x+y) 2 3 


2x + 


1 13 

x + y 3 


(x;j/eũ). 


Lời giải . Điều kiện: x^-y thì (í) <=> 


(x + y) + 


{x + y) + 


2 1 


(x + y) 


2 85 


+ (x-y) =y 


,, A 13 

+(*-y)= 3 


Đặt 


a = X + y + - 


x + y thì hệ phương trình <=> 
b = x-y, (|fl|>2) 


x + 1 / 

9(fl 2 -2) + 3fc 2 =85 


,13 
a + b = ^r 
3 




3(ữ 2 -2) + b 

a + b = ~r 
3 


2 85 


<=> 


13 II.. 

b = =—a; \a\>2 
3 11 

, 2 26 140 _ n 

4ữ - _ a- 1 2— = 0 
3 9 


10 

l fl= „ 

<^<1 3 

6 = 1 


X + y + 


1 10 

X + y 3 <=> 


[x = l + y 


y =1 


x-y = l 


2 „ „ „ <=> í _ 

3y 2 - 2y -1 = 0 [x = 2 


V 1 


y=-ị 

2 

X = — 

3 


BT 587. Giải hệ phương trình: 


4xy+ 4(x 2 +y 2 ) + 


2xh—-— = 3 
x + y 


(x + y) 


= 7 


(0 (x;y eũ ). 


Lèn giải . Điều kiện: x^-y thì (í'i o 


(x + y)" + 


1 


2 1 


(■ x+y) 


+ (x-y) 2 =7 


(») 


(•^ + J/) + —-p— + (x -}/) = 3 


x + y 


Đặt 


a = X + y + - 


* + y thì (»)<=> 
y = x-y;(|;/|>2) 


[3(ữ 2 -2) + 6 2 =7 Jỉ> = 3-fl;|fl| > 2 
a + b = 3; |fl|>2 |2fl 2 -3fl-2 = 0 


<=> 


|fl = 2 
6 = 1 


* + y + ĩ7T 2 «í! + y = !«í" = i (thỏa diều kiện). 
*-y = l k-y' 1 l» = 0 
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BT 588. Giải hệ phương trình: 


19 

X 2 + y 2 + 6xy - - ———- + 4 = 0 


{x-y) 8 


2y-- L - + f = 0 
x-y 4 


(0 (*;yeũ). 


<&■ Lời giải . Điều kiện: X + y thì (í) o 


16(x + y) 2 -8 


y-x + - 


1 


Y 


4(x + y) + 4 y-x + — 


y-x 


+ 25 = 0 


+ 5 = 0 


Đặt: a = 




X + y; b = y — X + ——— ,(ji>|>2) thì hệ <=> j 

í R ív-ĩ 


5 


5 

13 

a = — 

4 

5 

y + X = 4 

y + x 4 _ 

X = —— 

8 

<=> 

4 V - 

<=> 

V i 

, 5 


1 

3 

b = -~ 

2 

y - X = -2 

1/ - X = — 

r 2 

y = -- 

r 8 


y-x, 

lỏa 2 -8b 2 +25 = 0 
4fl + 4Ỉ> + 5 = 0 


7 

X = - 

8 


BT 589. Giải hệ phương trình: < X - 1/ + 18 


X + 2y + 3xi/ + 3 — 0 


Lời giải . Đặt: 


ưngumn. ÍX-y + iữ ơ/ 

Ịfl = ựx-y >0 _fa 2 =x-y_Í2x = a 2 +ỉ> 
Ịb = x + y + 0 Ịỉ> = x + y [2y = ỉ>-a 2 


3 

y = 4 

‘ 8 


(/) (x; y e □ ). 


nên: 


• X 2 + 2y 2 + 3xy = ^ — thì (ị) <=> 


|3Ỉ> 2 -ỉ>rt 2 + 6 = 0 
\a 2 + 18 = 9ỉ> 2 fl 


Í9ỉr-3to 2 +18 = 0 ịii) , V 

<=>< " 4 v =>(9b -a ) + 3ab(3b-a) = 0 

Ịrt 2 -9ỉ> 2 fl + 18 = 0 v 

oị3b - a)(3Ỉ7 + ữ + 3aỉ>) = 0 oa = 3b V 3b + a + 3ab = 0 . 
Với 3ab = -(3b + a ) thì (n)=>9fr 2 + a(3ỉ> + a) + 18 = 0 


<^> 3i> 2 + 3ab + fl 2 +18 = 0 <=> 3 


\ 2 2 

i> + 4 Ị + 4- +18 = 0: vô nghiệm. 


TT ,. ,, /.,\ 9 , ífl = 3 íx-i/ = 9 íx = 5 

Với a = 3ỉ> thì ịii)oa -a + 18 = 0 <=>4, '=>1 * .<=>1 

v 2 [b = l Ị X + y = 1 [y = -4 


BT 590. Giải hệ phương trình: 


7 


(x 2 + y 2 ) 


X 


1 +- 


„2 2 

V * y y 

„2 I 1 \ _ 0../..2 


= 16 


(0 (vyei ) 


y(x +1) = 2x(y +1) 
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1 1 

Lời giải . Điều kiện: xy + o. Đặt: a=x+—; b = y + — thì (í)<=> 

XI/ 


iT = 2 

<b 

a 1 + b 2 = 20 


<=> • 


<=> • 


= 2 b 

<N 

II 

CM 

1 

II 

<++ - 

V • 

=>4 

= 4 

0 = 4 

' a 
II 

í 


b = -2 X 2 - 4x +1 = 0 X 2 + 4x +1 = 0 


: = 2±s .. \x = -2±s 


y = 1 


V 


y=-! 


BT 591. Giải hệ phương trình: 


(thỏa mãn điều kiện). 
{x + y)\ 


( 1 + ^ 


V ỵ y) 

y 


=4 

= 1 


(0 (*;y eD ) 


X 2 + 1 + y 2 +1 

1 1 \ ab = ị 
<•&” Lời giải . Điều kiện: xy + o. Đặt a = X + —; b = y + — thì ( i ) < I I 

X - y w - + ± = 1 

b 


«• 


II 

a + b = 4 

ịa = 2 

íx 2 -2x + l = 0 

íx = l 

< <=> • 

<=> • 

=>• 

- <=>• 

1 

[a + b = ab 

II 

<3 

[6 = 2 

[y 2 - 2y +1 = 0 

[y = 1 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = |(1; 1) j • 


BT 592. Giải hệ phương trình: 


2 X 2 \J + y 2 x + 2 y + x = 6 xy 

1 y . X . 
xy + — + — + — = 4 
xy X y 


(0 (*;yeũ) 


✓â” Lời giải . Điều kiện: X ^ 0, y + 0. 


(0 




1 

X H- 


f ỵ\Í 


X + - 


+ ỈỊ -\ — 6 

ỵ (n).Đặt 
= 4 


1 

y + 7; , 
V y 


a = x + — 
x 

6 = 1 / + — 

y 


(h)^| 


2a + b = 6 
ab = 4 


<=> < 


Ị 6 = 6 - 2fl 

2fl 2 - 6rt+ 4 = 0 


<=>< 


[fl = 2 

í 6 = 2 

X = 1 


V 


[rt = l 
fc = 4 


x 2 -2x + 1 = 0 x 2 -x + 1 = 0 Íx = 1 , _ w 

V < „ ( (thỏa mãn điêu kiện). 

y 2 -2y + l = 0 1 y 2 - 4y +1 = 0 [y = l 
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í í 1Y 

(x 2 + y 2 ) 1 + — =8 

BT 593. Giải hệ phương trình: < J (í) (x;ye[ ) 

, ( I Ỵ 

(x 3 +y 3 ) 1 + — = 16 

l *yj 

-vv 1 1 / \ ífl 2 +ỉ> 2 =8 

Lời giai . Điêu kiện: xy * 0 . Đặt íỉ = X + -; p = V + - thì (z) <=> <^ 

y X +ỉ> =16 

Jfl+6=4 jfl + 6 = -2-2v§ jfl + fe = -2 + 2M§ 

1«6 = 4 Ịa6 = 4 ! 4v3 Iíỉ/>-4 4y3 

Jx =2 \x=s~2+4ĩs \x=s-i-'!*Ệ 

|y= 2 y=v ĩ-1-sỊĩS y=s~i+^lĩs 


y=2 

V “ > - 

__ , , íi/ + xir=6x 2 

BT 594. Giải hệ phương trình: ' 

[l + xy =5x 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 


.... |Ặ+£-« 

Do X = 0 thì (ỉ) vô nghiệm nên hệ <=> I x x 

4-+/=5 

X 


(0 


(x;y eũ ) 




'l , ^ 

z + y 

v x y 


= 6 


'1 ,^ 2 

v x , 


-2. —= 5 



y 

a = — 

\ab = 6 

a = 2 

íx = 1 

Đặt < 

x thì hê <=> \ 

, <=> \ 

<=> \ 

V 


u 1 

b = - + y 

l X 

[b 2 -2a = 5 

[6 = 3 1 

[y= 2 


1 

X = — 


BT 595. Giải hệ phương trình: 


x(x + y +1) - 3 = 0 
, 2 _ 5 

X 


(x + y) -42 + 1-0 


y = 1 

(0 (tf d ) 


/&» Lời giải . Điều kiện: X ^ 0 thì (/) <=> i 


x + y + 1- — = 0 
(x + y)" --T + 1 = 0 


Đặt 


a = x + y 

'<1-36 + 1 = 0 

6 = 1 

b = - 

2 J 

X = 1 

ị 1 . Hê <=> • 

<=> • 

V 

V < 

b = - 

X 

ữ 2 -56 2 + l = 0 

a = 2 

1 

a = - 
2 

y = 1 


X = 2 

y=- 
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BT 596. Giải hệ phương trình: 


, , Jx 2 + l + y(y + x) = 4i/ 


(x 2 +l)(i/ + x-2) = y 


(0 (x-yGũ) 


>&■ Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Do y = 0 không là nghiệm (; ) nên hệ 

X 2 +1 




y 

X 2 +1 


X 


: + (}/ + x-2)-2 
(y + x-2) = \ 


Đặt 


a = ■ 


X +1 


y thì hệ <=> 
b=y+x-2 


írt + b = 2 

ífl = l 

íx = 1 

X = -2 

1 <=> ■ 

{ =>- 

v< 


[flỉ> = 1 

\b = l 

ừ = 2 

U-) 

II 


'ui' 


BT 597. Giải hệ phương trình: 

I (x + y) 1 + 

l xy ) 

sĩ* Lời giải . Điều kiện: xy*0 . Đặt a = x + 


1 

xy + — = 2 
xy 


(0 (Tyeũ) 


= 4 


<=> 


h: 2 ^ T 2 IT°=>X=!/ 

ịb = 2 [xy-2x + l = 0 


1 1 I 

—; b = y + — thì (z) <=> t 
y X [ 

fx = y Jx = l 

Ịx 2 -2x + 1 = 0 jy = l 


ab = 4 
fl + ỉ> = 4 


BT 598. Giải hệ phương trình: 


(X 2 + 1/ 2 ) 


(x + y) 


1+ — 
xy ) 

\ 

xy, 


45 

4 


'i + 2 -ì 


(0 (x;yeũ) 


<•&» Lời giải . Tập xác định: D=D . 
Điều kiện: xy ^0 . 


1 

Đặt a = x + —; b = y + — 
y ' X 




L 

2(a + b) = 9 


1 , , [ 4 (fl 2 + ỉ> 2 ) = 45 

ị thì /« r " ' 

X [2(a + b) = 9 

í 9 r 




9 


2 ab 

= 45 

a + b = — 

9 

a = 3 

_ 

<=> < 


3 v " 



, 9 

b = - 



ab = — 

{ 2 

[ 2 { 


3 

a = -- 
2 

b = 3 


742 



khangvietbook.com.vn - ĐT: (08) 3910 3821 - 0903 906 848 


xy - 3í/ +1 = 0 ịx = 2 y 


2 xy -3x + 2 = 0 \x -3^ 

<=> ■; 

2 xy - 3y + 2 = 0 íy = 2x 


xy - 3x +1 = 0 


_ ^ 1 1 v 1 1 
-3x + 2 = 0 ^ = 2 ^ = 1 

<=> . 


y 2 -3y+ 2 = 0 


x = ^ Ị X = 1 

2 V _ 


BT 599. Giải hệ phương trình: I { ^ 

[x y - X = 2y 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 


(x; y e □ ) 


Do y = 0 không là nghiệm hệ nên (; j ■ 


X 1 _ 

—+ x — = 3 

y y 

i-iì = 2' 


n ỉ/ 


a = x — 

y 


{r= 6 2 = 3 ^ {n 1 v t : 2 ^ G2 y) = {(2; 1); (-1; - ; (1 ± 1 ± . 


fx 3 y 3 + 8 = 16i/ 3 
BT 6ỠỠ. Giải hệ phương trình: -Ị 

[x(xy + 2) = 8y 

Lời giải . Tập xác định: D = □ . 


(x;y eũ ) 


Do y = 0 không là nghiệm hệ nên (/) <=> • 


X 3 + - =16 


X 2 2x „ 
— + — = 8 

. y y 


(ii) <=> 


a 3 + b 3 = 16 írt=2 Jx=2 
a 2 b + 2aỉ> = 16 1 ỉ> = 2 1 y = 1 


Kết luận: Tập nghiệm của hệ phương trình là s = (x;y) = j(2; 1) j • 
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BT 601. Giải hệ phương trình: 


X 2 +1 + y 2 + xy = 4 y 


x+y-2= 


y 


(0 (*;j/ eD ) 


l + x 


/è- Lời giải . Do y = 0 không là nghiệm hệ nên xét y + 0. 


Chia hai vế của phương trình thứ nhất cho y + 0, thì (ỉ) <=> 


xr +1 ^ 

Đặt a = ——-—; b = X + y thì hệ <=> 

y 


X +1 


ữ + 6 = 4 

\a = 1 

íx = 1 , í 

1 <=> 1 

. => 


6-2 = - 

CO 

II 

[y=2 1 

a 



+ x + y =4 


x+ y- 2 =-r-, 

X +1 

x = -2 
y = 5 


BT 602. Giải hệ phương trình: 


[(x 4 - 2x 3 + X 2 )(1 + y 2 - 2 y) = 16 y 


(0 (*;y eD ) 


\2x 2 y-2xy + y 2 - 10 y + 1 = 0 
<•&» Lời giải . Do y = 0 không là nghiệm hệ nên chia mỗi vế cho I/ + 0: 


ơ)<=> 


„2 „\2 (y 1) 


(x -x) 


= 16 


1/ 


2•(x 2 - x) 2 + ——— = 8 


y 


a = x -X 


và đặt ị ịy - lý thì hệ <=> 


[fl 2 ỉ> = 16 
\2a + b = 8 


<=> ■ 


a = 2 


1 = 1 +yỊE 
b = 4 b 6 2v3 


hoặc 


hoặc 


.(x;y) = (- 1;3±2V2),(2;3± 


y 

\a = 1-S 
\b = 6 + 2\Ỉ5 

1 + 


Kết luận: (x; y) = (-1; 3 ± lyỊĨ), (2; 3 ± 

BT603. Giải hệ phương trình: í<* + l)’(y + l)’=-9iy 


/ 

1ÈÉ ± Ế ; 4-^+2,/tti 


(0 (*;yeũ) 


Ị(x 2 +l)(y 2 +l) = -10xy 
/ê* Lời giải . Do x = y = 0 không là nghiệm hệ nên xét X + 0, y + 0. 


(0^> 


I (x 2 +1 + 2x) • (y 2 +1 + 2y) = -9xy 
[ (x 2 +1) • (y 2 +1) = -lOxy 




^x 2 +l 


+ 2 


í ..2 


y 

X 2 +1 y 2 +1 _ 10 
X y 


+ 2 


= -9 
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Đặt a = 


X 2 +1 


; b = 


y 2 +1 


Khi đó: (ii) <=> 


Ị(fl + 2)-(Ỉ7 + 2) = -9 
I ab = -10 


a = -4 ị 5 íx 2 +l = -4x í 2 . -1 _ 5 

= _ ^ J_ — - ^ 

Giải hệ này, tìm được: < 5 V ■< 2 => í 7 5 V ■< 2 

& 2 [b = -4 [y 2+l = ịy [y 2 +l = -4y 

x = -2±s íĩ x = 2 

<=> < y - 2 hoặc < X = Ặ 

1 L 2 

p 2 [y = -2±s 

Kết luận: (x;y) = I (-2 ± n/Õ; 2); í-2 ± ựõ; ịì; (2; -2 + Syịb -2 ± ì Ị • 

[ V 2 / V 2 )) 

BT 604. Giải hệ phương trình: I x y 0 (/) (x; y e □ ) 

[x + 3x y - 5x + y = 0 

-ộ” Lời giải . Nhận thấy (x;y) = (0;0) là 1 nghiệm hệ. Xét X^O: 



y 

x+y +—=3 



V 

X + — + y = 3 

r 

r 

(0 <=>■ 

X 

2 


<=> < 

/ \ 

2 

(«) và đặt < 


X 2 +3y + ^- = 

= 5 


Ì/ 

x + - 

+y= 

= 5 


X 







írt + ỉ> = 3 

í ữ 

= 2 

fa = -1 

fx = 1 

(») <=> 



hoăc í 


Suy ra: i 

LO 

II 

+ 

l b 

= 1 

u 

b = 4 

[y = 1 


, y 

ữ = x + — , 

X thì: 

b = ij 


Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x; y) = j(0; 0); (1; 1) j 
BT 605. Giải hệ phương trình: 


1/ +4xi/ + i/-2x = 0 (1) , 

, ; , . 7 _ „ _ _ ( (x;y eũ) 

4 . o_2 . ,.2 . o,.2 ^ /T\ ' ' ' ’ 


y 4 + 8xy 2 + 4x 2 + 3y 2 =0 (2) 

/ê* Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

Khi y = 0 => X = 0: thỏa mãn hệ nên (x; y) = (0; 0) là một nghiệm của hệ 
Khi y * 0 thì chia (1) cho y chia (2) cho y 2 * 0, ta được: 


(i) <=> 


2x 

y - — + 4x +1 = 0 

y 

4r 2 

y 2 + —+ 8x + 3 = 0 

y 




A 


2x 

y-y7 

V yy 

' 2x" 2 

y-y7 

V y y 


+ (4x + l) = 0 


(») 


+ 3 • (4x +1) = 0 


Đặt 


a = y - 


2x 


y • Khi đó: (ii) <=> < 
b = 4x +1 


|fl + ỉ> = 0 
rt 2 + 3Ỉ> = 0 


<=> • 


|fl = 0 
6 = 0 


V 


ịfl = 3 
ử = -3 : 


X = —1 

y =1 ’ 

y=2 
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Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x; y) = j(0; 0); (-1; 1); (-1; 2) j • 


BT 606. Giải hệ phương trình: 
Lời giải . Điều kiện: 


, , 4 2x + y + sjx + y - 2 


(/) (x;yeũ) 


ựx+y+x-y=l 

m* I 3l ' +;,ì S Đặt í“ = VfE^ 0 .Khiđó 


ự) ■ 


ịa + b = 2 
\b + a 2 -2b 2 =1 


<=>« 


X + y > 0 

7 - 4 . 


a = - 


b = 


3 « V 2Ĩ 


b = JxTỹ>0 

„ ,35- 

3x + y = —— 


X + \J = 


15 3v2Ĩ 


<=>« 


x = 5-x/; 

5 vĩĩ' 

y=—^~ 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm là s = (x; y) = ‘ 

_ . , \j7x + y + Jlx + y = 5 

BT 607. Giải hệ phương trình: ị * ' 

[^J2x + y + x-y = 2 

Lời giải . Điều kiện: 7x + y>0, 2x + y>0. 


5-V21; 


5- 


(0 (TỊ/e n) 


Đặt 


f a .^>0.f" + t = 5 „ 

[|,=^>0 ^-5 

i 2 

/tĨ 77 = Í^ L +v = 151-15^7 m 10 _^ 

, •' . •; ° •' y"" 

4 2x+ y = 2 \ 2x +y =—— r 2 

i: So với điều kiện, tập nghiệm là s = (x; y) = I 10 - sỊỹỹ ; — I 

(xy + 3) 2 + (x + y) 2 = 8 (1) 

Giải hệ phương trình: X y 1 (x; y e □) 

?+ĩ + 7+ĩ 4 (2) 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm là s = 

I (xy + 3) 2 + (x + y) 2 = 8 (1) 

BT 608. Giải hệ phương trình: 

X 2 +1 y 2 +1 

/&* Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(1) <=> x 2 y 2 4- X 2 + y 2 +1 = -8xiỊ/ <=> (x 2 +1) • (y 2 +1) = -8x1/ (3) 

Do X = 0 hoặc y = 0 thì hệ vô nghiệm nên xét X & 0, y V 0. Khi đó: 


(3)0 


X 2 +1 y 2 +1 
X ' y 


= -8 (4) và đặt a = ———; b = 


y 


X +1 y +1 


thì: 
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(2), (4): 


\ = -8 


-1 

1 

a = — 

a = — 

2 

4 

V 

<=> ì 

, 1 

, 1 

b = - 

ỉ> = -— 

{ 4 

2 


X _ 1 X _ 1 

X 2 +1 2 X 2 +1 4 

V < 

y 1 ỵ 1 

y 2 +1 4 y 2 +1 2 


|X = -1 Jx = -1 IX = 2 - %/3 |x = 2 + V3 

°|y = 2-^ v |y = 2 + ^ v |y = -l v Ịxl-l 

Kết luận: Tập nghiệm cần tìm là s = (x; y) = j(-l; 2 ± V3); (2 ± -J3; -1)| 

, í Jllx -y -Jy-X = 1 

BT 609. Giải hệ phương trình: ị _ (/) (x; 

Ự^Ịy-x + 6 y - 26x = 3 

Lời giải . Điều kiện: llx-y>0, y>x. 


X = —1 


BT 609. Giải hệ phương trình: 


(0 (*;yen) 


a = Jllx-y >0 

y_ thì hệ (/)<=> 
b = s jy-x> 0 


a-b = l ịa = 2 

7b-2a 2 +Ab 2 =3^16 = 1 


Suy ra: 


lx-y = 2 [llx-y = 4 

_" <=> •< " <=> • 

' — X = 1 1 —x +1/ = 1 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = ị 2-; ^ 

12 2 


BT 610. Giải hệ phương trình: 


2J2x - 3 y + J5-x + y =7 


[3^5 - X + y - ^2x - y - 3=1 

Lời giải . Điều kiện: 2x>3y, 5 - X + y > 0, 2x - y - 3 > 0. 


(0 (*;y £ ũ) 


a = ^2x-ày> u 2ữ + c = 7 rt = 3 

Đặt < b = ^2x y 3 > 0 thì hệ (í) <=> < 3c -ỉ> = 1 <=><b = 2 

r = .ls — r+i/>f) ữ 2 +ỉ> 2 +4c 2 = 17 C = 1 


Ịc = ^5-x + y>0 ' 

Íự2x-3y =3 Í2x-3y = 9 


IX — 3 

Suy ra: <! J2x -i/-3=2<=><Ị2x-y = 7 <=><! 

,--— , y = -l 

v 5 X • 1/ 1 [-x + y = -4 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = |(3;-l)j • 


BT 611. Giải hệ phương trình: 


x 3 y(l + y) + x 2 y 2 (2 + y) + xy 3 = 30 

2" (0 ( x ;y eD ) 


[x y + x(l + y + y ) + y-ll = 0 
Lời giải . Tập xác định: D = □ . 


747 



Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 
í xy ■ (x + y) ■ ( x + y + xy) = 30 \a = xy.(x + y) 


(0 <=>• 
(ii) <=> 


xy-(x + y)-(x + y + xy) = 30 Đăt 
xy ■ (x + y) + X + y + xy = 11 


b = X + y + xy 


• Khi đó: 


ab = 30 í fl = 5 1 a = 6 |xy • (x + y) = 5 [ XI/ • (x + y) = 6 

fl + ỉ> = ll [z? = 6 [ỉ> = 5 [x + y + xy = 6 \x + y + xy = 5 

ịxy = 2 \xy = 3 Ịxy = l Ịxy = 5 

Ịx + y = 3 \x + y = 2 Ịx + y = 5 [x + y = 1 

3 • V 2Ỉ í 5 + %/2Ĩ 
[x = 2 [x = l x = x = —^~ 

'1 _ V / „ V / r — V < — • 

;>/ 1 Ly = 2 5 + V21 3 V 21 


Kết luận: Tập nghiệm cần tìm là s = (x; y) = |(2; 1);(1; 2); ——2^-; I • 


BT 612. Giải hệ phương trình: 


x + ^2Ĩ/=6 


Zx + 5 + 


j2i/ + 9 =8 (2) 


(x;yeiặ) 


Lờ/ giải . Điều kiện: X > 0, y > 0. 

T ây Ị + (2) Ị 'Jỉx + ~5 + \fĩx + yị2y + 9 + ^Ịĩỹ = 14 
ay !(2) (1) * ' V 2x • 3 \ 2x . v 2i/ ! 9 - y 2y - 2 

í \j2x + 5 + \Í2x 4- \Ì2y + 9 + \Í2y — 14 f 


- - ■ - 9 - = 2 
lx + 5 + ^Í2x v 2i/ i 9 i ý2y 


fc = 9 


(/). Đặt 


fl = v2 xT5" + %/2x >0 
/> > ;2i/ • 9 I v 2i/ > 0 


a + b = 14 

a = 7 

5 9 <=>• 

_ hoặc í 

- + - = 2 
_a b 

II 


Suy ra: 


\[2x + 5 + %/2x — 7 í V2x + 5 4* yj2x — 5 

\ 2.1/ • 9 + yỊĩỹ = 7 |^2i/ + 9 + ^2y = 9 


200 ly = 8 


49 

242 200 
49 ; 49 


, ^ ( 242 200 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm là s = (x; y) = Ị (2; 8); 727 • 722. 


. , L/8x 2 -8xy + 2x + 2y 2 -2 = ựx-l+2x-y (1) 

BT 613. Giải hệ phương trình: <! ■ __ ■ * " 

[4x%/x^ĩ = 17-i/ 2 (2) 

/&■ Lờ/ giải . Điều kiện: X > 1 thì (1) <=> J2(x-V) + 2(2x-yf =2x-y + \[x-ĩ (3) 
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Đặt a = 2x-y, b ='ị X- 1 >0 thì (3)<=> \ỊĨa 2 + 2b 2 = a + b<^a = b. 

Suy ra: 2x-y = sfx-ĩ <=> 2x - -Jx-1 = y <=>4x 2 - ấxyjx-1 +x-ĩ = y 2 
Thế vào (2) => 4x 2 + x-18 = 0<=>x = 2=>y = 3. 

Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm hệ cần tìm là s = (x; y) = |(2;3)| • 


BT 614. Giải hệ phuong trình: 
Lời giải . Ta có: (í) <=> 

(ii) <=> 


fx 2 i/ + x 2 +2i/-22 = 0 

\ J \ l, Q _n {i) (X;ỉ/eD) 

[x -4x +y -6y+ 9 = 0 


x 2 .(i/ +1) + 2i/ -22 = 0 /;;v ^ yi 

y ' 7 . (ũ). Đặt 

(x 2 - 2) 2 + (y - 3) 2 = 4 


a = X 2 - 2 
b = y-3 

Ị(fl + 2) • (6 + 4) + 2 • (6 + 3) = 22 _ [fl6 + 4-(fl + 6) = 8 _ ịrt+6=2 
ịrt 2 +b 2 -4 




Ịab + 4-(a + b) = 8 ja + b = 
\(a + b) 2 -2ab = 4 |fl6 = 0 


V í“ = °4 x= f V |*=y£. 

> = 0 [6 = 2 [y = 3 [y = 5 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ phuong trình là s = (x; y) = |(±2;3);(• \ 2; Õ)Ị • 

X 4 + 2x 3 -5x 2 +y 2 -6x = 11 

BT 6Ĩ5. Giải hệ phuong trình: < 3 Jy 2 - 7-6 (0 (x; 1/ e ) 

v ) — = X + X 

l 

(x 2 + x)(x 2 + X - 6)+(y 2 - 7) = 4 


✓â” Lời giải . Điều kiện: X >\Ịỹ thì (ỉ) <=> 


3^7-6 = (x 2 + x)-^M 


(») 


Đặt 


„ _ 2 , „ ^ 1 

a = X +x >-- 


h =4y 2 ~y - 0 


4 thì (») <=> 


Suy ra: 


x 2 +x = 0 [x 2 +x = l 

Jy 2 -y =2 |ựy 2 -y = 3 


a.(a-6) + b 2 =4 [fl = 0 ja = l 
3b-6 = ab [6 = 2 [6 = 3 

-1 + y/E 




x = 0 

X = —1 V 

y=±v 


Kết luận: So điều kiện, s = (x;y) = ị (0;±yll);(-l;±yll); 


X = - 

y = ±4 
-—— ;±4 


V 




BT 616. Giải hệ phuong trình: 


, „ , 8 8 
X 3 + 3x 2 - 13x -15 = —- - — 

y y (0 (x;yeũ) 
y 2 + 4 = 5y 2 (x 2 + 2x + 2) 
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Lời giải . Điều kiện: 1/5*0. Ta có: (/)<=> 


(x + 1) 3 -16-(x + l) = 


ír ,\ 3 f 2 \ 

-4 


2 

vỹ/ 


\V J 


1 + 


Đặt 


ữ = x + 1 

, 2 „ thì hệ <=> • 

b = — 5* 0 


I fl 3 -16ff = ỉ> 3 -46 
[l + b 2 =5.{a 2 + 1) 




y ... = y- -Sa 2 

,3 r„3 _ /1,2 c„2\ /*„ u\ ^ OI „3 /I „í„2 r „2| 




vỉ/y 

3 1.3 


5[(x + l) 2 + l], (*) 


fl -b = 4.(4fl-6) 

t 


Suyra: a -b = (6 - 5fl ) • (4fl - 6) <=> 21fl -ấab -5ab = 0 

<=>ữ.(21a 2 -46 2 -5«6) = 0 <=>ữ = 0 hoặc 7a = ấb hoặc b = -3a. 
Vói a = 0, suy ra: x = -l=>y = ±l. 

8 124 

Vói 7« = 46, suy ra: X +1 = 2— thì (*) <=> ~~ + 4 = 0 : vô nghiệm. 

7i/ 49y 


2 . ,2 4 


Vói b = -3fl, suy ra: x + \ = --Ẹ- thì (*) <=> y 2 = -2 <=> 


3y 


9 


X = -2 


y=- 


2 V 


x = 0 


y=- 


Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm hệ là s = (x; y) = ị (-1; ±1); 




í 2 a 

0; 3 

V Ó J 


BT 617. Giải hệ phuong trình: 


\xy-x-y = l 


[4x 3 - 12x 2 + 9x = -y 3 + 6y + 7 
Lời giải . Tập xác định: D = □ . 


(0 (*;yeũ) 


(0<=> 


|y.(x-l)-(x-l) = 2 
14(x -1) 3 + y 3 - 6.(y +1) - 3.(x -1) = 0 


(ú). Đặt 


\a = x-1 

v=y 


(i ii ) <=> < 


Ị ab - a = 2 

[4fl 3 + 6 3 - 6.(6 +1) - 3fl = 0 




ab = \a + 2 


ị 


4fl 3 + 6- 3.(26 + 2 + fl) = 0 


<=> ■ 


<=> • 


1 a6 = a + 2 
4fl 3 + 6 3 - 3.(21? + ab) = 0 




fl6= fl + 2 


ị 

4fl 3 + 6 3 - 3b.(a + 2) = 0 


ịab = a + 2 
14fl 3 + 6 3 -3ab 2 =0 


oi 


ab = a + 2 


í „\ 3 




-3 


V"/ 


+ 1 = 0 


o< 




ab = a + 2 
a , . « 1 

,7 = -l V f = - 

16 b 2 
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ab = a + 2 ịab = a + 2 


a = -b 


b = 2a 


1 + VĨ7 


1 /Ĩ7 
4 . 

l-yfỸ7 


Suy ra: (x;y) = 

V 


f 5 + ^/ĩỹ l + -v/ĩỹì f .V Í5->/Ĩ7 1-VĨ7 

= l •- / (z;y) = — - 

y V 


v J ' 1 4 2 
Kết luận: Tập nghiệm hệ s = (x; ự) = 

___ U* 

BT 618. Giải hệ phương trình: -Ị 


5 { n/17 1 } V 
4 ; 2 


5 \17 1 \ 
4 ' 2 


X - 1 - y(l + 2%/2x -1) = -8 


(0 (*;j/ eD ) 


Lời giải . Điều kiện: X > . Đặt 


a-b = 0 
ab = 4 


a-b = ~ r 9 

" 2 «írỉ 

,13 & = 2 

ab = —r l 

{ 4 


- IZ -— _ w v~/,y - 

y 2 + yy2x -1 + 2x = 13 

[fl = n/2x-1 >0 _2 , , 

Đặt { => 2x = ữ +1. 

l&=y 

-b) + s = 2ab ab = ^ + A 

2 

-b)- + 3ab = 12 ị 2 .(a-b) 2 +3.(a-b) = 0 

í V 61 3 


fl-Ỉ7.(l + 2fl) = -8 f(a — + 8 = 2aỈ7 flỈ7 = ———+ 4 

rì~~^> < <^> < 2 

b 2 +ab + a 2 =12 ị(a-b) 2 + 3ab = 12 L , r, 2 o 


4 

n/6Ĩ + 3 


Suy ra: 


X - 1 = 2 


>/61-3 


5 X = 

X = - 


<=><^ 2 V 

y =2 


_16 

V 61 • 3 


c_^.,A_Ií 5 .o\í 43- 3\ 6l \61 • 3;' 

Kẽt luận: So điêu kiện, tập nghiệm s = (x; 1 /) = < -;2 ; -—^—; —- > • 

' Ặ2 ){ 16 4 Jj 


3 , 2 J/ _ 1 

~ĩ ; 2—7 + _ f"-l 

X + y -1 X 

2 2 2 x , 

X + y - — = 4 


BT 619. Giải hệ phương trình: 


(0 (*;i/ eD ) 


Lời giải . Điều kiện: xy * 0; X 2 + y 2 * 1. Đặt fl = X 2 + y 2 - 1; b = —, (ab*0). 


[— + —= 1 

a = 2 , 

a = 9 

r-H 

+1 

II 

* 

ữ b <=> ■ 

hoăc 

■ Suv ra: 

. V 

a-2b = 3 

6 = -l 

ro 

II 

rH 

1+ 

II 

>1 
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Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = |(±1; +1); (±3; ±1)Ị • 

ịx + y + <Jx 2 -y 2 =12 


BT 620. Giải hệ phương trình: 


\Ịx 2 -y 2 = 


12 


(0 (x;yeũ) 


/â” Lời giải . Điều kiện: 


(*)«• 


I X 2 - y 2 > 0 
ỉ/>0 


Đặt 


\a = ^x 2 -y 2 
1 b = x + y 


■y = 


r h-Ể? 
0 - — 

b 


ífl + 6 = 12 






f -2 

ữ 


(7=4 

(7 = 3 „ 

íx = 5 


• 

V 

• Suy ra: 

V J 

2 

: 1 ^ 

1 

=12 

' < 3 - 
II 

00 

Ỉ7 = 9 7 

ro 

II 

>1 


2 . 

\ 

X = 5 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x;y) = |(5;3);(5;4)| 

12x + 3y - 4yfxỹ = 16 


BT 621. Giải hệ phương trình: 

h 

ịyz- 5 


: + 5 + \J I/ + 5 — 6 


(/) (x;yeũ) 


Lời giải . Điều kiện: 


\a = 4x + y „ 
Đặt ■ ' ■ thì hệ <=> 

1 b = 4xi/ 


-5 

X -~Ị~ thì (i) <=> 
xy > 0 

3(7 2v/> 16 


[3(4x + y)-4^ỹ = 16 

Ị 4 X 4- y 4- 2^4xy 4- 5(4x 4- y) 4- 25 — 26 


íĩ + 


-2yjb = 16 (7 = 8 X = 1 

r _ <=>1 , suy ra: 

2\lb 4- 5(7 4- 25 = 26 [6 = 6 [y = 4 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = |(l;4)j • 


BT 622. Giải hệ phương trình: 


X 3 + 3xy 2 = 25 


[x + 6xy + y = lOx + 6 y -1 
<•&» Lời giả/ . Tập xác định: D = □ . 

a + b 

x ~— í (7 3 4- ỉ> 3 - 50 = 0 


(0 (Tyeũ) 


Đặt 


(7 = X 4- y 

b = x-y 


}/ = - 


a-b 

~2~ 
\3 


thì (i) <=> • 


2(7 2 -8a-b 2 -2b + 1 = 0 


( 1 ) 

( 2 ) 


Lấy: (l)-6-(2)=>(ữ-4) =(-2-L) <=>ữ = 2-ỉ>, suy ra: x = 3y. 

. _ _ „ hỉ 1 • 2 \ 2 1(1-1 2\2 

(1) <=> 6Ỉ> 2 - 12ỉ> - 42 = 0 <=> 1 V ị "• 

\b = I-2V2 ỉ> = l + 2y2 


Suy ra: 


V 


íx + y = l-2>/2 Jx = l 

jx y- 1 1 2\2 Ịy = 2\Ỉ2 


|x + y = 1 + 

[x-y = l- 

Kết luận: Tập nghiệm của hệ là s = (x;y) = Ị(l;2\2);(l; 2\2)Ị 


|x = 1 

b/=- 
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BT 623. Giải hệ phương trình: ị V x J 


^1-x 2 ^ 


. 3 , 

+ xy + ị=y 

1 


(1) 


(x;j/eũ) 


(xy + 2) 2 +-V = 2y + V (2) 


<•&» Lời giải . Điều kiện: x^o. 


(2)o 


( 1)0 


1 


1 


XI/ + 2 —— = 0<=>xy + 2 = v <=> y = 


l-2x 


X 


^1-x 2 ^ 3 


V * J 


l-2x 


V X J 


V 


= i - — (*). Đặt t = — * 0 thì lúc đó: 

2 X X 


(*) <=> 6f 5 - 15f 4 + 8f 3 + 3f 2 + f = ^ (2 1 - 1) • (6í 4 - 12f 3 + 2í 2 + 4f + 3) = 0. 

1 3 

Với t = ị, suy ra: X = 2=>y = -V. 


Với 6í 4 - 12í 3 + 2f 2 + 4f + 3 = 0 


36x 4 - 72x 3 + 12x 2 + 24x +18 


6 


= 0 


<=> (6x 2 - 6x - 2) 2 +14 = 0: vô nghiệm. 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = 




_ ....... , L/46-2i/(3 + 8x + 8ỹ) = 2x + 6 

BT 624. Giải hệ phương trình: ị v 

[2ự4x + y + X + 2y = 1 

✓â” Lời giải . Điều kiện: 4x + y > 0 và y ■ (3 + 8x + 8y) < 23. 


(*) (vyeũ) 


(*)<=> 


4• (x + 2y) 2 + 6• (4x + y) = 10 Í4fl 2 +61r=10 \a = x + 2y 




2b + a 


= 1 


<=> 


Ỉ2ự4x 4* y + X + 2y — 1 

[fl = -l , [x + 2y = -l _ 3 _ 5 

[6 = 1 Ị 4x + y = 1 7-7 


với 


6 = ^4x + y > 0 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ cần tìm là s = (x; y) = 

( 1 ) 


BT 625. Giải hệ phương trình: 


X y _ 7 

'Jĩ-x ĩ Ạ-y 2 12 

1 1 _35 

<y/l - }/ 2 ^ ^ 2 


3__5 
7' 7 


(x; y e □ ) 


( 2 ) 

-í n ' ' 
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sằ- Lời giải . Điều kiện: 


|x| < 1 

jy I < 1 


• Lây 


f(l) + (2) 
(2)-(l)' 


suy ra: 


l+x + 1-y _7 
1 — X ịl + y 2 

1-* | Ị 1 + y 7 
1 + x vl-y 3 


(0 


Đặt a = 



1 7 

Ị +x >0; b- Ị +ỉ/ >0 thì (ị) <=> < 

fl + fc'2 J« = 3 , „ 

o L hoăc í 

ịl-x ]ị 1-y 

1 , 7 &=2 

- + b = - 1 


.a 3 


1 

a = — 
2 _ 

ỈJ = ! 

3 


Suy ra: 


|l + x 

ll + x 1 

1 í 

Vi-X 

y 1 — X - 2 

X = — 

2 

i f—— hoăc 

,-— <=H 

hoăc í 

(N 

II 

+ 

l + !/ = l 

1 

y = - 

IV^y 

h|i-y 3 

1 3 l 


1 

X = -- 

3 . 
1 


y = - 


Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x;y) = 


1 1 


2 ; 3 ; 


1 1 


BT 626. Giải hệ phuơng trình: 


2y 3 £_ _ 9 

X 4 x 3 + 5y 6 10x 2 

7 4 \ 


^ 3 +y 6 


X 3 + 5y 6 


+ 2 


22x 


(0 


✓â” Lời giải . Điều kiện: I 

9x 2 


X 0; X 3 + 5y 6 + 0 
X 3 + y 6 > 0 


Chia hai vế (í) cho thì: 


(*)<=> 


2 - 


X _ yx 
X 3 +5y 6 - 10y 3 

X 4 _ ^ 

* 3 + 5y 6 ~ 5Ậ 


x 3 +y 6 


(1) 

( 2 ) 


, (1) + (2) V ; 

(2)-(l) 3 


9x 2 llx 2 
20y 3 + sựx 3 +y 6 
X 4 _ llx 2 9x 2 
* 3 + 5y 6 ~5ựx 3 +y 6 20y 3 


X 3 + 5y 6 25. (x 3 +y 6 ) 400y 6 x 3 +5y 6 25.(x 3 +y 6 ) 400y' 

Chia hai vế cho X 3 0 và đặt t = thì (3) <=> 

X 3 1 + 5 í 25(1 + 0 400Í 

Suy ra: t = ^ => y 6 = ^7 • Lúc này (3) <=> 40\/x + 15x^ = 22xVĨ5 


(3) 


Do đó: (x; y) = 


4 •++ 

Ĩ5 ;± ĩ 50625 


64 


80 


102400 

81 
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Kết luận: So điều kiện, suy ra: s = (x; y) = {í-% ; ±ể-^—\ị ^ ;±A 6 / 10 ^ 0 ° ì|• 

7 ‘ [[15 V 50625 J ^ 3 V 81 JỊ 


DT 627. Giải hệ phương trình: 


6 4 =1 

x + y xy 

n , 1 r 2 ,1 _ 

+4+4 +4= 


(0 (x;yeD) 


Lời giải . Điều kiện: X + 0 và y^ 0. 

, , x + y 

6 + —— = x + y - 

xy 

(ỉ) <=> ị -— -— <=> < 

y 2 + \ + x 2 + \ = 2\fỹ 

V V 2 V X 2 


1 , 

X — + y — = 6 
X y 


X-— +2+1/-— + 2 - 


1 1 

Đặt a = X - — ;b = y - — thì hệ <=> 
X ' y 


a + b = 6 


V CI + 2 + yb +! 


=24 


: vô nghiệm. 


Kết luận: Hệ phương trình đã cho vô nghiệm. 

\ 3x ~y 


BT 628. Giải hệ phương trình: 


~ 2~~2 + 3x + y = 9 
X -y- 


(X 2 + 1/ 2 ) 


+ 5 + 2 xy — - 


(x 2 -xff _ (x 2 -y 2 ) 2 


Lời giải . Điều kiện: X 2 + y 2 


Hệ phương trình đã cho <=> • 


2-(x- y) + (x + 1 /) 
(x-y)-(x + y) 


+ 2-(x + y) + (x-y) = 9 


5 • (X 2 + y 2 ) + 2xy + = 35 

‘ (x-y) 2 -(x + y) 2 


' / J \ / J > 

2 x + y + ——— + x-y + ——— =9 

l x + y) l *-yJ 


3 X + y H - +2 X — y + 


1 1 / 

Đặt fl = x + y + ———; ỉ> = x-y + ——, (|rt|,|ỉ>|>2| thì 
X “ 1 “ y X y 


3a 2 + 2Ỉ> 2 = 45 \a = 3 


2a + b = 9 


<4 "=>(*;y) = y-;±4 , 


3. 4^ í 3 + 4 


2 2 2 


Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x;y) = ị ^;±4 ; 


3. 3 + 4 


2 2 2 
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BT 629. Giải hệ phương trình: ị ' L 

\3y - 4x 2 +2 = 0 

/ềr Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

^ í ( 2 * 2 + y) ■ [(2x 2 + yf - 3 • (x 2 - 2 y)] = 8 

1 ^\(2x 2 +y) + 2-(x ỉ -2y) = 2 


(2x 2 + y) 4x 4 - 3x 2 + y(4x 2 + y + 6) =8 

'ìr»v»* L 


(/’/’). Đặt 


a = 2x 2 + y 

b = X 2 - 2y 


(zz) <=> 


a-(a 2 -3b) = 8 ja = 2 
a + 2b = 2 ° 6 = 0 


Suy ra: 


2x 2 + y = 2 

X 2 - 2y = 0 


<=>(*; y) = ±^-;^ 


Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ phương trình là s = (x; y) = ị ± —; 


BT 630. Giải hệ phương trình: 


2 y + J2y - X +1 = 4xy 2 +X-1 


[x 3 - 6x 2 y = 8y 3 - 6 
Lời giải . Điều kiện 2y -X + 1 > 0. 

, A 112 xy 2 = 3 (2 y - x) + 3^2y - X + 1 + 3 

|x 3 - 6x 2 y - 8y 3 = -6 

=> -(2y-x) 3 = 3(2y- x) + 3\ 2i/-X +1 -3, (z'z) . Đặt í = 2y-x thì 

/■ 0 \ 

(z'z')<^í 3 +2í + 3n/íTĨ- 3 = 0 <=>f í 2 +2 + —==— =0 

v ' l vm+ij 

\ \ ỵ— _ 

<=> f = 0 => X = 2y thì (2) <=> y 3 = 2- => Ị/ = => X \ 2 : thỏa điều kiện. 


BT 631. Giải hệ phương trình: 


(x + 1 /) 1 + — - 5 

(* 2 + ỉ/ 2 )í 1 + -ẻrì = 49 


(0 (TyeD) 


1 1 / 

<•&» Lờz' giải . Điều kiện: xy^O.Đặt: a = x +—; b = y + — , (|rt| > 2;\b\ > 2 ) thì 

X y 

/A [« + fc = 5 [fl = -2 [a = 7 ,. ví ,7±3S) f 7 ±3sfE 

w \a 2 +b 2 = 53 [6 = 7 [6 =-2 1 [ 2 2 J 


BT 632, Giải hệ phương trình: 


^2x 2 + 81/ = py—p 


Ịx 3 -y = 


(0 (Tyeũ) 


x(4x -1) 
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rấ* Lời giải . Điều kiện: x*0; X 5* -1; X 5* 0; x*ị) X 3 > y . Đặt t = ■sỊx 3 - 1 / > 0 . 
lịx 3 -t 2 ) 

(2) <=> f = —^—— <=>4íx 2 -tx = 2x 3 -2t z <=>(x-2f)(2x 2 + íj = 0 


4x -X 


<^>x = 2t >0 => X = 2-ựx 3 -y <=>x 2 =4x 3 -4y <^>4y = 4x 3 -X 2 . 

V ^ 3/õir_7-4x 3 + x 2 _ „3 , 2 „0 _ .3. . 


< > \ o.v = 


X + X 


<=> 6x + X -7 = 0 <=>x = l=>i/ = —: thỏa điều kiện. 

J 4 


11 , 

BT 633. Giải hệ phuơng trình: < X y 


(0 (*;j/ e[] ) 


/x 2 -1 + Jy 2 -1 = Jxy + 2 


íã” Lời giải . Điều kiện 


2.2 . 2.2 
X + y = X y 


X 2 + y 2 - xy + 2ựx 2 }/ 2 - (x 2 + y 2 ) +1 = 4 


a = xy 
b = X 2 + y 2 


thì hệ <=> 


thì (ỉ) <=> 


b-a + 2võ 2 -i +1 = 4 a 2 -a-2 = 0 


ịa = -l ịa = 2 Jxy = -1 Jxy = 2 X - 1 / \ 2 

|fc = l ị& = 4 ^ịx 2 +y 2 =1 ịx 2 + y 2 =4 ° x = y = s 


<•&» Lời giải . Điều kiện 


a = X + y +1 


í \Ịx + 2y + 3 + J9x +10 1 / + 11 —10 

BT 634, Giải hệ phuơng trình: Ị ^ __ _ _ _ (í) 

[ựl2x + 13y +14 + ự28x + 29y + 30 = 20 

1 íx + 2y + 3>0; 9x + 10y + ll>0 íữ = x + y- 

Ịĩỉắỉ. Điêu kiên 3 _ _ __ __ _. Đặt 1 

[l2x + 13y +14 > 0; 28x + 29y + 30 > 0 [b = y + 2 

\ja + b ■ \ 9<ỉ 1 b =10 (*) 2Ị Viĩ • b ị ý9<? • b ) 20 

vl2íĩ • b + \28(í • b 20 \ ; 12íí ị/> • v 28,í •/> 20 

12rt + b + V 28iỉ + b = 2 ( \Ịa + b + 3 J9a + b ) chia hai vế cho \Jb đuợc: 


<=> ( 12^1 + 1 + ( 28^1 + 1 =2.P + l+2j9M + l. Đặt t = ị thì 

V w V w f{bj b 

< >yl2/ I 1 I v2K/ I 1 2v/ i 1 i 2ý9/ t 1 <^t = ị^>a = ịb 

4 4 

. , Ịõ~ Ịaq íx = 2 

(*)<=>.h-b + Ả—rb = 10 <=>5y b =10 <3>b = ấ^>a = 5 => í _ : thỏa điều kiện. 

w V4 V 4 |y = 2 
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BT 635. Giải hệ phương trình: 


(x-1)(nÍx 3 + 2 + 1) = - 

y 

X 2 + X +1 = y 


X 3 + 2 > 0 


Lời giải . Điều kiện: I x + • Lây (l).(2)=>(x 3 -l^Ụx 3 + 2 +lj = 3 (í) 

t y 

Đặt í = 4x 3 + 2 thì (í)<z>(í 2 -3)(í + l) = 3 <=>(í-2)(í 2 + 3í + 3) = 0 

< > / - 2 •••>X \ 2 -> I/ - v4 I \ 2 I 1 (thỏa mãn điều kiện). 

2x ; ’ • V' ! XI/ - 1 (1) 

[636. Giai hệ phương trình: Ị Ị-— --- / 

(X - y) 2 ( J3x 2 - xy + ly 2 + 2 + 1) = 3 (2) 


T—7- í- 7- ./V Y 7 ^ Y -LI Ỵ: I JL yLiL\_7L4. Ly • 

2x ; ’ • 1/' ! XI/ - 1 (1) 

[636. Giai hệ phương trình: Ị r —--- / 

[(x - y) 2 Q 3x 2 - xỹ+2y 2 + 2 +1) = 3 (2) 

Tã” Lời giải . Điều kiện: 3x 2 -xy + 2y 2 + 2 > 0. 

(l) 3x 2 -xy + ly 2 = 1 + (x - y) 2 thì ( 2 ) <=> (x - y) 2 ^3 + ịx-yỹ +1 =3 

Đặt t = (x - y) 2 > 0 thì phương trình <=> tỤt + 3 + 11 = 3 
r Í0<f<3 ị(x — 1 /) =1 

otyJt + 3=3-toị ' , _»f = l=>^ 

[f + 2í + 6í = 9 [2x 2 + y 2 + xy = 1 

=>(x;y) = j(0;-l);(0;l); Ị: thỏa mãn điều kiện. 

[ V 4 4J (4 4^IJ 

Vx + 1 + <^y +1 = 2 (1) 

[ 637, Giải hệ phương trình: ( (—-— 72x1/ (x, y e □ 


29ịlx 2 -y 2 + 7 ^- = ấ (2) 


/•ã” Lờ/ giải . Điều kiện: X > -1; y > -1; x-y ^ 0. 

( 1 ) <=>X + y + 2 V .V1/ + x + y + l = 2 <=> 2^Ịxy + X + y +1 = 2-(x + y) 


2 -(x + y)>0 


x + y<2 (*) 


4(xy + x + y + l) = 4-4(x + y) + (x + y) 2 |(x-y) 2 =8(x + y) 

r- 37.T , 18 [(* + y) 2 -(*-y) 2 _ 

>—K o Q 3 /1 -V" _ 1 / 1 1 "V _L 1/1 _L I— —I - /1 


(2)»29Mx-y)(x + y) + - 


29 / \ 


(*-y ) 4 


-(*-y ) 2 


= 4 (/). Đặt í = x-y thì 
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(ỉ) <=>9f 3 -112t -108 = 0 <=> f =4 V í = -| V í = -|. 

8 í. .. 4 

r x-y = -j- x-y = -~r 

=> ( 27 ; V . V t _ 

X + y = 2 8 __ 2 

X +1/ = - X +1/ = — 

y 9 -9 

=>(x;y) = (3;-l); ; -qÍq (thỏa mãn điều kiện và thỏa (*)). 

( 9 9J\ 9 9J 

, í2i/ 2 + 1 = X - y (1) 

BT 638. Giải hệ phương trình: ( r—— ,——— ... (x; I/ eI 


[ựx + y + ựx-2i/=3y (2) 

Lời giải . Điều kiện: X > -1; y > -1; X - y 0 . 

(l)<=> yỊx + y + ựx-2y = (ựx + y) -(ựx-2yỊ <=> 1 = ựx + y -yjx-2y (í) 

= Jx + V > 0 írt-ỉ> = l ífl-ỉ> = l 

Đặt < . _ thì (i) => < <=> ( ' , w , \ 

[& = ựx-2y >0 w 1 « -& =3y \(a-b)(a + b) = 3y 


a-b = 1 


o2a = 3y + l => 2 Jx + y = 3y +1 <=> 4x = 9y 2 + 2y +1 


[ữ + 6 = 3y " v 

(l) <^> y 2 -2y -3 = 0 <=> y = 3 => X = 22 . So điều kiện: (x; y) = (22; 3 ). 

.í 2x - 2 Jy + 2=3 

BT 639. Giải hệ phương trình: <j v ' (í) (x;y 


"639. Giải hệ phương trình: ( v ' (í) (x;y G11) 

( 41 / + 8(x — 2)yx + 2 +7 = 0 

Lời giải . Điều kiện: X > -2; y >-2. Đặt: a = ^/x+~2 > 0; b = *Jy + 2 > 0 . 
Í2(« 2 -2)-26 = 3 hb = 2a 2 -7 

* 0 ịịb 2 ~2) + 8a{a 2 ~4) + 7 = 0^{ẩb 2 +8a 3 -32a + 7 = 0 

=> (2rt 2 - 7) 2 + 8tf 3 - 32rt + 7 = 0 a 4 + 2ữ 3 - 7a 2 - 8« +14 = 0 

ữ=2 x=2 

^>(ữ-l)(a-2)(ữ 2 +5fl + 6 ) = 0 1 =>] 7 (TM) 

y A 


a- 


BT 640. Giải hệ phương trình: 

TX . .(x = cosa 

/&■ Lời giai . Đặt < . ; 

[y = sina 


x 2 +y 2 =l (1) 

(3x -4x 3 )(3y -4y 3 ) = (2) 

;ae _ 2 ;TC thì ( 2 )^2cos3asin3a = -1 
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sin 6a = -1 


sin 6a = -1 

r 

<=> < 


71 

<=> < 


71 

<»ae 1 


a e 



a e 

;tt 

[ 



2 J 



2 



5k . 7t _ 71 _ 7n . lln 
'Ĩ2 ; ~Ĩ2'4'Ĩ2'l2 1 ' 


\x;y) = < 


ff + n/6-n/2 Jó+>/2Ì 

í^yỊẽ+yỊĨ^S-^), 


1 4 ;± 4 ; 

IV 7 

\ 4 ; 4 

: 2 ; 2 

V 7j 


BT 641. Giải hệ phương trình: 

|x|< 1 


x + Ạ-y 2 =1 

\J + \Ịl-x 2 = yf3 


Lời giải . Điều kiện: 


<1 


. Đặt 


I X = cos a 
Ịy = cos (3 


VƠI 


(0 


<=> • 



n 


í cos a + sin p = 1 

a = — 

3 =>(x;y) = 

N 

fl 7p 

[cosp + sina = \Ỉ3 



(0 (i;yeũ) 

?i a,pe[0;7t] . 

(TM) 


BT 642. Giải hệ phương trình: 


yịãx 


. 1 + — L - 
l x+y) 


= 2 


1- 


1 


(0 


X + \J ) 

/ả- Lời giải . Đặt a = \fx> 0 và b = ựỹ >0. 
f _a _ 

+ b 2 ~ s 


(*)«■ 


6 — 


a 




_/>_ 4ự2 

+ b 2 ~ ^7 


bi- 


a 2 + b 2 

bi _ 4v2./ 
+ fc 2 ” # 


-bi 2 . 4\JĨ 


=>a + bi + ^— ^- = -4= + — (**). Gọi z = a + bi, (a;b> o). 
<r • /> v 3 v 7 ' ; 


(**)<=>z 2 -2 


1 , 2^2 . 
—^ H-7=- z 


3 


38 , 4sỊĨ : 


í 


1 . 2 

=> z = —j= H-i= + 




= 0 có A = ~zrr + — 7=7 = 

21 


\ 1 2 / 

.1 V z = —F= -7= + 


\ 2 


7 




+ ^2i 

vv21 7 


V 


_ 12 
Do a,b> 0=>z = ^= + —=4- 






■i = >i 


r_ 1 2 

a = 'Jx =—j= + 


b = 4ỹ~- 


2slĩ 


y/E 
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„ 11 , 4# ,_22 Sv7 

Suy ra: X = — p= + — V- va V = — + ' , 

J 1=7 21 7 21 


BT 643. Giải hệ phương trình: 


X 3 - 3 xy 2 - X +1 = y 2 - 2xy - X 


[y 3 - 3 yx 2 + y -1 = y 2 + 2xy - X 

/ấ" Lời giải . Tập xác định: D = □ . 


(*) 


<=> 


giải . Tập xác định: D = □ . 

Ịx (x 2 -y 2 )- 2xy 2 + (x 2 -}/ 2 ) + 2 xy -X + 1 = 0 

|y (y 2 -X 2 )- 2ỵ2 y+(x 2 - y 1 ) - 2 xy +y -1=0 


(*) (*;yeũ) 

( 1 ) 

( 2 ) 


(l)-z'.(2)=>(x + yz) 3 + (l-z')(x + yz') 2 -(x + yz') + l + z = 0 (**) 

Đặt z = X + yz, (x; y e □ ) thì (* *) <=> z 3 + (l - z) z 2 - z +1 + ỉ' = 0 


<=> (z - z‘)(z 2 + z- l + z') = 0<=> 


z = z 


z = - 


-2 ± \[l0 - 


4 *j(JŨ-5)JỈ(5 + J 


•(x;y) = (0;l); 


-2±\ỊĨÕ- 


BT 644. Giải hệ phương trình: 


; +Ảịự4Ĩ-5)Jị(5 + yf4Ĩ 

o ' 


, 1 (x + \Jx 2 + 4)(y + yỊy 2 +1) - 2 (1) 


12y 2 - lOy + 2 = 2\/x 3 +1 


(2) 


(x; y e □ ) 


Lờt' giải . Tập xác định: D = □ . 

(1) X w* 2 + 4 = (-2y) + Ậ-2yf + 4 <=>/(*) = /(-2y) 

=> /(í) đồng biến trên (3 và có /(x) = /(-2y)^x = -2y. 

( 2 ) <=> 3x + 5x + 2 = 2'\fx +1 <=> ^x +1^ +2 ^x + 1) ^x +1^4- \jX ' +1 
<=>g(x + l) = gỊ\/x 3 +7j với g(f) = f 3 +2f có g'(f) = 3í 2 +2 >0 

=>g(í) tăng trên □ và có <=> g(x + l) = gịzjx 3 +1 j <=>-\/x 3 +1 =x + l 
<=> 3x 2 + 3x = 0 => (x; y) = {(-1; 2 ); (ũ; 0 )} (TM) 


BT 645. 


Giải hệ phương trình: -Ị 


(x - 3)(x + 4) = y(y - 7) 

y 2 _ *-! 

n/x-1 \j2-y 


(1) 

( 2 ) 


(x; y e □ ) 


/&■ Lời giải . Điều kiện: X > 1; y < 2 . 
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(l)^(x-l) 2 +3(x-l) = (2-y) 2 +3(2-y)^/(x-l) = /(2-y) 

Xét hàm SỐ /(í) = t 2 +3t trên (0;+oo) có /'(í) = 2í+ 3 >0, Ví >0 . 
=>/( f) đồng biến trên (ũ;+oo) và có /(x-l) =f(l- y) <=>x = 3- y. 


(n\~ y 2 2 -Ị/ 

Ạ^ỹ yjĩ-ỹ 


<=>y 2 + y- 2 = 0<=> 


y = 1=>X = 2 
y = —2 => X = 5 

y 2 +2y(x + l) + x 2 -2x + l = 0 (1) 

^y +1 - Vx 4 + l + yjy + 2 = x (2) 


(thỏa đk). 

(x;y eũ) 


[ 646. Giải hệ phưong trình: -Ị' -1 1 —— ,- 

[^+ĩ-Vx 4 + l + ựy + 2 = x 

<•&” Lời giải . Điều kiện: y > -1. Khi đó: (1) <=> y 2 + 2xy + x 2 + 

<^>(y + x) 2 + 2(y + x) + l = 4x<^>(y + x + l) 2 = 4x>0 

(2) <=> ịỊỹ +T + Ậịịy + lý +1 = X + \/x 4 +1 o f(ịjỹỴĨ) = f(x). 

Xét hàm số f(t) = t + \it 4 ĨTtrên [0; +oo) f'(t) = l + —^— >0 Ví >0 =>/(f) 

# + 1 

tăng trên [0; +oo). 

Mà ta có /Ị^y+ lj = /(x) X = ^|y + l y +1 = X 4 . Khi đó: 

X = 0 => y = -1 


(3)<»(x 4 + xj =4x <»x(x 7 +2x 4 + x-4j = 0 


X + 2x + X - 4 = 0 


Xét hàm SỐ /(x) = x 7 +2x 4 +X-4 trên [0;+oo) có 

/'(x) = 7x ồ +8x 3 +1>0, Vx>0=>/(x) đồng biến trên [0;+oo). 

Ta lại có: /(x) = 0 = /(l) <=> X = 1 => y = 0 . 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm là s = (x;y) = {(0;-l);(l;0)|- 

íx 3 -y 3 +3y 2 -3x-2 = 0 (1) 

BT 647. Giải hệ phương trình: ị r—J " (x;yeũ) 

[x + VI - X - 3yỊ2y -y =0 (2) 

<•&» Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 1 và 0 < y < 2. 

(l)<=>x 3 -3x = (y-l) 3 -3(y-l)<=>/(x) = /(y-l). 

Xéthàmsố f(t) = t 3 -3t trên [-l;l] có f'(t) = 3.(t 2 -1)<0, Vfe[-l;l]. 

Do đó hàm SỐ f(t) nghịch biến trên đoạn [-1;1 j. 

Suy ra: /(x) = /(y -1) <=> X = y -1. 


(2) < > x ; ’ 2\ 1 x’ < >X ; I 4x 2 4 =>(x;y) = Ị^h/2^-2;1±^2>/2-2 j . 


[i/ 3 +3i/= x 3 +3x 2 + 6x + 4 (1) 

BT 648. Giải hệ phuong trình: ị", - — - (x; y G □ ) 

[Vl-X 2 -yỊy = ự2-y-l (2) 
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Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 1 và 0 < y < 2. 

(1) y 3 + 3y = (X +1) 3 + 3(x +1) f{y) = f(x + 1). 

Xét hàm số /(í) = t 3 +t có /'(í) = 3í 2 + 3 > 0 nên /(í) đồng biến trên □ . 

Suy ra: f(y) = f(x + l)<^>y = x + l và (2) x/l-x 2 +1 = sjl + x + \Ịl-x 
Đặt t = \ịl + x + \Jl-x > 0 thì phuơng trình <=> f 2 = 2f <=> í = 2. 

Suy ra: \l 1 + x + sỊl-x = 2 <=> \Ịl-x 2 = l<=>x = 0=>y = l. 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x; y) = {(0; 1) j • 

.íềx 3 - 3x + (i/ - 1) J2y + 1=0 (1) 

BT 649. Gi ái hệ phương trình: Ị 2 _ : Ỵ (x; 1/ s r ) 

|2x 2 +x + .ự-y(2y + l) =0 ( 2 ) 

TV! í-2y 2 - y > 0 1 _ Í0<-2x<l 

Lời giai. Điêu kiên: ( _ ' <=> — < x; V < 0 => <! ,- 

[-2x 2 - X > 0 2 2 \o<py + l<l 

(1) (ựlỹTĨ) 3 -3 x 2y i 1 = (-2x) 3 -3.(-2x) <» ị\2y i 1) = /(-2x). 

Xét hàm SỐ f(t) = t 3 -3t trên [ơ;l] có /'(í) = 3(f 2 -1) < 0, Vfe[ũ;l]. 

Do đó hàm SỐ f(t) nghịch biến trên [ơ;l] • 

Suy ra: /(^2y + l) = /(-2x) s/ĩỹ+ĩ = -2x, với điều kiện: X < 0. 

17 ( I Ỵ| 

(2) => (x;y) = ị 0; 0 >: thỏa mãn điều kiện. 

[v 2 y V 2 )} 

nrcrn UA . J(8x - 3)x/2x -1 - y - 4y 3 = 0 (1) , _ 

BT650. Giải hệ phuơng trình: Ị ' (x;yeũ) 

[4x 2 -8x + 2y 3 +y 2 =2y-3 ( 2 ) 


^ 1 
✓â” Lời giải . Điều kiện: 2x-l>0<=>x>^- 

(1) <^> 4y 3 + y = 4 • (ý2x 1) ; + v 2.v 1 <=> /(y) = /(v'2x 1). 

Xét hàm số /(í) = 4f 3 + 1 có f'(t) = 12í 2 +1 > 0, nên /(í) đồng biến trên □ . 
Suy ra: /(y) = /(V2x-l) y = \ 2x 1 > 0 <=> y 2 = 2x -1. 

(1)<=> (2x - 1) 2 - 2.(2x -1) + 2y 3 + y 2 - 2y = 0 «. y 4 + 2y 3 - y 2 - 2y = 0 

o(y 2 -!)•(/ + 2y) = 0. Suy ra: (x;y) = | ỉ;0 • 


Kết luận: Sói điều kiện, tập nghiệm hệ là s = (x;y) = | i;oj;(l;l)j- 


BT651. 


Giải hệ phuong trình: 


|(3 - x)\ 2 X - 2y^2y -1 = 0 
Ịx/x + 2 + 2^1/ + 2 = 5 


( 1 ) 

( 2 ) 


(x; y e 0 .) 
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Lời giải . Điều kiện: X < 2 và y > ^ • 

(1) <>+ (v2 X) 1 = v 2./ 1 + (\21/ 1) ; <>/(\ 2 X) = /(\21/ 1). 

Xét hàm SỐ /(í) = t + t 3 có f'(t) = 1 + 3í 2 > 0, nên f(t) đồng biến trên □ . 
Suy ra: f(\2 x) = /(Y 2 1 / 1) <=> \/2 X = y2i/ 1 <=>X = 3-2 y. 

(2) <=> ỳ5 2i/ + 2^jy + 2 = 5, (i). Đặt a = Y 3 21/; b = sjỹ+ 2 > 0 thì 

I -3 ± >/65 í - 1S3- 23\ 


a + 2b = 5 \a = 1 


« + 2ỉr = 9 fr = 2 


Kết luận: So với điều kiện, nghiệm hệ là 


X = -l 


16 

233 • 23\ 65 
32 


-185 + 


X = -1 


16 

233 • 23v65 


BT 652. Giải hệ phuơng trình: 


2(2x + 1) 3 +2x + 1 = (2ị/-3)^X2 (1) 

Ự4X + 2 + ./2v + 4 =6 (2) 


Lờ/ giải . Điều kiện: X > - 2-; I/ > 2. 


(1) «.2(2x +1) 3 + 2x +1 = 2(Y 1 / 2)'- + Ẹ^2 «./(2x +1) = /( v v 2). 

Xét hàm SỐ /(í) = 2 t 3 +t có /'(/) = 6í 2 + 1 > 0, nên /(í) đồng biến trên □. 
Suy ra: /(2x +1) = /(Y .1/ 2).ýi/ 2 = 2x +1 <=> 1 / = 4x 2 + 4x + 3. 

(2) <=> v'4x i 2 +\l8x 2 +8x + 10 -6 = 0 <íí> /(x) = 0. 

1 , 1 
Do x = ~2 không là nghiệm của /(x) = 0, nên với X > - Ỷ: 

Xét hàm SỐ /(x) = ý4x I 2 + \ 8.v ; + 8x + 10 - 6 trên - ỉ ; +00 có: 

V 2 y 


2 8x + 4 _ 1 _ 

/'(x) = + —™===J=i' >0; Vx > • Do đó hàm số /(x) đồng biến 

y4x + 2 y8x 2 +8x + 10 2 

1 

trên khoảng - ^ ; +00 

Suy ra phuong trình /(x) = 0 có tối đa 1 nghiệm. 
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Mà f ~~ “ 0 nên nghiệm duy nhất đó là X = 2- => y = 6. 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm là s = (x; y) = ị ^;6 

2 


BT 653. Giải hệ phuơng trình: 


4.V\ 8.V - 4 - 12y 2 - 5 = 4y 3 +13 y + \18.v - 9 (1) 
4x 2 - 8x + 4y2x 1 + 2i/ + 7y 2 + ly = 0 (2) 


rấ* Lời giải . Điều kiện: x> 2 


(1) 4(y +1) 3 + (y +1) = [4(2* -1) +1] v'2x 1 <=> /(y +1) = f(s/lx-l). 

Xét hàm SỐ /(í) = 4 1 3 +t có /'(í) = 12f 2 +1 > 0 nên f(í) đồng biến trên □ . 


Suy ra: /(y +1) = /(V 2.V 1) <=> y +1 = V 2.V 1 <=> J ^ 

|2.V = 1/ 


-y + 2y + 2 


X = 1 => y = 0 

(2)^y-(y + l)-(y 2 +5y + 6) = 0^ 1 • 

X = — => y = -1 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm là s = (x; y) = 1 (1; 0); 2.; -1 

2 


BT 654. Giải hệ phuong trình: 


(17 - 3x)^/5^x + (3y -14)^4-y = 0 (1) 

2.Jị2.x + y + 5 + 3*j3x + 2y + 11 = X 2 + 6x4-13 (^) 


LM giải . Điều kiện: X < 5; y < 4; 2x + y + 5 > 0; 3x + 2y +11 > 0. 

(1) o>(5 x).2j \Ịò--x = [3.(4 - y) + 2] ^4^ <>/(v5 x) = /( v 4 y). 
Xét hàm SỐ /(í) = 2í + 3f 3 có f'(t) = 2 + 9í 2 > 0 nên f(t) đồng biến trên □ . 
Suy ra: /(v'5 x) = /(yl y) <=> y]5-x = \j4-y <=> y = X -1 > 0. 


(2) <^> 2y3x + 4 + 3\ 5x + 9 = X + 6x +13; Vx e - 4-; 5 


c > 2 V 3x I 4 


(x + 2) +3 \ 5x I 9 — (x + 3) 


= x +x 


-2(x +x) 3(x + x) , 2 . s n 

=2= -—-- v — (x +x) = 0 

V 3x + 4 + X + 2 "V 5x + 9 + X + 3 


<tí>(x 2 + x) • 


2 3 

-+ . -+ 1 = 0<^>x 2 +x = 0<^> 

3x + 4 + X + 2 y5x + 9 + X + 3 > 


X = -1 


Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm cần tìm là s = (x;y) = |(0; -1);(-1; -2)| • 
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nT ,,, ^ ^ [(2102 - 3x)S^x + (6y - 2009)^ = 0 ( 1 ) 

BT 655. Giai hệ phương trình: Ị _ _ 

[2^7 X - 8 y + 3yjl4x - 18 y = x 2 +6x + 13 (2) 


rò* Lời giải . Điều kiện: x<4; y~ 2 > 7x-8i/>0; 14x-18i/>0. 


(1) <=> [3 • (3 - 2y) + 2000 ] • Ự 3 - 2y = [3 • (4 - x) + 2000 ] • n/4 - X 
<=> 3 • (^3 -2y) 3 + 2000 • ^3-2y = 3- (-s/4 - x ) 3 + 2000 • %/4 - X 
<>/( v 3 2.1/) /(V4 X). 

Xét hàm SỐ f(t) = 31 3 + 2000f có f\t) = 91 2 + 2000 > 0 nên f(t) tăng trên □ . 
Suy ra: /( v 3 2y) = /(v4 .v) <=> ^3-2y = yjể-x <=> 2y = X - 1. 


(2) <=> 

<=> 2 


'X + 4 + 3y5x + 9 = X + 6x +13 
(3x + 4 — (x 4- 2)1 + 3 Ị - vâx I 9 — (x 4- 3) 


= x +x 


-2(x 4-x) 3(x 4-x) ,2 . „ 

<=> 72 = -—-- - v —--(x +x) = 0 

y3x + 4 + X + 2 v5x + 9 + X + 3 


_,22 , 3 

<=>(*+x)- . - - + -== -- 

V \ 3x I 4 i A' ỉ 2 y5x + 9 + X + 3 


+ 1 


= 0<=>X4-X = 0<=> 


x = 0 

X = —1 


Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm là s = (x; y) = 


2i/ ' • 1/ • 2x/ĩ X 

BT 656. Giải hê phương trình: ị , — 

F k£Ị71ĩ-y = 2-* 



3-v/l - X 


( 1 ) 

( x ;j/ eũ ) 


rờ* Lời giải . Điều kiện: X<1. 

( 1 ) <^2y 3 +y = 2{sỊĩ^xý + n/Ĩ^x f(y) = /'(vl x). 

Xét hàm SỐ f(t) = 2t 3 +t có f'(t) = 6t 2 +1>0, Ví, nên /(í) đồng biến trên □ . 
Suy ra: /(y) = f(yỊ 1-x) <=> 1 / = a/1-x > 0 <=> y 2 = 1 - X. Thế vào (2) được: 

(2) < > \Ỉ3 2x - V1 X 2 X < > -= -t= - . = 2 - X 

v3 2x í V 1 X 

<p> , 3 — 7 - = 1 , (do :x<l)<=>\/ 3 - 2 x 4 -Vl-x=l<=>x = l=>i/ = 0. 

v3 2 x í V lx v 

Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm s = (x; y) = |(1; 0) j • 
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y x.(l + sjx + l) = y + Jl + 


BT 657. Giải hệ phương trình: ị 4 i/-l n 1 (x;i/el ). 

! — 1 + 4, h~ + 3 = - 7 - + 8 

Jl + 3y + J2-y ỵxy xy 


Lời giải . Điều kiện: -^ < y < 2 và xy + 0. 

Từ phương trình thứ nhất của hệ, suy ra: x>0, y + 0. 

(1 ^ [ĩ 7 

Từ phương trình hai, suy ra: —- + 3 +4. —- + 3 + 4 = 


4y-Ị 

ì + 3i/ + Jĩr7 


—+ 3 + 2 = 


4y-Ị 

+ 3i/ + J2 — 1 


r -1 > 0 => 4 i/ -1 > Jl + 3y + j2-y > 0 


1 N ^ 1 

Suy ra: y > 2- • Do đó điều kiện là 2 < y < 2 và X > 0. 


Chia hai vế của phương trình một cho y 1 , được: X + x.\Ịx 2 +1 = — + — ■ 1-^ +1 


y y vr 


<=> /(x) = / — • Do hàm này đơn điệu tăng trên □ nên x = — <^>xy = 1. 

y 

Thế vào phương trình hai được: 4 .( 1 / -1) = (*JĨ +3y - 2) I ( v 2 1 / 1) 

3 .( 1 / — 1) y-1 , -.í. 1 3 

<=> 4(y -1) = --7=+=--- - . 7 — < > ( 1 / -1) 4 + -— 

y 1 + 3i/ + 2 yỊ2 - y +1 ^ \2 1/1 yl + 3y + 2 ^ 

Qi 1T r VT 1 / — 1 —V -V — 1 


Suy ra: y = l=>x = l. 

Kết luận: So với điều kiện, hệ có nghiệm là (x; y) = Ị(l; 1)| • 


BT 658. Giải hệ phương trình: 


X 3 + xy 2 = y 6 + y 4 


X + 1+ Jy 2 +3=4 (2) 


(x; y e □ ) 


/©* Lời giải . Điều kiện: X > - 4- • Do y = 0 không là nghiệm hệ nên: 


chia cho: 1 / 5*0 


/ Y - / \ 

3 *n X X 3 r X r/ \ 

+ -,=y +y«/ 7- =/(y)- 


Xét hàm SỐ /(í) = t + t 3 có f'(t ) = 1 + 3f 2 > 0, Ví, nên /(í) đồng biến trên □ . 

/ \ 

Suy ra: / — = /(y) <=> — = y <=> X = y 2 > 0. Thế vào phương trình (2) được: 

U/J y 


767 



Tư duy sáng tạo tìm tòi lòi giải PT, BPT, HPT đại số, vô tỷ - ThS. Lê Văn Đoàn 


(2) >/3x +1 4- '\/x + 3 — 4 yj(3x 4-l)(x 4- 3) — 6 — 2x 


«• 


X = 1 => 1/ = ±1 


x = 33=>y = ±>/33 

Kết luận: So điều kiện, tập nghiệm là s = (x;y) = j(l; 1); (33; —>/33);(33; >/33) j • 

í 2x 2 y + y 3 = X 6 + 2x 4 


BT 659. Giải hệ phương trình: 


( 1 ) 


[(* + 2)>/ỹ+T - (x 4-1) 2 (2) 

Lời giải . Điều kiện: ]/>-!. Do x = 0 không là nghiệm nên: 


(x;y ep) 


(1) ( c hi a c h° : y o k _|_ 

X 


í 


V 


= 2 x + x <=>/ — =/(x). 


Xét hàm SỐ f(t) = 2t + í 3 có /'(í) = 2 4- 3f 2 > 0, Vf, nên /(í) đồng biến trên □ . 

Suy ra: / — = /(x) <=> — = X <=> y = X 2 > 0. Khi đó: 

X 

(2) <=> (x 4 - 2) • >/x 2 + ĩ = (x +1) 2 <=> (x 4 - 2) 2 (x 2 4 - 1) = (x 4 - 1) 4 <=> X = ±>/3 => y = 3. 
Kết luận: So với điều kiện, tập nghiệm cần tìm là s = (x; y) = j( v3;3); ( v o; 3)| • 

íx 3 - x 2 y = X 2 - X + y +1 


BT 660. Giải hệ phương trình: 


( 1 ) 

(2) 


[x 3 -9Ị/ 2 + 6(x - 3y) -15 = ỈỊốx 2 + 2 
Lời giải . Tập xác định: D = □ . 

(1) <=> (x 2 +1) • (x - y - 1) = 0 <=> y = X -1 và thế vào (2), ta được: 

(2) <=> (x -1) 3 + 3(x-1) = (\ 6x t 2) '■ + 3\6x' • 2 <=> f(x -1) = f«tìx : . 2). 

Xét hàm SỐ /(í) = t 3 +3t có f'(t) = 3f 2 + 3 > 0, Ví, nên /(í) đồng biến trên □ . 


Suy ra: /(x -1) = /(V 6 x + 2) V 6 x + 2 = X - 1 <=> X - 9x + 3x = 3 
<=>(x +1) 3 = 2(x-1) 3 <=> X +1 = v2.(x-1) <=> X = => y = 2 


- 3 f 2 -1 
í 


Kết luận: Tập nghiệm cần tìm của hệ là s = (x; y) = 


\2 -1 

3/2 + 1 2 A 


BT 661. Giải hệ phương trình: 


yyỊĨ-l' >/2-1 J 

2y 3 + 2 x-sỊĨ-x = 3v 1 X - y (1) 

( 2 ) 


(x; y e □ ) 


[y +1 = 2x 2 + 2xy4l + X 
/&■ Lời giải . Điều kiện: -1 < X < 1. 

(1) o2y 3 +y = 2(1 -x)>/ĩ^x + Vĩ^x f(y) = f(4ĩ^x). 

Xét hàm SÔ f(t) = 2t 3 +t có /'(í) = 6f 2 +1 > 0, Ví, nên /(í) đồng biến trên □ . 
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Suy ra: f(y) = <=> sjl-x = y> 0. 

Thế vào (2) <=> \/l - X = 2x 2 -1 + 2xv 1 - X 2 (*) và đặt x = cosa, ae[ 0 ; 7 i]. 

í ae [ 0;7ĩ ] 


(*) <=> V 2 sin — = cos 2 a + sin 2 a <=> • 


Suy ra: X = cos —^ => y = yỊĨ. sin—^ • 
J 10 10 


sin — = sin 2 a + — 


f 3jc _ 

Kết luận: So điều kiện, nghiệm hệ phuong trình là (x; i/j = cos s sin— 


BT 662. Giải hệ phuong trình: 


(x-3)y2 -x+y +y (1) 


X 3 + 3y 2 - 6 = \Ịx + 


(x;yeũ) 


<©• Lời giải . Điều kiện: X <2; y - 2 

(1) <> yỊĩ^x + (V 2 X)' = ,2./ 1 .( x 2i/ 1)' <> /( N 2 x) = /( v 2i/ 1). 

Xét hàm SỐ f(t) = t + t 3 có f'(t) = l + 3t 2 >0, Ví, nên /(í) đồng biến trên □ . 
Suy ra: /(\ 2 x) = /( v 21 / 1 ) < > \Ịl-x = v 2 i/ 1 < > X 3 21 /. 

(2) <=> ỳ 3 2 1 / + 2y 1 / I 2 = 5, (i). Đặt a = Y 3 2 1 / ; b = sjy + 2 > 0 thì 

í 3 • V 63 , í, l(S3-23\ 60 


a + 2b = 5 \a = 1 

<=> -T _v - 


a 3 + 2b 2 =9 [b = 2 23+v65 ly = 2 


X = —1 


16 

233 • 23\ 60 


c _, , 1 ..„/-185 + 23>/65.233±23>/65 Ỵl 

Kẽt luận: Tập nghiệm hệ là s = (x; y) = (-1; 2); - ——-—; - —- - > • 

i l 16 32 


BT 663. Giải hệ PT: 


Ịx 2 -y 2 + 2 %/?" + -s/x^ + y 3 = 2 yựy-l.(x + \/x) ( 1 ) 

1X 4 + \/x'' - X 2 +1 = x.(y -1 ) 3 +1 ( 2 ) 


<•&» Lời giải . Điều kiện: 


X 3 -X 2 +1> 0 


(1) (x + ^/x ) 2 + (y/y-1) 2 = 2.(x + VA')-.1/- V ụ/ 1 ox + ?Ịx = Ậy-1) 3 + /y-1 

<=> /(^ỗ = /(/y-ĩ) => Vx=%/ỹ^ <=> j*r = ° y _ 1)3 • 
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(2) <=> x' = \Ịx - X + 1 = X + 1 <=> X - X + X - 1 + vx - X + 1 - X = 0 


<^>(x -X +x -!)• 1- 


/x 3 - X 2 + 1 + X 2 


= 0 <=> 


(x-l).(x 3 + X + 1) = 0 
Jx 3 -X 2 +1 = 1 - X 2 


<z>x = 0=>y = l hoặc X = 1 =>y = 2. 

Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm cần tìm là s = (x; y) = j(0; 1); (1; 2)| • 


BT 664. Giải hệ phưong trình: 


, , ÍVẼ-^ỹ=(y-z)(*y+2) (!) 


(x; y e □ ) 


[X + y = 2 w 

-ộ” Lời giải . Điều kiện: X > 0, 1 / > 0. Thế 2 = X 2 + y 2 vào (1), ta đuọc: 

(1 ) < > V' -V ịiy = (y-x)(xy+ x 2 + y 2 ) = y 3 - X 3 <=> X 3 + \fx = y 3 + ịỊỹ 

^ f(x) = f(y) =>x = y. 

(2) => 2y 2 = 2=>y = l=>x = l. 

Kết luận: So vói điều kiện, tập nghiệm của hệ là s = (x; y) = |(1; 1)| • 


BT 665. Giải hệ phuong trình: 


yj 3 - 2x 2 y - X 4 }/ 2 + X 4 (1 - 2x 2 ) = y 4 
1 +Jl + (x-y) 2 =x 3 (x 3 -x + 2y 2 ) 


✓â” Lời giải . Điều kiện: 3 - 2x 2 y - x 4 y 2 > 0. 


^ 1 V 4 - í 1 - x y ) +x -2x -\f = 0 

[l + Ạ + íx-yý -X 6 +x 4 -2x 2 y 2 =0 

Lây (l)-(2)=> J4-(1-X 2 y 2 ) 2 = l + ựl + (x-y) 2 + (x 3 -y 2 ) 2 


ự4-(l-x 2 y 2 ) 2 <2 
l + ựl + (x-y) 2 +(x 3 -y 2 ) 2 >2 


l = x 2 }/ 2 

nên (ỉỉ) có nghiệm <=> ị X - y = 0 <=> 


X 3 =\J 2 


Kết luận: So vói điều kiện, nghiệm cần tìm của hệ là (x; y) = (1; 1). 

Ị 4 + \l X X I/ — 1 = \/x +1 + \Í3i/ + 6 

BT 666. Giải hệ phuong trình: -! J __--- — _ 


X 3 + X 2 + 4x + 4 = 8 - \/x 2 + 4. J3y + 6 (2) 


/ê* Lời giải . Điều kiện: X 3 + X 2 + 4x + 4 > 0, y > -2; X > -1; X 4- y > 1. 
(2) <=> sịx 2 + 4.(\/x +T + yj3y + 6) = 8 và có %/x 2 + 4 >2 nên 

=> \Ịx 41 + ^3y + 6 < 4 (í) và (1) => %/x +1 + ^3y + 6 > 4 (/7) 
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(*)/(«) => dấu = xảy ra <=> r 1 _ n 0 1' 1 ■ 

Ịx + 1/-1 = 0 [y = l 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm hệ cần tìm là (x; y) = (0; 1). 


BT 667. Giải hệ phuơng trình: 


6\|x-6x + 5 = x + 2 — X + — 

, X , . X 


& Lời giải . Điều kiện: 0 < X < 10 và X 3 - 6x + 5 > 0. 

(1) <=> 6x 2 \Ịx 3 - 6x + 5 =(x 2 +2x-6)-(x 3 +4) 

Cauchy - --- 1—-— 

Ta CÓ: (x 2 +x-5) + (x-l) > 2-ự(x-l)(x 2 +X-5) =>x 2 +2x-6 > 2\Ịx 3 -6x + 5 

y 3 3 Cauchy Ị~J ~3 

Mà: 2_ + 2- + 4 > 3Ị ±-.±-.4 ^x 3 + 4>3x 3 

2 2 V 2 2 


Lây vế nhân vế, suy ra: (x 2 + 2x - 6) • (x 3 + 4) > 6x 2 yx 3 -6x4-5. 


Dấu đẳng thức xảy ra khi và chỉ khi 


X +x-5=x-l 

X 3 =8 


<=> X = 2 => y = ±ỵ3^Ỉ2. 


ít luận: So vói điều kiện, nghiệm của hệ là (x;y) = (2;±y3y2). 

r668. Giai hệ phương trình: I xy ]Ị{y x ) 

Ậx - tỊxx/+ 3x) 2 +2(x + i/ + 3) = \/x +<Jỹ+ 

2 

✓â” Lời giải . Điều kiện: — - — (x 4- y) > 0; X > 0; y > -3. 

-V 

Phuơng trình thứ nhất <=> 2x 2 + xy + 4 y 2 = 4Ặ2x-3y)xỵxTỹỹỹ 
<=> (4y 2 + 4xy) + (2x 2 - 3xy) = 2Ậ4y 2 + 4xy) • (2x 2 - 3xy) (1) 

Đặt = 4y 2 + 4xy; b = 2x 2 - 3x1/ thì (1) <=> a + b = 2yfãb <=>a = b. 

Suy ra: 4y 2 + 4xy = 2x 2 - 3xy <=> X = 4y hoặc y = -2x. 


Phuong trình hai, suy ra: \Ịx I v 1 / I 3 > yỊ2(x + y + 3) 

C4> X 4- y 4- 3 4- 2^x(y 4- 3) ^ 2(x 4- y 4- 3) 'w > (^-^3) 2 <0. 
Do đó Vx- yịỹ + 3 = 0<=>x = y4-3 


Từ (1), (2), suy ra: 


íx = 4i/ , „ íi/ = -2x íx = 4, u íx = 1 

ị „ hoặc i „ <=> ị _ hoặc ị 

[x = y + 3 [x = y + 3 [y = l [y = -2 
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Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của hệ là (x;y) = (4;1). 

ị(x + y + l)(x + y + xy +1) = 12 xy ( 1 ) 

3x - 2x 2 -1 + Xyjl +1/ - 2 y 2 + xy = 1 (2) 


BT 669. Giải hệ phương trình: 


^ 1 1 
>&• Lời giải . Điều kiện: T < X < 1 và - ^ < I/ < 1. 

Với (x + 1 / +1) • (x + 1 / +1 + xy) = 0: hệ đã cho vô nghiệm. 

1 1 1 

Với (x + y + l)-(x + y + l+xy) *0, khi đó: (1) <=>--—---= -V- 

x + y + 1 x + y + l + xy 12 

Ta lại có: -----<-- - --— • 

x + y + 1 x + y + l + xy x + y + 1 (x + y + 2) 

Xét f(t) = y - * trên [l;3], với t = x + y + l thì được: /(f) </(3) = i-• 


Dấu đẳng thức xảy ra khi 


x+1 =y + 1 


<=>x = y = 1. 


[x + y +1 — 3 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm hệ cần tìm là s = (x; y) = |(1; 1) j 

A 

X 


BT 670. Giải hệ phương trình: 


y __ y 

sfx + y (y + sfxf (* + y 2 ) 2 (x;yeũ). 

\[ìỉ + 4x^ĩ = 32(x - 2y + l\2y 2 

✓â” Lời giải . Điều kiện: X>1, y>l. 

1 1 1 

Phương trình thứ nhất <=> --—— + --—— = — Y=r - 


+ 1 


y 


\fx 


+1 


+1 


Đặt 


X 

a = — > 0 

y • 

b = y > 0 


1 


1 1 

Phương trình <=>-——— + -——— = -— 

(rt + 1) 2 (b + 1) 2 1 + ab 


(*) 


Ta có: i 


(ab + 1) • 

M 

[b 


(b \ 

(ab + 1) • 

- + 1 




Cauchy-Schwarz 
> 


Cauchy-Schwarz 
> 


(« + l) 2 
(b + l) 2 
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1 > b _Ị_ 

(a + 1) 2 a + b ab +1 

=>{ ' ■ 

1 a 1 

(b + 1) 2 ~ a + b ab + 1 

Cộng vế theo vế được: -— r > - g+ f —— = 1 (**) 

(rt + 1) (b + V) (a + b)-(ĩ + ab) 1 + ab 


Từ (*) và (**), suy ra dấu đẳng thức xảy ra khi 


a b = - 


ab = - 
a 


<^a = b = l=>x = y 2 


Thế vào phưong trình thứ hai được: \ịy + yjy 2 -1 = 32.(y - l) 2 sJ2y - 2 

<=> y + Jy 2 -1 =2.(4y-4) s . Đặt u=4y-4>0 và giải bằng phưong pháp 


hàm SỐ được nghiệm u = 1, suy ra: (x;y) = Ị 

, w N f 25 5^ 

Kết luận: So với điều kiện, nghiệm cần tìm của hệ là (x; y) = —; — • 

5 v ựó 4 
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